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摘要    本文从数学角度认识电子结构计算的困难与挑战, 评述有关计算方法的优缺点以

及在超级计算机上实现前景, 并扼要地介绍第一原理电子结构计算的有限元方法和理论.  
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1  引言 

电子结构可通过包括 Hartree-Fock 方程和 Kohn- 

Sham 方程在内的非线性特征值模型(或其等价形式)

来刻画. 求解这些非线性特征值问题既可通过反复

求解线性化后的线性特征值问题来实现, 也可转化

为最优化问题计算. 电子结构计算方法研究涉及离

散方法、非线性迭代法、代数特征值求解器以及相应

的程序实现技术等方面. 现有的非线性特征值问题

(或其等价形式)的离散格式大体上可分为三类: 倒空

间方法、局部基集法以及实空间方法. 这些方法各有

其优势和不足, 其中倒空间方法和局部基集法研究

相对成熟, 而实空间方法尚处于发展阶段. 实空间方

法主要包括有限差分方法、小波方法、有限体方法与

有限元方法等. 实空间方法具有很好的局部性, 适应

并行计算, 在高性能计算机上实现时能极小全局通

信时间, 近年来越来越受到人们的重视. 有限元方法

基函数构造简单、基底完备, 易实现自适应计算. 无

论用什么方法来离散, 都得到有限维非线性算子的

特征值问题或其等价形式. 其数值解收敛与否以及

收敛快慢程度不仅取决于数值方法本身而且还依赖

于分子体系构成. 

本文我们将从数学角度认识基于 Kohn-Sham 方

程的电子结构计算的困难与挑战, 评述有关计算方

法的优缺点以及在超级计算机上实现前景. 我们还

将特别介绍第一原理电子结构计算的(自适应)有限

元方法和理论. 基于能量直接极小化的电子结构计

算研究见[1~3]及所引文献. 有关电子结构模型与计

算的数学问题见[4]. 电子结构计算的有限元方法实

现细节可见[5~10]. 

2  Kohn-Sham 方程 

描述非相对论多电子体系电子结构的基本的数

学模型是 Schrödinger 方程[11]:  
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电子个数, Zj 为第 j 个原子的原子序数, 而 ri 和 Rj 分

别为第 i 个电子和第 j 个原子核的位置. 

式(1)是一定义在 3NR 上的高维特征值问题. 除

了极少数体系外, 无法直接求解. 因此, 人们需要寻

找与其等价或简化的可计算模型. 这些等价或简化

的可计算模型中最典型的是 Kohn-Sham 方程和

Hartree-Fock 方程. 本文将围绕基于 Kohn-Sham 方程

的电子结构计算展开. 

Kohn-Sham 方程是基于密度泛函理论得到的 . 

密度泛函的思想最早可以追溯到 Fermi[12,13] 和

Thomas[14]提出的 Thomas-Fermi 理论. 密度泛函理论

的核心思想是用电子密度而不是电子波函数作为体

系的“基本量”. 与波函数不同, 密度只是位置的函数. 

于是, 原本的高维空间上的问题转化成 3 维空间上的

问题. 其理论基础是 1964 年 Hohenberg 和 Kohn[15]

提出的 Hohenberg-Kohn 定理. 该定理指出, 处于(非

简并)基态的多电子体系的电荷密度 ( )r 唯一确定了

该体系的一切物理性质. 对包括 Coulomb 势在内的

一类外势, 周爱辉[16,17]给出了 Hohenberg-Kohn 定理

严格的数学证明. Hohenberg和Kohn在[15]还给出了确

定系统基态的途径, 即将能量泛函对电荷密度函数

进行变分. 该 Hohenberg-Kohn 变分定理的数学证明

可参见文献[18]. 然而, 这些能量泛函的具体形式未

能给出. 1965 年, Kohn 和 Sham[19]引入一个假想的无

相互作用系统, 其导致的密度与原相互作用系统的

基态密度相同, 从而将原本的多体 Schrödinger 方程

转化为一个有效单体问题—Kohn-Sham 方程. 所

有的非经典电子相互作用(即交换和关联)被归入一

个附加的关于电荷密度的单体势中. 虽然交换关联

势的具体形式未知, 但是人们发展出的各种逼近被

证明是成功的. 现今, Kohn-Sham 方法已成为绝大多

数第一原理电子结构计算的基础, 被广泛应用于凝

聚态和大分子体系的模拟. Kohn 也由于在密度泛函

理论上的贡献与 Pople 共同获得了 1998 年的诺贝尔

化学奖. 

Kohn-Sham 方程是如下的非线性特征值问题:  
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 M 为原子个数, jZ 为第 j 个

原子的原子序数, 而 jR 为第 j 个原子核的位置. 

尽管与定义在 3NR 上的 Schrödinger 方程相比, 

定义在 3R 上的 Kohn-Sham 方程求解的难度降低, 但

它 仍 然 充 满 各 种 困 难 与 挑 战 : (1) 与 原 始 的

Schrödinger 方程是一个线性特征值问题不同 , 

Kohn-Sham 方程是一非线性特征值问题—算子中

的有效势依赖于密度, 而密度依赖于方程的解. 所以

Kohn-Sham 方程的求解要达到势与密度的相容或者

自洽. 实际计算通过一个迭代过程不断调整势和密

度, 以逐步达到自洽的解. 这一自洽迭代求解过程常

包含数十上百次线性特征值问题的求解. 因此, 如何

设计稳定且快速收敛的自洽迭代格式变得非常重要. 

(2) 所需求解特征对的个数与体系包含的电子个数

成正比. 因而对于大规模体系, 所需特征对数目非常

多(如在材料科学等领域对体系规模的需求之下, 特

征对数可能会非常大). 此外, 这类特征值问题的特

征值间隙通常是多尺度的; 随着体系规模的增大, 一

些要求的特征值之间间隙越来越小. 这都给求解带

来困难. 而现有的代数特征值解法器远未能达到我

们的需求. (3) 核与电子间作用势 neV 含奇性, 这使得

特征函数在离子实内部变化剧烈. 而特征值越大, 所

对应的特征函数越振荡. 对于 neV 的奇性, 在很多情

形下, 人们采用赝势近似, 即离子实内部用相对平滑

的赝势取代真实的势能. 其依据是人们认为影响化

学性质的主要是价电子, 而波函数在价电子所在的

离子实之间的区域相对平滑. 然而, 即使是在赝势近

似下, Kohn-Sham 特征函数在离子实所处区域仍有较

快速的振荡. 这些都给 Kohn-Sham 方程的有限维离

散带来困难. (4) 此外, Kohn-Sham方程中交换关联势

xcV 并无精确解析表达式. 目前实际计算中都采用某

种近似, 如 LDA、LSDA 和 GGA 等. 然而这种靠经

验或实验拟合得到的近似都有各自的优势与局限[20]. 

如何利用高性能计算机又快又好地计算大规模体系

涉及高性能算法设计与程序有效实现. 

总之, Kohn-Sham 方程的求解目前仍然是一个充

满困难和挑战的课题, 需要多个不同研究领域研究
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者的通力合作. 

3  离散方法评述 

Kohn-Sham 方程仍然十分复杂, 一般需要数值

求解. 而无论用何种离散格式来离散 Kohn-Sham 方

程, 最终都得到一个形如 x xA B 的代数特征值问

题. 这个代数特征值问题的计算也非常复杂: 当 A 或

者 B 稠密时, 其计算复杂度为 g
2( )NN ; 当 A 和 B 均

稀疏时, 其计算复杂度为 g
2( )N N . 这里 N 和 gN 分

别代表所需求解特征对和离散自由度的个数. 通常

gN N . 可见, 要加速 Kohn-Sham 方程的求解, 一

方面要尽可能降低离散自由度数 gN , 另一方面则要

尽可能让矩阵 A 和 B 具有好的性质, 如稀疏性. 事实

上, 稀疏性通常意味着可以并行计算, 而是否易于并

行在大规模计算时尤为重要. 

因而 , 如何采用好的数值离散格式来求解

Kohn-Sham 方程一直以来是一个十分重要的挑战性

问题. 从 20 世纪 80 年代起, 随着计算机的普及和计

算能力的提高, 电子结构的大规模数值计算方法得

到了不断的发展 . 根据离散基函数类型的不同 , 

Kohn-Sham 方程及其等价形式的离散方法主要分为

三类: 倒空间(reciprocal space)方法、原子轨道线性组

合方法(linear combination of atomic orbitals, 也称局

部基集方法)和实空间(real space)方法. 

3.1  倒空间方法 

在倒空间方法中, 平面波赝势方法是其中应用

最广泛的一种 [2], 它是结合赝势近似的平面波方法. 

在平面波方法中, 波函数用非局域的平面波展开. 原

则上说, 无穷多的平面波函数构成的集合才是一完

备集. 这样, 离散得到的代数方程是无穷阶的, 但实

际计算只能处理有限的系统. 对此, 通常的做法是确

定一个截断能量 cutE , 基集只包括动能小于截断能量

cutE 的那些平面波. 通过赝势近似, 不考虑芯电子, 

而只考虑价电子波函数, 将在芯区的价电子波函数

用一个相对光滑的函数来替代. 于是, 一方面因为波

函数变得光滑而减少了所需平面波基函数的个数 ; 

另一方面, 又因为只考虑价电子而减少了所要求解

电子的个数. 平面波方法有其自身的优点: (1) 它在

更新轨道和静电势时可以方便地使用快速 Fourier 变

换(fast Fourier transform, FFT)技巧; (2) 基函数不依

赖原子核的位置; (3) 可以用截断能来比较好地控制

收敛性. 这些优点使得所得到的近似解序列经常能

很快收敛[1,21,22]. 经过多年的发展, 倒空间方法已经

相当成熟, 并由此发展出了许多电子结构计算软件

包, 如 VASP 和 ABINIT 等. 虽然如此, 平面波方法

也有其缺点: (1) 尽管使用了赝势, 但芯区势能仍振

荡厉害, 这样需要更多的波函数来逼近, 即截断能要

取得很大. 虽然后来 Gygi[23]发展的自适应平面波方

法在一定程度上克服了这一困难, 但如果想要知道

内层电子的信息, 则非常困难. (2) 它比较适合处理

周期系统, 而对一些非周期系统, 如孤立原子、分子、

团簇和表面等, 则会出现困难. 此时, 需要引入超元

胞的概念, 从而浪费了很多计算量. 不过近年来也有

研究者在尝试不引入超元胞来处理孤立的分子或团

簇系统[24]. (3) 因为它通过 FFT 来实现实空间和倒空

间之间的转换, 而 FFT 包含非局域算子, 这就使得采

用并行计算和区域分解方法受到限制.  

3.2  局部基集法 

当今量子化学计算的主流应是局部基集法[2,25~29]. 

由于其用特殊的原子轨道函数作为基函数, 相比于

平面波方法, 它所需要的基函数个数少. 但是, 其局

限也是很明显的. 事实上, 要使用有限维逼近来求解

无限维问题有意义, 必须要确保有限维空间中的逼

近解能收敛到原问题的基态解, 也就是基底必须是

完备的. 而与平面波方法和后面我们要提到的有限

元方法不同, 这些用特殊的原子轨道函数充当的基

函数的完备性通常难以确定, 也就是缺乏一个系统

控制精度的方法. 此外, 基函数选取依赖于原子核的

位置. 再者, 其导出的刚度矩阵是稠密的[1]. 这给大

规模并行带来很大的困难, 限制了其在超级计算机

上进行大规模计算. 经过多年发展, 目前已形成很多

基于基集法的著名量化计算软件 , 如 Gaussian[30]、

NWChem[31]和 SIESTA[32]等. 

事实上 , 按照实空间还是倒空间离散来分 , 局 

部基集法应该归入实空间方法. 它与下文介绍的实

空间方法的区别在于: 它用一些特殊的具有物理意

义或反映某一物理性质的函数来作为基函数 , 而  

后面要讲的实空间方法则是纯数学意义上的实空  

间方法, 没有利用任何物理或化学性质, 具有普遍  

意义. 
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3.3  实空间方法 

实空间方法包括有限差分法、有限元 方       

法[33~35]、有限体方法[36]和小波方法[37]. 与倒空间方法

相比, 这些实空间方法有如下的优势: (1) 它不要求

系统具有周期性, 这对于没有周期边界的团簇和部

分周期边界的系统 (如表面等 )而言是有益的 . (2) 

Hamilton 算符在实空间中具有局部性, 这有利于利

用区域分解和并行计算方法, 极小化在超级计算机

上的全局通信时间. 同时, 算子近似局域性有利于线

性标度法[38,39]的实施, 比较容易处理带电系统, 离散

得到的矩阵尽管维数比平面波方法和基集方法导出

的矩阵维数要大很多, 但它是带状稀疏的, 可以利用

多重网格方法或其他有效办法来快速求解这样的矩

阵方程. (3) 实空间方法可采用自适应网格, 在离子

实所在的区域使用稠密网格而在其他地方使用稀疏

网格, 从而使得离子实所在的芯区的计算精度得到

提高并且大大节省了计算量. 这样它不仅能处理赝

势模型也能处理全势模型. 在有限差分中, 网格自适

应技巧包括组合网格[40,41]和自适应坐标[42,43], 而对有

限元和有限体方法而言, 网格的选取就更自由了. 关

于实空间方法的综述可参见文献[5,6,9,25,44]. 由于

实空间方法具有上述优点, 故近年来基于实空间方

法的电子结构计算已有越来越多的研究.  

有限差分方法方面, Chelikowsky 等[45~49]使用高

阶有限差分方法和非局域软赝势方法, 采用均匀网

格研究了 Si 和 Ge 的团簇性质. 由于多重网格方   

法[50~54]的优越性及其在有限差分离散下的易操作性, 

近年来越来越多的研究者用有限差分法并结合多重

网格方法进行较大规模原子系统的电子结构计算 . 

例如, Bernholc 等[55]使用四阶 Mehrstellen 方法及多重

网格方法计算较大规模原子系统, 如 C60 等; Briggs 

等[56,57]利用多重网格加速技巧方法计算了包括 C60 以

及上百个原子等体系, 并处理了一些周期和非周期

的体系; Ancilotto 等[58]用多重网格方法分析了锂团簇

的断裂面; Jin 等[59]用高阶差分法及多重网格方法计

算了一些带电团簇和缺陷; Wang 和 Beck[60]用高阶差

分法及多重网格方法来求解 Kohn-Sham 方程 ; 

Heiskanen 等[61]将 Mandel 和 McCormick[52]提出的

Rayleigh Quotient Multigrid 进行推广, 设计了一类求

解电子结构计算中出现的特征值问题的多重网格求

解方法; Alemany 等[62]则用高阶差分格式并结合赝势

对液态下 64 个 Si 原子进行了分子动力学(molecular 

dynamic)模拟; Ono 和 Hirose[63]则利用双网格技巧对

一些孤立体系及一些碳纳米管进行了计算. 关于有

限差分方法在电子结构计算中应用的更全面的阐述

可参见文献[64,65]. 

在有限元方法方面 , 早在 1985 年 Levin 和

Shertzer[66]就采用非均匀网格计算了 He 原子的

Schrödinger 方程 , 从而求出其基态性质 . 1989 年 , 

White 等[67]在立方体网格上构造正交的基函数来计

算 H、H2
+、He 和 H2 等简单原子和分子系统, 并采用

共轭梯度法和多重网格法求解基态波函数. 1993 年, 

Hackel 等[68]采用高次元和非均匀网格求解 H、H2
+和

H3
2+等原子和分子的总能量 . 同年 , Ackermann 和

Roitzsch[69]采用有限元自适应方法并使用高次元计算

了二维谐振子和线性 H3
2+分子, 得到了非常高的精度. 

接下来, 1994年Ackermann等[70]又将前面的方法推广

到三维情形, 用四面体离散并使用一阶到五阶多项

式基函数来计算H3
2+, 同时还采用共轭梯度法求解离

散得到的特征值问题. 1995年, Tsuchida和Tsukada[71]

用非均匀网格剖分计算了 H2, 并结合赝势计算了 Si. 

1998 年, Tsuchida 和 Tsukada[72]采用 1C 三次六面体元

计算了一些较大规模的体系. 1998 年, Kopylow 等[73]

采用有限元方法并结合多重网格方法求解了一些轻

原子和双原子分子. 1999 年, Pask 等[74]用分片三次六

面体有限元计算了固体的能带结构并对方法的收敛

性进行了分析. 随后, Sterne 等[75]将该方法用到数百

个原子系统的正电子计算中. 2004 年, 郑伟英等[76,77]

用极坐标求解了氦原子和锂原子的 Schrödinger 方程. 

2004 年, Tsuchida[78]结合从头计算分子动力学方法

计算了几百个原子的体系. 2005 年, 沈丽华[8]用并行

自适应有限元方法并结合双网格离散方法计算了十

几个原子的系统, 如 C6H6. 2007 年, 张笛儿[79]在沈丽

华工作[8]的基础上, 进一步计算了数十个原子的系统, 

如 C60. 2007 年, Fattebert 等[80]在局部加密网格上用二

阶有限元方法离散 Kohn-Sham 方程, 并通过总能极

小办法并行计算了由 17 个 Be 原子组成的团簇. 方 

俊 [6]基于六面体有限元离散实现了包含数千个原子

的对称体系的基态能量以及包含数十个原子的体系

的结构驰豫模拟. 对于有限元方法在电子结构计算

中的应用可参看文献[5~10,33,36,79,81~87]及其中的

所引文献. 关于电子结构计算的自适应有限元方法
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的介绍与进展见第 4 节. 

有限差分方法和有限元方法各有千秋. 一般来

讲, 有限差分方法所使用的网格是规则网格, 程序设

计比较容易, 而且比较容易用上一些高效的代数求

解器和特征值求解器. 由于网格很规则, 比较容易实

现多重网格方法. 其缺点是因为其网格太过规则, 不

易处理几何形状不规则的区域. 此外, 由于其网格不

灵活, 不易实现网格自适应. 相比而言, 有限元方法

由于其网格形状比较灵活, 因此比较容易处理不规

则区域, 并且很容易实现网格自适应. 这一点在求解

三维问题与全势计算时显得尤为重要. 虽然程序设

计比有限差分要复杂一些, 但经过几年的发展也比

较容易设计出结构化的程序. 此外, 有限元方法在误

差估计、自适应及并行计算的基础理论和具体实施方

法等方面也都已经相当成熟. 

有限体方法首次在文献[36]中被引入到电子结

构计算, 其特点为经有限体方法离散后得到的代数

特征值问题形式上虽然是一个广义特征值问题, 但

是相应的质量矩阵 B 为一对角矩阵, 其求解复杂度

近似于求解一个标准特征值问题. 有限体方法的缺

点为难以得到高阶格式. 小波基构造复杂, 处理复杂

区域有局限. 关于小波方法在电子结构中的应用可

参考综述[37]. 

用实空间方法离散后得到的矩阵维数往往比倒

空间方法和基集方法大很多. 尽管其矩阵具有稀疏

性, 但如果矩阵维数过大还是会给计算速度和计算

规模带来很大影响, 这在三维计算时表现尤为突出. 

而由于其量体裁衣式布置网格这一特点, 自适应方

法能在很大程度上降低矩阵的维数, 从而大大提高

实际计算能力. 自适应方法的这一特性使得它从一

问世就得到人们的青睐, 在实际计算中得到广泛的

应用并取得了巨大的成功. 

当今高性能计算机发展也使得非数值高效算法

的研究变得越来越重要. Gygi 等[88,89]面向超大并行计

算机优化其第一原理分子动力学程序 Qbox. 他们在

IBM 蓝色基因平台上成功扩展到 65,536 个处理器核, 

因此获得 2006年的Gordon Bell奖. Iwata等[90]深入研

究了有限差分第一原理计算的并行实现技术. 在此

基础上, 在日本的 K 计算机上模拟了包含 107,292 个

原子的硅纳米体系, 获得了 2011 年的 Gordon Bell  

奖[91]. 

4  自适应有限元方法 

Kohn-Sham 特征函数在离子实所处区域快速振

荡, 可采用具有较高收敛阶的格式, 以在合理的离散

规模之下达到想要的精度. Beck[25]分别以 Poisson 边

值问题和氢原子的 Schrödinger 方程为例说明了高阶

格式的必要性. 这种格式已经成为有限差分第一原

理计算的标准模板之一[25]. 在第一原理计算的有限

元方法中, 人们通常使用不低于三阶的有限元基函

数: 1998 年, Tsuchida 和 Tsukada[72]采用 1C 三次六面

体元计算了一些较大规模的体系; 1999 年, Pask 等采

用 0C 三次六面体元计算固体能带结构[74], 并将这种

三次六面体元应用于上百个原子的计算[75]. 

但是, 高阶格式在提高收敛精度的同时也导致

并行可扩展能力变差. 事实上, 高阶格式的矩阵带宽

大, 通信开销可能成为并行扩展的瓶颈. 尤其是, 有

限元方法的矩阵带宽按有限元阶数的立方增长(有限

差分方法的矩阵带宽按格式宽度线性增长)[74]. 诚如

Beck[25]所预见的: “矩阵带宽随格式阶数的增长可能

成为发展高效迭代解法器所需考虑的重要问题”. 针

对这个问题, 周爱辉等[87,92,93]不直接使用高阶有限元, 

而是通过对低阶有限元解进行后处理获取高阶逼近. 

形象地说, 这种方法是整体低阶离散外加局部高阶

校正. 有限元后处理方法可参见[94~98]及其中文献. 

如前面所述, 无论是全势计算还是采用赝势计

算, Kohn-Sham 轨道在离子实内部剧烈振荡, 而在远

离离子实的区域则变化缓慢. Kohn-Sham 方程解的这

一特点使得采用多分辨离散或自适应离散非常自然, 

同时也非常必要.  

在有限差分离散下, 人们也曾通过使用复合网

格[41,99]或者自适应坐标[42~44]来实现多分辨率. Ono 和

Hirose[63,100]提出有限差分的双网格技术 , 改善赝势

非局域项的积分精度, 从而提高计算效率. 而在有限

元离散下, 自适应方法已相当成熟, 各种后验误差指

示子以及相应的理论分析结果都已比较完善. 因此

近 年 来 用 自 适 应 有 限 元 方 法 与 思 想 来 求 解

Kohn-Sham 方程的工作已越来越多 . Tsuchida 和

Tsukada[72,101]使用有限元结合自适应曲边坐标计算了

一些分子的电子结构. 2005 年, 沈丽华[8]在她的博士

论文中就利用四面体有限元并行自适应结合双网格

离散, 在赝势近似下计算了 C6H6的电子结构. 2007 年, 

张笛儿等[79]在沈丽华工作[8]的基础上计算了 C60. 戴
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小英等[5,36,83,92,94,102]进一步利用四面体有限元并行自

适应结合局部离散格式计算了上千个原子的体系 . 

Bylaska 等[103]在完全非结构网格上用自适应线性元

计算. Gavini 等[104,105]用无网格粗粒化技巧构造了一

有限元网格并计算了一些典型材料体系. 2009 年, 高

兴誉[7]基于有限元平台 deal.II[106], 采用自适应六面

体有限元求解 Kohn-Sham 方程. 为缓解标准自适应

六面体有限元伴随的并行效率问题, Kohn 等[107]和

Fattebert 等[80]采用复合六面体网格实现有限元离散

下的多分辨率 , 即所谓结构自适应加密 (structured 

adaptive mesh refinement, SAMR). 杨章[9]则成功地将

其课题组的关于电子结构自适应有限元模拟程序在

天河 1 号超级计算机上扩展到超过 6000 个 CPU 核, 

并计算了上千个原子的体系. Pask 等[108]则将单位分

解有限元方法(partition-of-unity finite-element method, 

PUFEM)引入进 Kohn-Sham 方程的求解. Bao 等[109]

则引入另一种自适应有限元方法来求解 Kohn-Sham

方程, 即不增加网格数目而仅通过优化网格位置得

到自适应网格. 

基于网格加密的有限元自适应方法的基本过程

如下[83,110~113]:  

求解估计标记加密 

(1) 求解. 在给定网格上求出原问题的有限元逼

近解. 

(2) 估计. 对给定网格剖分 k , 根据求解步求解

出来的有限元逼近解, 构造有限元后验误差估计子, 

并对解逼近的好坏做一个评估. 

(3) 标记. 根据计算得到的有限元后验误差估计

子, 根据某种策略挑选出需要加密的单元, 也就是逼

近得不好的单元. 常见的策略包括 Dörfler 加密策  

略[114]和最大加密策略[115,116]等. 

(4) 加密. 给定剖分 k 和标记待加密的集合 kM , 

将 kM 中的单元至少加密一次得到一个新的协调网

格剖分 1k . 

也就是说, 在某一给定网格上求出有限元逼近

解, 由这些有限元解计算后验误差估计子, 根据某种

标记策略及所得后验误差估计子找出需要加密的单

元, 再根据某种加密方法加密这些单元得到新的网

格, 然后在新的网格上再求出有限元逼近解; 重复前

面的过程直到达到某一事先给定的精度. 

将有限元自适应方法的基本思想应用到电子结

构计算, 可设计如下的 Kohn-Sham 方程的自适应有

限元算法: (1) 给定初始网格 0 , 并置 0k  ; (2) 在 

k 上求解 Kohn-Sham 方程; (3) 计算后验误差指示子; 

(4) 由后验误差指示子及某一标记策略构造子集

k kM T ; (5) 加密 k 得到新的协调网格 1k ; (6) 令

k=k+1, 回到第(2)步. 

电子结构计算的自适应有限元方法相关研究与

探索详见文献 [5,7~10,36,79,83,87,92,111,117~119]. 

中国科学院科学与工程计算国家重点实验室因此发

展出电子结构实空间并行自适应计算程序(real space 
parallel adaptive calculation of electronic structure, 
RealSPACES). 最近戴小英等 [102]提出的所谓并行轨

道更新方法则能更充分利用高性能计算机的计算潜

力, 从而使得快速计算更大规模体系成为可能.  

戴小英等[102]提出的电子结构计算的并行轨道更

新方法有三步组成: (1) 合适的原子/分子轨道猜测; 

(2) 并行源问题自适应有限元迭代求解; (3) 小规模

代数特征值问题计算. 该轨道更新方法提供了一多

层自洽迭代与并行计算框架. 数值试验表明, 该并行

轨道更新方法有很好的适应高性能计算机的潜力 , 

是值得推荐的电子结构计算模式. 该算法也已包含

在 RealSPACES 中.  

5  数值分析 

电子结构计算中涉及的这些非线性特征值问题

或其相关的极小化问题的数值分析方面的工作很少.

一直到最近十多年才有了一些有限维逼近收敛性和

收敛率方面的研究结果. 

周爱辉[120]最早进行了非线性特征值问题的数值

分析, 给出了 Bose-Einstein 凝聚态的 Gross-Pitaevskii

方程的有限维(从而有限元、小波、平面波与完备局

部基集等)逼近的收敛性. 而周爱辉[121]研究了包括刻

画无轨道密度泛函理论中的 Thomas-Fermi-von 

Weizsäcker 模型在内的特征值问题的基态解有限维

逼近. 除了收敛性分析外, 该文还得到了先验误差上

界. Cancès 等[122]对凸能量泛函的 Thomas-Fermi-von 

Weizsäcker 模型得到了最优的先验误差估计. 陈华杰

等对非凸能量泛函的无轨道模型得到了特征对的收

敛性[123], 并建立了有限元逼近的后验估计与自适应

有限元逼近的收敛性和最优复杂度理论[111,119]. 相关 
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的结果还有[124,125]. Cancès 等[126]对满足一定凸性

条件的 Kohn-Sham 方程证明了在平面波离散下数值

逼近的收敛性和最优先验误差估计 . Suryanarayana   

等[105]给出了基态能量的有限元逼近的收敛性. 

陈华杰等系统地研究了有限维(从而有限元、小

波、平面波与完备局部基集等)逼近的先验估计及其

收敛阶等[127], 并随后进行了有限元逼近的后验估计

与自适应计算的收敛阶和最优复杂度分析[83]. 例如, 

陈华杰等[83,127]证明了在一些合理条件下: (1) 所有的

有限维逼近解的极限点均是基态解; (2) 某些基态解

能被有限维逼近解很好地逼近; (3) 自适应有限元逼 

近具有最优的收敛率与拟最优的复杂度. 

这些结果为第一原理电子结构计算的合理性(特

别是自适应有限元计算的可靠性与有效性)提供了理

论依据.  

6  后记 

本文是根据 2014 年 11 月 1~2 日在北京举行的

《理论与计算化学发展战略》科学与技术前沿论坛上

周爱辉所做的题为“电子结构计算的有限元方法”的

报告撰写而成. 不少内容也曾在其他若干场合报告

过, 并得益于其课题组的多篇博士论文[5,6,118]. 

致谢 本工作得到国家自然科学基金(11321061, 91330202)、国家重点基础研究发展计划(2011309703)以及国家数学

与交叉中心资助, 特此一并致谢. 此外, 感谢合作者长期的合作, 特别是, 复旦大学的龚新高教授以及周爱

辉过去和现在的学生的共同探讨. 
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Finite element methods for electronic structure calculations 
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Abstract: In this paper, we understand the difficulties and challenges in electronic structure calculations from the 
mathematical point of view, comment the advantages and disadvantages of several relevant computational methods 
and their prospects in supercomputers, and review briefly the finite element method and theory in the first principles 
calculations of electronic structures. 
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