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摘要 本文基于微分形式吴方法,给出了确定和分类微分方程古典和非古典对称的统一的机械化算法

理论.用该理论克服了在传统 Lie算法中存在的缺陷,使确定和分类对称更系统和直接,从而扩大了对

称方法的应用范围. 这也是吴方法在微分领域中一个新的应用.
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1 引言

由挪威数学家 Sophus Lie (1842–1899) 提出的 (偏) 微分方程 (PDEs) 古典对称方法广泛应用于

数学、物理、工程等诸多领域 [1−3]. 所谓对称是指作用于自变量和因变量空间上使所考虑 PDEs 不

变的单参数连续变换群. 为推广该对称方法, 人们提出了各种广义对称的概念, 如非古典对称、势对

称、Lie-Backlund 对称、条件对称等 [1−7], 这些概念成为研究 PDEs 问题的重要理论和计算工具.

应用对称方法的前提是确定 PDEs拥有的各类对称. 确定对称的主要方法是由 Lie本人提出和建

立的无穷小变换方法,称为 Lie算法. Lie算法把确定对称的问题转化为确定对应无穷小向量 (InfV)的

问题.而该 InfV是由满足所谓确定方程组 (DTEs)的无穷小生成函数确定. 所以 Lie算法的实现过程是

先产生 DTEs,然后精确求解该 DTEs. 完成这个过程将涉及到大量、复杂的机械化计算.如果用手工计

算,即使对一些较简单方程也容易出错.所以常常借助计算机代数系统 (CAS),如 Mathematica、Maple

等来完成计算. 为此目的, Reid[8], Schwarz[9], Wolf 和 Brand[10], Mansfield[11], Lisle[12], 和许多其他研

究者 (见文献 [13,14]及其参考文献) 部分实现了产生和简化 DTEs 的算法和 CAS程序包 [14]. 这些算

法和程序在产生 DTEs 时受所考虑方程必须具有所谓 “可解和三角化” 结构的限制 (该限制的具体叙

述见文献 [13] 中第 372–375 页). 人们为了克服求解 DTEs 的困难, 用到了 Cartan 外微分 [15]、Janet-

Riquier 理论 [9], Grobner 基 [11] 等各种理论和算法, 采取了把 DTEs 先转化为较简单形式, 如对合

(involutive) 形式、被动 (passive) 形式 [16], 然后求解约化系统的策略. 尽管已付出许多努力, 但计算

PDEs 对称中仍有诸多问题有待探索, 寻求有效确定对称的方法是人们致力于研究的课题之一 [17].
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对称方法中另一个具有挑战性的问题是 PDEs对称分类问题.对一个含参数 θ的 PDEs: ∆(θ) = 0,

确定所有参数 θ 和其对应的最大对称 Gθ 的问题称为该含参数 PDEs的对称分类问题 (更详细的描述

见文献 [4]). 如果分类是穷尽的,则称之为完全对称分类问题.对称分类问题不仅有其理论意义,而且也

有很强的实际意义. 许多描述数学物理问题的 PDEs 都含有实验和经验不易确定的参数, 而实际问题

要求在一定条件 (如对称存在) 下确定这些参数和方程的解. 一般这些参数都以表格和图形形式出现.

在描述问题的连续方程中它们扮演着任意参数的角色. 如, 波动方程 utt = (F (u)ux)x 和 Burgers-KdV

方程 ut + αuux + βuxx + γuxxx = 0 含有参数 θ = F (u) 和 θ = {α, β, γ}. 这些方程的对称 Gθ 随参数 θ

取不同值而不同 [18]. 这些 PDEs 对什么样的参数 θ 拥有什么样的对称这一问题在理论研究和实际问

题的建模中经常遇到. 所以对称分类能使我们合理选择参数 θ 的形式和值, 进而获得物理问题的最佳

数学模型. 一般来讲, 一些简单的情形之外, 确定对称分类是非常困难的, 除了对称计算中存在的困难

之外, 还有因参数而引起的更多的困难. 由于这些原因, 发现有效方法进一步简化计算是非常有必要

的. 在文献 [19,20] 中, Torrisi 和 Ibragimov 等用等价群 (equivalence group) 方法研究了一些含参数热

传导和波动方程的对称分类. 在文献 [8] 中, Reid 实现了一个 Maple 程序包, 用以确定 PDEs 古典对

称的结构和维数. 最近,文献 [21,22]研究了非线性 Schrödinger方程的对称分类,并发展了所谓协调方

法 (compatibility method). 在文献 [23,24] 中, Popovych, Ivanova 和 Huang 等进一步考虑了所谓附加

等价变换, 推广了协调方法, 并用该方法给出了一类非线性发展方程的完全对称分类. 在文献 [25–28]

中, 我们给出了一类非线性电报方程局部和非局部对称及守恒律的完全分类. 另外, 对于新发展起来

的许多广义对称, 确定和分类 PDEs 对称是对称方法进一步发展的前沿课题 [13,17].

综上,虽然对称方法已经取得了很大的发展,但仍存在许多有待进一步研究的问题.为提高对称方

法的应用效率, 使方法适用于更广泛类 PDEs 的研究, 非常有必要研究有效确定更一般形式 PDEs 的

各类对称的算法.

由我国数学家吴文俊上世纪 70 年代建立的吴方法是代数几何领域的基础性算法理论 [29−31]. 吴

方法的纯代数形式的算法理论在广泛的学科领域, 如机器证明、优化问题、曲面拼接问题、连杆机设

计等领域中得到了广泛的应用 [29,30]. 吴方法的微分情形是上世纪 80 年代建立起来的 [31]. 与 Ritt 方

法 [32]、Gröbner 基方法 [11,33] 等其它方法比较, 吴方法对处理微分多项式系统有其自己的优点. 该方

法以直接分析微分多项式零点集和微分约化为主要目标. 未涉及到代数理想的概念, 在零点集的分析

中主要用到微分特征列集 (dchar-set)的概念, 并发展了良序原理、零点分解定理和代数簇分解定理等

基础性结论, 同时给出了基础算法: 特征列集机械化算法.

本文借助微分形式吴方法从不同的角度去探索 PDEs对称的确定和分类问题,是吴方法在微分领

域中的一个新的应用. 吴方法中给出的基本结果和算法是本文研究方法的基础. 研究发现, 微分形式

吴方法是有效克服 Lie 算法缺陷的方法之一. 该方法, 能够有效突破现有算法中的 “方程必具备 ‘可解

和三角化’结构”的限制,从而为对称计算和分类提供统一的机械化算法理论,并使对称方法适用于更

广泛类 PDEs. 这将导致对称方法在物理和工程问题中得到进一步的广泛应用.

本文以 PDEs 古典和非古典对称为主线展开讨论, 其思想和算法可以应用到 PDEs 其它类对称,

如势对称、Lie-Backlund 对称等.

本文接下来的内容安排如下. 第 2 节简单回顾本文中用到的关于 Lie 算法和吴方法的基本结果,

给出了各种对称的统一准则, 同时罗列了本文主要研究的 Lie 算法中存在的一些问题. 第 3 节给出主

要研究结果, 即, 给出了基于微分形式吴方法的确定和完全分类 PDEs 对称的新算法理论和算法. 同

时, 给出了几个应用例子, 其中包括单参数线性波动方程的完全势对称分类, 说明了所给出方法的有

效性. 第 4 节给出结束语和一些讨论.
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2 基本结果和问题

为了整体上的理解,我们首先简单回顾传统 Lie算法,并提出该算法中存在的一些问题,再给出本

文中用到的关于吴方法的基本结果.

2.1 记号

设 x = (x1, x2, . . . , xp) 是自变量, U = (u1, u2, . . . , uq) 是 x 的向量函数. 记 U 关于 x 的导数

集合为 Uα = {uα
i = ∂|α|ui

∂x
α1
1 ...∂x

αp
p

, i = 1, 2, . . . , q}, 其中 α = {α1, . . . , αp} ∈ Zp
+ (Z+ 是非负整数集) 且

|α| = α1 + α2 + · · · + αp > 1. 记 ∂U = {Uα, α ∈ Zp
+} 和 X = x ∪ U . 记号 AX 代表以 X 的函数为元

素, 具有微分算子 ∂xi , i = 1, 2, . . . , p 的微分域. AX [∂U ] 是关于 ∂U 的 AX 上的微分多项式环. 与通常

一样, 我们用 Zero(DPS) 记一个微分多项式系统 DPS ⊂ AX [∂U ] 在 AX 的一个扩域上的零点集. 对

一个微分多项式 I ∈ AX [∂U ], 用 Zero(DPS/I) 记 DPS 的使 I 6= 0 的零点集.

考虑如下一般形式的 PDEs

∆(X, ∂U) = 0, (1)

其中 PDEs (1) 的左边是一个微分多项式系统, 即 ∆ = {Hi(X, ∂U), i = 1, 2, . . . , m} ⊂ AX [∂U ], 称为

PDEs (1) 的对应微分多项式系统. 该 PDEs 的解集为 Zero(∆).

2.2 对称准则的统一

虽然 PDEs 各类对称的内涵有所不同, 但它们的判别准则可以形式上统一化. 下面通过回顾计算

PDEs 古典和非古典对称的 Lie 算法的过程, 给出这个统一表示方法.

2.2.1 古典对称

Lie 群理论 [1,2] 给出, 确定 PDEs 古典对称等价于确定其如下形式的对应 InfV,

X =
p∑

i=1

ξi(X)
∂

∂xi
+

q∑

j=1

ηj(X)
∂

∂uj
, (2)

其中 ξi 和 ηj 称为该对称的无穷小生成函数, 它们依赖于 X. 我们用 PrX 表示该 InfV 在变量空间

X ∪ ∂U 上的延拓. 则 PDEs (1) 在该对称下的不变性由下面的对称准则来判断 [1,2].

定理 1 (Lie 准则) 微分算子 (2) 是满秩 PDEs (1) 的对称的 InfV 的充分必要条件是

PrX (R)|Zero(R) ≡ 0 (3)

成立. 即在解集 Zero(R) 上恒有 PrX (R) ≡ 0, 其中 R = ∆.

恒等式 (3)称为 PDEs (1)的对称的无穷小方程,是从 PrX (R)中消除解集 Zero(R)获得的. 令恒

等式 (3)中独立单项式系数为零,则得到 X 的 DTEs,它是一个超定线性齐次的关于 ξi 和 ηj 的 PDEs.

精确求解该 DTEs, 可以确定 (2). 以上即为 Lie 算法基本过程的概括.

注 若把 (2) 和 (3) 中的 ξi, ηj 对 X 的依赖性改为对 X ∪ ∂U 或 U 的积分的依赖, 则得到接触

对称、Lie-Backlund 对称、非局部对称等 [1,2] 的判别准则. 所以这些广义对称的判别统一为式 (3). 但

为了叙述方便, 同时不失一般性, 本文中我们考虑 ξi 和 ηj 仅依赖于 X 的情形, 更广泛类情形的叙述

完全类似.
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2.2.2 非古典对称

Bluman 和 Cole[6] 为对称约化 PDEs 而提出的非古典对称实际上是扩充方程 ∆ = 0,S = 0 的古

典对称, 其中附加于原 PDEs 的是不变曲面条件

S =
{

sj =
p∑

i=1

ξiu
ei
j − ηj , j = 1, 2, . . . , q

}
. (4)

所以这个非古典对称下 PDEs (1) 的不变性, 同样可以用公式 (3) 表示, 只是其中的 R 用 R = ∆ ∪ S
替换即可. 与古典对称相比, 非古典情形所得到的 DTEs 是强非线性的. 此非线性将使确定 PDEs 非

古典对称变得更难.

2.2.3 对称分类

对一个含参数 PDEs, 对每一种对称我们可以提出该方程拥有此对称的对称分类问题. 显然在对

称分类问题中, 根据方程拥有何种对称的要求去产生 DTEs, 并仍用公式 (3), 只是其中的 R 相应的变
化. 因为所考虑方程依赖参数,所以得到的 DTEs也含有参数. 而含参数 PDEs的求解与无参数 PDEs

的求解有很大的不同.成功获得对称分类的关键是确定对应含参数 DTEs的协调 (可积)条件,即分类

方程.

综上, 无论对称计算还是分类、古典对称还是广义对称, 其 DTEs 的产生都统一于公式 (3).

2.3 问题的描述

确定 PDEs (1) 的对称的 Lie 算法细节主要由以下四个步骤组成: 第一步, 计算延拓 PrX (R); 第

二步,计算无穷小方程 (3),它对应的是关于 ∂U 的微分多项式组;第三步,取上步得到的微分多项式组

(3) 的系数, 并令其为零, 得到 DTEs; 第四步, 精确求解上步中得到的 DTEs, 从而确定 PDEs (1) 的对

称的InfV X .

在这四个步骤中第一步的计算由 PrX 的延拓公式构造性的完成 [1]. 当第二步完成之后, 第三步

的任务是常规的, 可以机械地完成. 然而在第二步和第四步的完成过程中存在一些理论和算法问题,

至今未得到理论上很好的回答.

问题 1 在第二步中, 如何从 PrX (R) 排除 ‘解集’ Zero(R).

文献 [33] 在研究 Burgers 方程非古典对称时提出, 如果对一些方程的对称计算中直接使用 Lie 算

法, 产生 DTEs 的计算中可能出现无穷循环的情形. 对此特殊方程作者 [33] 提出了用 Gröbner 基方法

消除这种可能性的思路. 然而,到目前为止对各类对称和更一般形式的 PDEs,这样的关键问题还没有

给出普遍理论和算法意义上的回答, 甚至古典对称也还没有明确的答案 [17].

例 1 考虑弹性力学中的应力方程组 R = {H1,H2,H3} = 0, 其中

H1 = ux + wy = 0, H2 = vy + wx = 0, H3 = uxx + uyy + vxx + vyy = 0. (5)

在应用 Lie算法求该方程组的对称时,必须从 (5)中先选择一组 U = (u, v, w)关于 x = (x, y)的导数项

(称为替换变量), 从 PrX (R) 中消去这些选定的导数项和其高阶导数的方法排除 (5) 的解集 Zero(R),

从而得到无穷小方程 (3). 那么, 如果我们选择 {ux, vy, uxx} 或 {vy, wy, uyy} 或其它呢? 所有的选择都

适合我们计算对称的目的吗？对力学和物理中出现的大型方程组这种问题更明显. 对此, 我们还没有

一般理论去引导.
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例 2 对方程 uα
xx + uuβ

xx + ux = 0, αβ 6= 0, α, β ∈ R (在物理学中这样的 ‘分数次’PDEs 经常出

现), 我们无法得到显式的替换变量, 即该方程不满足实现 Lie 算法的条件. 从而不能直接应用 Lie 算

法得到无穷小方程 (3) 和对应的 DTEs, 导致对称计算失败.

以上就是人们为什么应用 Lie 算法时要考虑 PDEs 具有 ‘可解’ (容易确定替换变量) 和 ‘三角化’

(可避免无穷循环)结构的主要原因.本文将证明对更一般形式的 PDEs: R = 0,用吴方法通过 PrX (R)

对微分多项式系统 R 的微分代数约化, 获得该 PDEs 对称的 DTEs 总是可能的 (无需具有 ‘可解和三

角化’ 结构. 见例 6 和 7).

问题 2 协调性成立吗?

超定方程组 DTEs 的协调性 (可积条件) (尤其含参数 PDEs) 的确定是该方程组可解的必要条件.

如何发现这些可解条件？我们知道对一个微分多项式系统, 用微分特征列集算法可推知或者该多项式

系统 (在一定非退化条件下) 是协调的 (解存在) 或者原系统不协调 (解不存在). 所以我们应用微分特

征列集算法（吴方法）于对称确定和分类中的协调性问题的判断.

问题 3 如何求解 DTEs?

一般来讲, 直接精确求解 DTEs 是非常困难的. 尽管许多研究者付出了很多努力, 但对此仍然没

有一般的算法可用 [13,17]. 所以为精确确定对称, 普遍采用的策略是先把 DTEs 转化为较简单形式, 然

后求解. 本文中, 我们提出一种方法把 DTEs 转化为一系列微分特征列集的形式, 达到利用微分特征

列集的三角化结构求解原方程的目的. 即, 用吴方法把 DTEs 的解集转化为一系列特征列集的零点集

的并, 然后求解对应良序化方程组的解. 这将对求解 DTEs 提供很多方便.

问题 4 能否系统而构造化地给出含参数 PDEs 的对称分类?

根据 Lie 群理论, 对称分类问题等价于求解含参数 DTEs. 对此, 我们首先确定该超定组的可解

(可积) 条件. 即, 我们确定只依赖于参数的所谓分类方程 (classifying equations). 我们将证明分类方程

来自于 DTEs对应微分多项式组的微分特征列集的退化条件.所以我们基于吴方法中零点分解定理能

够给出对含参数 PDEs 进行完全对称分类的机械化算法.

以上提到的都是应用 Lie 算法尚未得到很好回答的问题, 是对称方法得到广泛应用的障碍. 这些

问题的澄清在 PDEs 对称理论和应用中非常重要.

2.4 微分形式吴方法的基本结果

以下吴方法的基本结论成为本文的理论和算法基础.

定理 2[31] 对给定的微分多项式系统 DPS,存在算法在有限步内能够确定其一个特征列集 DCS,

并以下良序原理

Zero(DCS/IS) ⊂ Zero(DPS) ⊂ Zero(DCS), Zero(DPS) = Zero(DCS/IS) ∪ Zero(DPS, IS) (6)

成立, 其中 IS 是这些特征列集的初式和隔离子的乘积.

定理中的计算微分特征列集的算法称为微分特征列集算法 (也称为微分形式吴消元算法). 该算

法由下面的框架给出.

算法 A 计算一个微分多项式系统 DPS 的特征列集吴方法.
DPS = DPS0 ⊂ DPS1 ⊂ · · · ⊂ DPSs

↓ ↓ ↓ ↓
DBS0 Â DBS1 Â · · · Â DBSs = DCS

↓ ↓ ↓ ↓
RIS0 ↑ RIS1 ↑ · · · ↑ RISs = ∅,
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其中 



DBSi是DPSi的一个基列, 且DBSi−1 Â DBSi,

Ri = Prem((DPSi\DBSi)/DBSi)\{0},
ITi = Prem(I/DBSi)\{0}, I是DBSi的任意可积条件,

RISi = ITi ∪Ri,

DBS−1 = RIS−1 = ∅,
DPSi = DPS0 ∪DBSi−1 ∪RISi−1, i = 0, 1, 2, . . . , s.

这里 s 代表计算循环步骤数, 向下的箭头表示本轮循环中继续计算, 向上的箭头表示计算进入下一个

循环.

对上面定理中给出的良序原理 (6) 的非特征列集部分重复使用特征列集算法，我们得到

定理 3[31] 对给定的微分多项式系统 DPS 存在算法在有限步内使以下零点分解

Zero(DPS) =
⋃

k

Zero(DCSk/ISk), Zero(DPS) =
⋃

j

Zero(IDCSj/IISj) (7)

成立, 其中 DCSk 和 IDCSj 是 DPS 的特征列集, 且 IDCSj 是不可约化的, ISk 和 IISj 是这些特征

列集的初式和隔离子的乘积.

在上面的算法中微分多项式序扮演着重要的角色.此类序的一个自然的选择是微分总导数为优先

的导数项的微分分级词典序 (diff-graded lex rank)[31, 34−36]. 在本文算例中都采用了该序.

下面我们给出一些算例来说明定理 2 和 3 及算法 A 在求解超定系统中的有效性, 并展示特征列

集的三角化良序结构, 以便更好地理解吴方法.

例 3 考虑微分多项式系统

DPS =

{
ξv − τu, ηu − φv + ξx − τt, ηv + u(ηt − φx) + τx, u2ξu − τv, u2φu − uτu − ηv,

uξv + u2ξt − τx, u(ηu − φv − ξx + τt) + 2(τv − η), u(φv − τt)− (τv + ηx − η) + u2φt

}
.

设 x = (x, t, u), U = (ξ, φ, η, τ), 且 AX 是整函数微分域, 则 DPS ⊂ AX [∂U ]. 在基本序 x ≺ t ≺
u ≺ ξ ≺ φ ≺ η ≺ τ 下, 应用算法 A, 我们得到 DPS 的如下特征列集:

DCS =





ξtv, ξtt, ξxt,

ξt + uξtu,

ξv + uξuv + uξt − ξxv,

ξvv + ξx − ξxx,

ξx + u2ξuu + 2uξu − ξxx,

ξx + uξxu − ξxx,

φv, φt, φu + 2ξt,

φx + 2uξt,

ηx + uξx, ηt + uξt,

uηu − φ + u2ξu,

ηv + uξv + 2u2ξt,

τx − uξv − u2ξt,

τt + uξu − ξx − u−1η,

τu − ξv, τv − u2ξu,





和初式 IS = u. 由该特征列集的四个组成部分可以看出微分特征列集 DCS 的良序性 (三角化) 结构.

第一部分由最前面的 8 个仅含有 ξ 的微分多项式组成; 第二部分由接下来的 4 个仅含有 ξ 和 φ 的微

分多项式组成; 第三部分由再接下来的 4 个含有 ξ, φ和 η 的多项式组成; 第四部分由最后的 4个方程

组成, 它们含有 ξ, φ, η 和 τ . 由于 IS 6≡ 0, 根据定理 2 的良序原理, 显然有 Zero(DPS) = Zero(DCS).
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这说明求解 DPS = 0 和 DCS = 0 的等价性. 由该等价性和特征列集 DCS 的良序结构, 通过求解

Zero(DCS)容易确定 Zero(DPS). 函数 ξ 由 DCS 的第一部分确定; 函数 φ, η 和 τ 由其接下来的部分

和由上部分得到的结果依次确定.

吴方法中微分形式机械化定理证明原理由下面的定理给出 [31, 35].

定理 4[31] (机械化定理证明原理) 设HYP和CONC是微分多项式集, 分别是定理的假设条件和

结论. 如果 DCS 是 HY P 的微分特征列集, 并且 Prem(CONC/DCS) = 0, 则该定理在非退化条件

IS 6= 0 下成立, 其中 IS 是 DCS 的初式和隔离子的乘积.

我们将用到下面的一个引理.

引理 1 设 Q ⊂ AX [∂U ] 是一个不可约化的微分升列, F ∈ AX [∂U ] 是一个微分多项式, 且对 Q

已经约化, 则 F |Zero(Q) = 0 ⇒ F ≡ 0.

证明 设 SAT (Q) = {P |P ∈ AX [∂U ], Prem(P/Q) = 0}. 这是一个素理想, 且容易看出有

Zero(SAT (Q)) ⊂ Zero(Q), 所以 F |Zero(SAT (Q)) = 0. 从而由 Hilbert零点定理 [31,32] 可知 F ∈ SAT (Q).

又因为 F 关于 Q 已经约化, 我们有 F = Prem(F/Q) = 0.

3 确定偏微分方程 (组) 对称的微分特征列集算法理论

3.1 新对称准则

本节把传统的对称 Lie 准则 (3) 改造为微分代数语言形式. 这些新的准则将是本文提出的算法理

论的基础.

3.1.1 一个通用准则

下面的定理是本文的主要内容之一.

定理 5 令 (3) 中的 R 作为微分多项式系统是不可约化的微分升列, X 以 (2) 的形式给定, 则

(a) PrX (R)|Zero(R) = 0 =⇒ (b) Prem(PrX (R)/R) = 0. (8)

此外, 如果 R 的初式和隔离子的乘积 IS 6= 0, 则结果 (a) 与 (b) 相互等价.

证明 根据吴方法中约化公式, 有

IS · PrX (R) =
∑

dqs∈R
Qα ·Dαdqs + Prem(PrX (R)/R). (9)

从而, 当 (a) 成立时有 Prem(PrX (R)/R)
∣∣
Zero(R)

= 0. 因为, Prem(PrX (R)/R) 关于不可约化微分升列

R 已约化. 因此由引理 1, 得到 (b). 当 IS 6= 0 时, 从 (9), 易看到 (b)=⇒(a).

我们对定理 5 给出以下注解.

注 a 结果 (a) 是 PDEs: R = 0 的对称的 Lie 准则; 结果 (b) 是这个准则的微分代数形式, 是 X
为该 PDEs 对称的InfV 的必要条件; 当 IS 6= 0 (在多数应用问题中, 这个条件是平凡的) 时, Lie 算法

中的无穷小方程 (3) 已被 (8) 的约化恒等式 (b) 所代替, 而后者是完全构造化的. 令该恒等式中独立

单项式的系数为零, 我们就得到该 PDEs 对称的 DTEs. 在这个方法中, 引用了吴方法里的伪约化公

式, 所以不必象 Lie 算法中要求的那样要求 PDEs 具有可解形式. 同时我们知道, 对具有可解结构的

PDEs: R = 0 用 Lie 方法确定对称时, 应该在给定变量序下取 R 的首项为替换变量 (问题 1).

例 4 对方程组 (5), 我们考虑替换变量的选择问题.
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在基本序 x ≺ y ≺ u ≺ v ≺ w 下, 方程 (5) 已经是不可约化微分升列形式. 因此, 为了从 (3) 中

的 PrX (R) 排除零点集 Zero(R), 我们应该选首项 {wy, wx, vyy} 作为替换变量. 当然这个替换变量的

选取不是唯一的, 依赖于代数序的选择. 如果我们改变基本序为 y ≺ x ≺ v ≺ u ≺ w, 则替换变量为

{wy, wx, uyy}; 当基本序为 y ≺ x ≺ w ≺ v ≺ u 时, 方程 (5) 不再是微分升列形式. 因此, 通过算法 A,

我们把它改造为与原方程等价的如下不可约化微分升列形式:

H ′
1 = ux + wy = 0, H ′

2 = vy + wx = 0, H ′
3 = uyy + vxx − 2wxy = 0.

由对称定义, 我们知道这两个等价的 PDEs H1 = H2 = H3 = 0 与 H ′
1 = H ′

2 = H ′
3 = 0 拥有相同的对

称. 因此, 替换变换量是 R′ = {H ′
1,H

′
2,H

′
3} 的首项 {ux, vy, uyy}.

注 b 实际上, 在上面的定理中我们把 Lie算法中的 ‘替换变量’和 ‘代入操作’用吴方法中的 ‘首

项’ 和 ‘约化’ 代替, 从而有效克服 Lie 算法中要求的 ‘可解’ 和 ‘代入’ 引起的缺陷.

例 5 我们研究 PDEs

H1 = u2
x + uxuy + u2

y − u = 0 (10)

的对称计算问题. 易观察到, 因为替换变量 ux 或 uy 不能表示成多项式形式, 所以该方程不满足 Lie

算法中要求的条件. 但是, 对我们的算法而言这不是问题 (见例 6).

注 c 注意到, 在微分代数形式对称准则 (b) 中, 不可约化微分升列概念起着重要的角色. 因此,

对非微分升列形式的 PDEs: R = 0, 利用定理 2 和 3 及其算法 A, 我们首先把该 PDEs 改造为不可约

化的微分升列形式,即作如下分解 Zero(R) = Zero(R′i/ISi),其中 R′i 是 R的不可约化的微分升列. 然

后在 R′i 上用定理 5, 确定其对称, 进而逐次确定 R = 0 的所有对称.

3.1.2 定理证明原理形式的对称准则

利用机械化定理证明原理 (定理 4), 我们也可以给出产生 PDEs 对称的 DTEs 和判定一个给定的

算子 (2) 是不是 PDEs 对称的InfV的算法.

对 PDEs R = 0 与由 (2) 给定的算子 (向量) X , 令 HY P = R 和 CONC = PrX (R) 分别作为定

理 4 中假设条件和结论多项式集. 我们有

定理 6 设 DCS 为微分多项式系统 HY P 的微分特征列集, 如果 Prem(CONC/DCS) = 0, 则

DCS 的初式和隔离子的乘积 IS 6= 0 时, X 是 PDEs R = 0 的古典对称的 InfV.

证明 由 Prem(CONC/DCS) = 0 及吴方法的约化法, 存在微分多项式 Qα, 使 IS · CONC

=
∑

dpα∈DCS QαDαdpα 成立. 由此推知, Zero(HY P/IS) = Zero(DCS/IS) ⊂ Zero(CONC). 这表明当

IS 6= 0 时, PrX (R)|Zero(R) = 0. 证毕.

该定理提供了利用现有机械化定理证明理论与算法确定和判定 PDEs 各种对称的机械化算法.

3.1.3 非古典对称准则

上小节给出的两个对称准则是具有普适性的. 对非古典对称, 我们通过适当的选择约化优先权,

进一步简化确定 PDEs 非古典对称的计算.

对具有 InfV (2) 的 PDEs (1) 的非古典对称, 不失一般性 [1, 2], 设 ξip = 1. 在基本序 x1 ≺ x2 ≺
· · · ≺ xp ≺ u1 ≺ · · · ≺ uq 下 Uep = {uep

k , k = 1, 2, . . . , q} 为不变曲面条件 S (见 (4)) 的首项. 这里用到

记号 ei = {0, 0, . . . , 0, 1 (第i个坐标), 0, . . . , 0}.
因为 S 关于其首项是线性的, 因此 S 是不可约化的微分升列. 从而, 我们有下面的定理.
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定理 7 令 R = ∆∪S, R′ = Prem(∆/S). 如果 R′ 是不可约化的微分升列, 且对上述选定的微分

多项式序 ≺ 下有 S ≺ R′ , 则

(a) PrX (∆)|Zero(R) = 0 =⇒ (b) Prem(PrX (R′)/R′) = 0. (11)

另外, 如果 R′ 的初式和隔离子的乘积 IS 6= 0, 则 (a) 与 (b) 相互等价.

证明 由于 R′ 关于 S 是已经约化的, 所以在 R′ 中不含 S 的首项及其导数项, 即在 R′ 中不存
在像 uβ

k 这样的项, 其中 β 的第 p 分量不为零. 因此, 由公式 [1, 2] PrX (<′) =
∑

i ξi
∂<′
∂xi

+
∑

k,β φβ
k

∂<′
∂uβ

k

,

φβ
k = Dβ(ηk − u

ep

k − ∑
i 6=p ξiu

ei

k ) + u
β+ep

k +
∑

i 6=p ξiu
β+ei

k (Dα 表示对自变量 X 的全导数), 获知在

PrX (R′) 中 U 对 xp 的导数项都不出现. 由此, S 的首项与其导数也不在 PrX (R′) 中出现, 即延拓式

PrX (R′) 已经对 S 约化. 注意到 S 的初式为 1, 所以由吴方法中的约化公式, 存在微分多项式 Qα,j ,

使得

∆ =
∑

α,j

Qα,jD
αsj +R′. (12)

此式蕴涵着

Zero(R) = Zero(R′ ∪ S). (13)

令 XC 是 X 的特征形式 [1, 2]. 在 (12)的两边用 PrX = PrXC+
∑p

i=1 ξiD
ei 作用,并利用 PrXC ·Dγ =

Dγ · PrXC 和 S 在 X 下的不变性, 存在微分多项式 Gγ,j 使约化

PrX (∆) =
∑

γ,j

Gγ,jD
γsj + PrX (R′) (14)

成立. 如果 PrX (∆)
∣∣
Zero(R)

= 0, 则从公式 (14) 得到 PrX (R′)
∣∣
Zero(R)

= 0. 由 (13) 知, 该等式等价于

PrX (R′)∣∣
Zero(R′∪S)

= 0. (15)

显然在定理给定的条件下, S ∪R′ 是一个不可约化微分升列. 根据吴方法的约化过程 (算法 A)及

S ≺ R′, PrX (R′) 关于 S ∪R′ 的约化是通过下面的余式

Prem(Prem(PrX (R′)/R′)/S) (16)

计算得到. 在式 (16) 的表达式中, 导数运算 ∂xp
不参与. 因为 PrX (R′) 与 R′ 不依赖于项 u

ep

j (j =

1, 2, . . . , q) 及其导数. 这就说明 S 的首项在 Prem(PrX (R′)/R′) 中也不出现. 因此, (16) 中外面的

约化没起任何作用. 从而, 表达式 (15) 表明 Prem(PrX (R′)/R′)|Zero(R′∪S) = 0. 因此由引理 1 可推

知 (a) =⇒ (b) 成立. 反之, 如果 Prem(PrX (R′)/R′) = 0, 则由吴方法的约化公式得，当 IS 6= 0 时

PrX (R′)|R′=0 = 0. 由此, 等式 (13) 与 (14) 表示 PrX (∆)|Zero(R) = 0. 这是定理的第二个结论. 证毕.

注 a 定理 7 表示方程 ∆ = 0 的非古典对称是方程 R′ = 0 的古典对称. 而且非古典对称的

DTEs 的计算问题转化为吴方法框架内微分多项式代数约化问题, 从而简化了计算过程.

注 b 在大多数应用中, 条件 S ≺ R′ 是平凡的, 因为二阶或高阶 PDEs 总满足这个条件.

注 c 对非微分升列形式的 PDEs: R′ = 0, 首先通过算法 A, 把 R′ 转化为微分升列形式, 然后

在这个改造的方程上利用该定理.
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3.2 算法

利用定理 2 至 7, 我们将得到基于吴方法的确定 PDEs 对称的机械化算法. 该算法由算法 A 与下

面的算法 B 和 C 组成.

3.2.1 产生 DTEs 的算法

算法 B 确定 PDEs R = 0 的古典对称的 DTEs.

输入 微分多项式系统 R 和微分单项式序.

输出 R = 0 的对称的一些列 DTEs: DTEsi.

开始

步骤 1 计算 R 的不可约化微分升列 (微分特征列集) IDCSj , 且得到 ISj 使得 Zero(R) =⋃
j Zero(IDCSj/ISj)(算法 A);

步骤 2 对 j 循环: 对 IDCSj 应用定理 5, 并令

DTEsj = {微分多项式Prem(PrX (IDCSj)/IDCSj)关于∂U的各项系数};
返回 DTEsj ;

结束对 j 的循环.

结束

算法 B′ 确定 PDEs: R = 0 的非古典对称的 DTEs.

输入 微分多项式系统 R 和微分单项式序.

输出 R = 0 的非古典对称的 DTEs 系列: DTEsi.

开始

步骤 1 约化 R′ = Prem(R/S)(算法 A);

步骤 2 转化 R′ 为不可约形式微分升列 R′′ (算法 A);

步骤 3 返回 R′′ 的 DTEs: DTEsi (算法 B).

结束

3.2.2 DTEs 的约化

下面, 我们根据定理 2 和 3 中零点分解结论 (6) 与 (7), 给出把 DTEs 改造为良序组的算法.

令 U = {ξj , φk|1 6 j 6 p, 1 6 k 6 q}, 则一个 PDEs 对称的 DTEs 对应的微分多项式系统

DPS ⊂ AX [∂U ].

算法 C 约化 DTEs DPS = 0.

输入 DPS 与给定的微分单项式序.

输出 DPS 的一系列的微分特征列集 DCSi 或不可约化的微分特征列集 IDCSj .

开始

步骤 1 计算分解式 (算法 A) Zero(DPS) =
⋃

i Zero(DCSi/ISi) =
⋃

j Zero(IDCSj/IISj);

步骤 2 返回 DCSi 或 IDCSj .

结束

接下来精确求解方程组 DCSi = 0 或 IDCSj = 0 (良序方程), 我们就得到 Zero(DPS), 进而确定

InfV (问题 3).

例 6 我们来确定例 5 中 PDEs 的古典对称的 InfV X = ξ(x, y, u)∂x + τ(x, y, u)∂y + η(x, y, u)∂u.
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在基本序 x ≺ y ≺ u 下, H1 的首项为 uy. 由算法 B, 我们得到 (8) (定理 5) 中的约化式 (b):

Prem(PrX (H1)/H1) = 2h1u
3
x + 2h1u

2
xuy + h2uxuy + h3u

2
x + h4uy + h5ux + h6, (17)

其中

h1 = τu, h2 = τy − τx − 2ξy − ξx, h3 = 2τy + τx − ξy − 2ξx,

h4 = 2ηy + ηx − 2uτu, h5 = ηu + 2ηx − 2uξu − 2uτu, h6 = 2uηu − η − 2uτy − uτx.

因此, 尽管延拓式 (17) 中包含着首项 uy (在 Lie 算法中这是不允许的), 但由定理 5 知方程 (10) 的古

典对称的 DTEs是 (17)中独立单项式的系数,即 DPS = {hi, i = 1, 2, . . . , 6} = 0. 显然,这里的计算是

较简单的. 而且, 由算法 C, 在序 x ≺ y ≺ u ≺ ξ ≺ τ ≺ η 下, 得到对应的微分多项式系统 DPS 的微分

特征列集

DCS =





ξxu, ξyu, ξxy, 2ξu + 4uξuu − 3ξxx, ξxx + ξyy, ξxxx;

τu, τy − ξx − ξy, τx + ξy; 3ηx − 4uξu, 3ηy + 2uξu, η − 2uηu + uξy + 2uξx





和零点分解式 Zero(DPS) = Zero(DCS). 易解得

Zero(DCS) =





ξ = c1(x2 − y2 + 3u) + c2x + c3y + 2c4
√

u + c5,

τ = c1

(
2xy − y2

)
+ c2y + c3(y − x) + c6,

η = 2c1(2x− y)u + 2c2u + c3u + 2
3c4(2x− y)

√
u + c7

√
u





.

这表明方程 (10) 允许 7 参数有限维 Lie 群.

例 7 为了说明算法对非线性问题的适用性, 我们确定 Burgers 方程 ∆ = ut + uux + uxx = 0 的

非古典对称. 该问题在文献 [33] 中已考虑过. 这里利用我们的算法从不同的角度再给出它的解. 令

X = ∂t + ξ(x, t, u)∂x + η(x, t, u)∂u (18)

是该方程的非古典对称的 InfV, 不变曲面条件为 S = {ut − η(x, t, u) + ξ(x, t, u)ux} = 0. 在基本序

x ≺ t ≺ u 下,ut 是 S 的首项. 约化式 R′ = Prem(∆/S) = η(x, t, u)− ξ(x, t, u)ux + uux + uxx 是 x 的二

阶, 所以 S ≺ R′ 成立. 由定理 5 知道, 为了确定 Burgers 方程的非古典对称我们只要确定 R′ = 0 的

古典对称即可.

利用算法 B′, 得到 R′ = 0 的对称的 DTEs 为 DPS = 0, 其中对应的微分多项式系统为

DPS = {ξuu, ηt + uηx + ηxx + 2ηξx, ηuu + 2uξu − 2ξξu − 2ξxu,

2ηxu + 2ηξu − ξt + uξx − 2ξξx − ξxx + η}.

在基本序 x ≺ t ≺ ξ ≺ φ 下, 用算法 C 于 DPS 上, 我们得到下面的零点分解式

Zero(DPS) = Zero(DCS1) ∪ Zero(DCS2) ∪ Zero(DCS3).

DPS 的三个微分特征列集 DCS1, DCS2 以及 DCS3 分别为

DCS1 = {η, u− ξ},
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DCS2 = {ξu, ξxx, ηxx, ηu + ξx, ηt + uηx + 2ηξx, η − ξt + uξx − 2ξξx},
DCS3 = {ηuu − u + ξ, 1 + 2ξu, ηt + uηx + ηxx + 2ηξx, 2ηxu − ξt + uξx − 2ξξx − ξxx,

2ηtu + 2ηx + uξt + 4ηuξx − u2ξx + 2uξξx + 2ξ2
x + ξxt + 2ξξxx + ξxxx}.

分别求解这三个良序方程组 DCS1 = 0, DCS2 = 0, DCS3 = 0, 我们确定无穷小生成函数 ξ 与 η 如下:

Zero(DCS1) = {ξ = u, η = 0},
Zero(DCS2) =

{
ξ =

c1tx + c2x + c4t + c5

c1t2 + 2c2t + c3
; η =

c1(x− tu)− c2u + c4

c1t2 + 2c2t + c3

}
,

Zero(DCS3) =
{

ξ = −1
2
u + α(x, t), η =

1
4
u3 − 1

2
α(x, t)u2 − β(x, t)u + γ(x, t)

}
,

其中 α(x, t), β(x, t), γ(x, t) 满足PDEs




αt(x, t) + αxx(x, t) + 2βx(x, t) + 2α(x, t)αx(x, t) = 0,

βt(x, t) + βxx(x, t)− γx(x, t) + 2β(x, t)αx(x, t) = 0,

γt(x, t) + γxx(x, t) + 2γ(x, t)αx(x, t) = 0.

(19)

值得注意的是该 Burgers 方程的所有有限维古典对称对应零点集 Zero(DCS2), 所有的非古典对

称是由特征列集 DCS1 和 DCS3 产生. 这三部分分别对应文献 [33] 中给定的结果. 特别，只要求出

(19) 的一个解, 便得到 Burgers 方程的新的非古典对称. 例如, 如果在 (19) 中取 α(x, t) = xt−1, 我们

得到 Burgers方程的新非古典对称 β(x, t) = (−x2/4 + c2t + c3)t−2, γ(x, t) = (c1 + c2x− x/2)t−2. 它属

于 Zero(DCS3), 其中 ci, i = 1, 2, 3, 4 是任意常数.

3.3 对称分类

对一个含参数 θ 的 PDEs ∆(θ) = 0, 不失一般性, 我们考虑 θ ∈ AX 的情况 (否则在延拓空间上考

虑即可). 令 DPS(θ) = 0 是该 PDEs 对称 Gθ 的 InfV Xθ = ξθ(X)∂x + ηθ(X)∂U 的 DTEs (下标表明对

参数 θ 的依赖). 因此, 对称分类等价于确定零点集 Zero(DPS(θ)). 作为连续变换集, 对所有参数 θ 对

称 Gθ 的交集称为对称 Gθ 的核 (kernel), 记为 G0, 并且记其相应 InfV 为 X0. 由该定义, 对称核是被

所有参数 θ 对应方程 ∆(θ) = 0 所共拥有, 即对所有的参数 θ 有 G0 ⊆ Gθ.

下面, 我们给出确定完全对称分类特征列集算法过程.

首先, 确定对称核的 InfV X0. 把 DPS(θ) = 0 看作 θ 的恒等式 (θ 是任意的), 并且令 θ 与其导数

的系数为零. 这样, 我们得到一个扩展的无参数 PDEs, 记作 DCS0 = 0. 显然, 对任意的 θ 有

Zero(DCS0) ⊆ Zero(DPS(θ)). (20)

因此, DCS0 = 0 对应于对称核 G0. 通过算法 C, 求解该 PDEs 确定 X0.

然后, 确定参数 θ 的特定值对应的对称, 即对称核的扩展. 对此, 用算法 A 确定 Zero(DPS(θ)) 的

按特征列集的零点集的分解. 与计算无参数微分多项式系统的特征列集不同, 这里我们必须考虑仅依

赖于参数的所谓的 ‘被删因子 (removed factors)’. 即,在运行算法 A的过程中,因为含有参数的原因我

们很可能遇到可因式分解的微分多项式, 如 dp = Q(θ) · P, 其中 P ∈ AX [∂U ], 而 Q(θ) 仅依赖于参数

及其导数. 后者称为被删因子. 为了提高计算速度和确定分类方程, 我们删除这样的因子 Q(θ), 并且

342



中国科学 : 数学 第 40 卷 第 4 期

重置 dp = P 来简化计算中的微分多项式系统. 然后在简化的微分多项式系统上继续运行算法 A, 直

至完成整个计算过程. 在这个过程中, 只要遇到这种情况都重复以上删除和简化过程, 并把所有被删

的因子的乘积记作 F (θ). 因此, 根据定理 2 中的 (6), 首次运行算法 A 后, 我们得到有如下分解式

Zero(DPS(θ)) = Zero(DCS1(θ)/IS1(θ) ∗ F (θ)) ∪ Zero(DPS(θ), IS1(θ)) ∪ Zero(DPS(θ), F (θ)).

去掉 IS1(θ) ∗ F (θ) 中的非零因子后, 把上面的分解式可重写为

Zero(DPS(θ)) = Zero(DCS1(θ)/ΠjI1j ∗ΠkI1
k)

⋃

j

Zero(DPS(θ), I1j)
⋃

k

Zero(DPS(θ), I1
k), (21)

其中 I1j ∈ AX [∂U ], 而 I1
k 只依赖参数 θ 及其导数. 如果 DCS1(θ) 对应对称核, 则由于 (20) 我们从上

面的分解式中删除第一部分. 在计算过程中只要发生这种情况, 我们始终重复上面简化过程.

分解式 (21) 中的非特征列集部分 (第二、三部分), 重新运行算法 A. 对第二部分, 要计算微分多

项式系统 DPS(θ) ∪ I1j 的微分特征列集; 对第三部分, 在附加条件 I1
k (即满足方程 I1

k = 0) 下, 计算

DPS(θ) 的微分特整列集. 从而我们得到 (21) 的关于 DPS 的微分特征列集的进一步分解式, 同时得

到分类方程 Ek = I1
k = 0. 在接下来的分解运算中对那些非微分特征列集部分不断的重复以上计算过

程. 吴方法与算法 A保证以上计算过程在有限步内结束. 由此,我们最终得到如下形式的零点分解式:

Zero(DPS(θ)) =
⋃

i

Zero(DCSi(θ)/ΠjIij)
⋃

k

Zero({DCS′k(θ), Ek(θ)}/ΠlI
k
l ), (22)

其中 DCSi(θ)是 DPS(θ)的微分特征列集,且没有对应的分类方程; DCS′k(θ)也是 DPS(θ)的微分特

征列集, 其对应分类方程 Ek(θ) = 0; Iij 与 Ik
l 是微分多项式, 产生于 DCSi(θ) 与 DCS′k(θ) 的初式和

隔离子的乘积和删除因子 F (θ). 这样我们得到由 (22) 表示的 DPS(θ) = 0 的解集按特征列集零点集

展开的完全分解式和所有分类方程.

因为微分特征列集包含其自身零点集的所有信息, 分解式 (22) 的等号右端的每个分支都产生该

PDEs 的一类对称与对应参数. 至此, 所考虑 PDEs ∆(θ) = 0 的完全对称分类通过分解式 (22) 确定,

每一个分支对应一类.

为了得到每一类对称和参数的具体表达式, 我们要精确求解方程组 DCSi(θ) = 0, DCS′k(θ) = 0

与 Ek(θ) = 0. 根据微分特征列集的良序结构, 以上 PDEs 是三角化良序的, 故其求解比直接求解

DPS(θ) = 0 容易得多.

以上过程证明了如下定理.

定理 8 (分类定理) 对给定的一个含一个参数 θ 的 PDEs, 设 DPS(θ) = 0 是其对称 Gθ 对应无

穷小向量 Xθ 的确定方程组, 则零点分解式(22) 给出该 PDEs 的完全对称分类.

综上推导定理的过程, 我们就得到下面的确定含参数 PDEs 的完全对称分类算法.

算法 D 含参数 θ 的 PDEs 的完全对称分类.

输入 含参数 θ 的 PDEs ∆(θ) = 0.

输出 分类方程和对应对称分支.

开始

步骤 1 产生确定方程组 DPS(θ) = 0 (算法 B);

步骤 2 确定对称核对应 InfV X0(算法 C);

步骤 3 确定对称核的扩展. 为此对 DPS(θ) 构造零点分解式 (22)(算法 A 或 C); 返回每一

个分支 DCSi(θ), DCS′k(θ) 和相应的分类方程 Ek(θ) = 0.

结束
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最后求解 Ek(θ) = 0, DCS′k(θ) = 0 和 DCSi(θ) = 0, 确定该含参数 PDEs 的各对称分类的具体表

达式.

显然该算法提供了一个直接系统地获得含参数 PDEs 的完全对称分类的机械化算法.

例 8 下面给出含一个参数 θ = H(x) 6≡ 0 的热传导方程

uxx = H(x)utt (23)

的一个完全势对称分类, 说明我们分类算法的有效性. 该方程的一个势系统为

R = {vt − ux, vx −H(x)ut} = 0. (24)

假设方程 (24) 允许的古典对称的 InfV 为

X = ξ(x, t, u, v)
∂

∂x
+ τ(x, t, u, v)

∂

∂t
+ η(x, t, u, v)

∂

∂u
+ φ(x, t, u, v)

∂

∂v
. (25)

我们的目标是要去确定 (25) 中的函数 ξ, τ, η, φ 和 H, 使方程 (24) 拥有古典对称, 并指出原方程 (23)

是否允许势对称, 即是否在函数 ξ, τ, η 中至少有一个依赖于势变量 v.

步骤 1 产生确定方程组. 如果我们选择基本序 x ≺ t ≺ u ≺ v,那么 R已经是首项为 {vx, vt}的
不可约微分升列形式. 运行算法 B, 我们得到确定方程组 DPS = 0. 这里

DPS =





ξu − τv,H(x)ξv − τu, φt − ηx,

ξx − τt − ηu + φv,H(x)(ξt − ηv)− τx + φu,

H(x)(ξt + ηv)− τx − φu, φx −H(x)ηt,

H(x)(ξx − τt + ηu − φv) + H ′(x)ξ





. (26)

步骤 2 确定对称核对应 InfV X0. 当参数 θ = H(x) 任意时, 把确定方程组 DPS = 0 进一步分

解, 得 DCS0 = 0. 这里 DCS0 = {ξ, τx, τt, τu, τv, ηv, ηt, φu, φx, ηu − φv, φt − ηx}. 所以, X0 由零点集

Zero(DCS0) = {ξ = 0, τ = c1, η = c2x + c3u + c4, φ = c2t + c3v + c5} (27)

给出.

步骤 3 确定对称核的扩展 Xθ. 为此确定微分多项式系统 DPS 的零点分解 (22).

我们在基本序 x ≺ t ≺ ξ ≺ τ ≺ φ ≺ η 下, 用算法 D, 获得如下零点分解

Zero(DPS) = Zero(DCS1/I1) ∪ Zero({DCS2, I1}/I2) ∪ Zero(DCS3, I2), (28)

其中

DCS1 =





ξ, τx, τt, τu, τv, ηv, φu, φvv, φtv, φxv,

ηu − φv, ηx − φt,H(x)ηt − φx,

H(x)(H(x)φtt − φxx) + H ′(x)φx





,
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DCS2 =





τu, τv, τx + 2φu, 2H(x)H ′(x)τt − (3H ′(x)2 − 2H(x)H ′′(x))ξ,

ηx − φt,H(x)ηt − φx, 2H(x)(ηu − φv) + H ′(x)ξ,H(x)ηv − φu,

ξu, ξv,H(x)ξt + 2φu,H(x)H ′(x)ξx − (H ′(x)2 −H(x)H ′′(x))ξ,

φvv, φuu, φuv,H(x)(H(x)φtt − φxx) + H ′(x)φx,

H(x)H ′(x)φxu − (2H ′(x)2 −H(x)H ′′(x))φu,

H(x)2H ′(x)φtv − (H ′(x)2 −H(x)H ′′(x))φu,

2H(x)H ′(x)2φtu − (H ′(x)2H ′′(x)− 2H(x)H ′′(x)2 + H(x)H ′(x)H(3)(x))ξ,

2H(x)H ′(x)2φxv − (H ′(x)2H ′′(x)− 2H(x)H ′′(x)2 + H(x)H ′(x)H(3)(x))ξ





,

DCS3 =





ξtu − ξxv,H(x)ξvv − ξuu,H(x)ξtv − ξxu,H(x)ξtt − ξxx,

H(x)ξt − τx, ξx − τt,H(x)ξv − τu, ξu − τv,

ηx − φt,H(x)ηt − φx, ηu − φv,H(x)ηv − φu,

φtu − φxv,H(x)φvv − φuu,H(x)φtv − φxu,H(x)φtt − φxx





,

以及

I1 =2H ′(x)4H ′′(x)− 2H(x)H ′(x)2H ′′(x)2 − 4H(x)2H ′′(x)3

+ 5H(x)2H ′(x)H ′′(x)H(3)(x)−H(x)2H ′(x)2H(4)(x),

I2 =H ′(x).

我们看出, 分解式 (28) 中的第一个分支 Zero(DCS1/I1) 没有对应分类方程; 第二个分支 Zero

(DCS2, I1/I2) 有一个分类方程 E1(θ) = I1 = 0; 第三个分支 Zero(DCS3, I2) 有一个分类方程 E2(θ) =

I2 = 0.

至此, 我们得到了方程 (24) 的由分解式 (28) 给出的完全势对称分类. 该方程的势对称共有四类,

分别对应特征列集 DCS0, DCS1, DCS2, DCS3 和相应的分类方程 I1 = 0 和 I2 = 0.

最后, 为了得到分类中各分支对称和相应参数具体表达式, 我们要精确求解 PDEs: DCS1 = 0,

DCS2 = 0, DCS3 = 0 和分类方程 I1 = 0,I2 = 0. 由于这些方程组是良序系统, 很容易求解. 故我们有

Zero(DCS1/I1) = {ξ = 0, τ = c1, η = c2u + a(x, t), φ = c2v + b(x, t)} , (29)

其中 c1, c2 是任意常数且函数 (a(x, t), b(x, t)) 满足 (24).

Zero({DCS2, I1}/I2) =
{

ξ = g(t)
H(x)
H ′(x)

, τ =
3H ′(x)2 − 2H(x)H ′′

2H ′(x)2

∫ t

g(s)ds + c1,

η =
(

H(x)H ′′ − 3H ′(x)2

2H ′(x)2
g(t) + c2

)
u− H(x)

2H ′(x)
g′(t)v + a(x, t),

φ = − H(x)2

2H ′(x)
g′(t)u +

(
H(x)H ′′ −H ′(x)2

2H ′(x)2
g(t) + c2

)
v + b(x, t)

}
, (30)

其中 c1, c2, σ 是任意常数且 g(t) 满足

H ′(x)
H(x)2

(
3H ′(x)2 − 2H(x)H ′′(x)

2H ′(x)2

)′
= σ =

g′′(t)
g(t)

. (31)
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表 1 PDE (23) 的势对称分类

H(x) 微分特征列集 ξ, τ, η, φ 条件 势对称

任意 DCS0 (27) 无 没有

I1 6= 0 DCS1 (29) a, b ∈ Zero(24) 没有



I1 = 0, I2 6= 0

⇔ (31)
DCS2 (30) σ, g ∈ Zero(31), a, b ∈ Zero(24).




有

g′ 6= 0

I2 = 0. DCS3 (32)





(f, g), (f̄ , ḡ) ∈ Zero(33),

(F, F̄ ) ∈ Zero(34).

有

无穷多个

这里 (a(x, t), b(x, t)) 是方程 (24) 的任意解, 参数 H(x) 满足 I1 = 0 和 (31). 由 (31) 推知 I1 = 0 恒成

立, 因而 (31) 是等价于方程 I1 = 0.

对 I2 = 0, 设 H(x) = α2, 则有

Zero(DCS3, I2) =





ξ = f(x, t, αu− v) + g(x, t, αu + v),

τ = α(−f(x, t, αu− v) + g(x, t, αu + v)) + F (x, t),

η = 1
α (−f̄(x, t, αu− v) + ḡ(x, t, αu + v)) + F̄ (x, t),

φ = f̄(x, t, αu− v) + ḡ(x, t, αu + v)





, (32)

其中函数 (k(x, t), h(x, t)), (y, z) = (f, g) 和 (y, z) = (f̄ , ḡ) 满足

yx + αyt =
1
2
(k(x, t) + h(x, t)), zx − αzt =

1
2
(k(x, t)− h(x, t)), (33)

且 P = F (x, t) 和 P = F̄ (x, t) 是方程组

Px(x, t) = αh(x, t), Pt(x, t) = k(x, t) (34)

的任意两个解.

综上, 我们通过 (24)–(34) 获得波动方程 (23) 的完全势对称分类及具体表达式. 把分类结果总结

在表 1 里. 注意到, 微分特征列集 DCS0 和 DCS1 没产生势对称; 如果 g′(t) 6= 0, 则微分特征列集

DCS2 产生势对称; 微分特征列集 DCS3 产生无穷多个势对称.

这些分类包括了在文献 [2] 中给出的结果. 此外, 值得注意的是, 在 (29)、(30) 和 (32) 中的解分别

给出了满足 (24)、(31)、(33) 和 (34) 的参数 H(x) 对应对称类的统一表示式.

4 结束语

本文用吴方法进行了计算和分类 PDEs对称的一个探索,给出了新的 PDEs对称计算和分类算法

理论, 其基本思想有四个方面. 首先, 我们把各类对称的判别准则统一化 (见 (3)), 使给出的理论和算

法适用于广泛类对称的研究.其次, 我们给出 PDEs的 Lie对称传统准则的微分代数等价变形 (定理 5

至 7). 这个结果导致产生和约化对称对应 DTEs 的新算法 (算法 B 和 C). 在算法中, 我们首先把原系

统 R 对附加方程 (若存在) 进行约化, 并获得微分升列形式系统 R′. 然后, 把 PrX (R′) 对系统 R′ 进
行约化, 从而获得 DTEs. 实际上, 我们的算法把传统 Lie 算法中的 ‘替换变量’ 用微分多项式的 ‘首项’

代替, 把 ‘带入’ 用 ‘约化’ 代替来实现. 这样有效克服了传统 Lie 算法中的一些缺陷 (见问题 1). 再次,
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为了求解对称的 DTEs, 我们利用吴方法中给出的零点分解定理 (定理 2 和 3), 把 DTEs 的解集完全

分解为一些列微分特征列集零点集的并, 把问题转化为求解微分特征列集对应良序方程组的问题. 从

而达到最终容易确定对称的目的 (见问题 3). 最后, 我们用吴方法中的良序原理和零点分解定理给出

了一个含参数 PDEs 的完全对称分类. 在这个分解式中初式和隔离子的乘积给出了所有分类方程, 而

其微分特征列部分给出了对称所属的类. 由于微分特征列集含有可积条件, 从而该分解式也给出了判

断对称计算中相容性问题的方法 (见问题 2 和 4).

我们的算法理论具有如下特点和创新点. 它给出了计算和分类广泛类 PDEs各类对称的统一的机

械化算法理论; 该算法用的基础理论不同于现有已知算法, 其中不涉及微分多项式理想的概念; 这是

吴文俊提出的微分特征列集方法在微分领域的一个新的应用; 给定的算法理论回答了在第 2.3 小节中

提出的问题 1 至 4; 该算法也可以推广应用到其它微分问题求解中, 如 PDEs 的积分因子的计算、首

次积分的确定和守恒律的计算和分类等 [37]. 特别是, 从 DTEs 的微分特征列集, 我们能获得更多对称

信息, 如对称维数, 对称结构和 DTEs 的泰勒级数解等 [8, 9].

我们在后续文章中给出本文提出的理论和算法的更多具体应用.
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A new algorithmic theory for determining and classifying classical
and non-classical symmetries of partial differential equations

TEMUER Chaolu & BAI YuSan

Abstract In this article, based on differential form Wu’s method, unified mechanical algorithmic theories for

determining and classifying classical, non-classical symmetries of partial differential equations are proposed. Some

theoretical and algorithmic deficiencies commonly encountered in Lie’s algorithm are overcame by the theories.

The algorithms make the determination and classification of symmetry become more direct and systematic and

extend the range of applications of Lie’s algorithm. This is also a new application of Wu’s method in the field of

differential equations.
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