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摘要 本文介绍了 k-Hessian 算子关于 (k − 1)- 凸可允许解的椭圆性和退化的 k-Hessian 方程严格凸

的局部解. 首先分析了 k-Hessian 算子的椭圆性, 特别是 (k − 1)- 凸可允许解的椭圆性. 借助对该情形

下椭圆性的分析, 本文给出了一个 k-Hessian 算子的分类. 利用这个分类, 本文构造了退化 k-Hessian

方程严格凸的局部解.
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1 引言

我们在椭圆框架下研究如下形式的 k-Hessian 方程:

Sk[u] = f(x, u,Du), x ∈ Ω, (1.1)

其中 Ω 是 Rn 中的开区域, 2 6 k 6 n. 对于光滑函数 u ⊂ C2(Ω), k-Hessian 算子 Sk 可定义为

Sk[u] = Sk(D
2u) = σk(λ(D

2u)) =
∑

16i1<i2···<ik6n
λi1λi2 · · ·λik ,

其中 λ(D2u) = (λ1, λ2, . . . , λn) 是 k-Hessian 矩阵 (D2u) 的特征值, σk(λ) 是 k 阶基本对称多项式.

Sk[u] 的另一个等价定义是 Hessian 矩阵 (D2u) 的所有 k 阶主子式的和. 当 k = 1 时, 方程 (1.1) 为

Poisson 方程; 而 k = n 时, 方程 (1.1) 为 Monge-Ampère 方程

Sn[u] = detD2u = f(x, u,Du), x ∈ Ω. (1.2)
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由于方程 (1.1) 是一个完全非线性的二阶偏微分方程, 其椭圆性并不直观. 现在我们给出二阶偏

微分方程椭圆性的定义 (参见文献 [1]). 定义在 Ω ∈ Rn 上的二阶偏微分方程一般形式为

F [u] = F [x, u,Du,D2u] = 0, (1.3)

其中 F 是定义在集合 Ξ = Ω × R × Rn × Rn×n 的实函数, Rn×n 是 n × n 的对称矩阵全体. Ξ 中的点

通常表示为 γ = (x, z, p, r), 其中 x ∈ Ω, z ∈ R, p ∈ Rn, r ∈ Rn×n. 令

U =

{
γ ∈ Ξ :

(
∂F

∂rij
(γ)

)
n×n
是正定的

}
, (1.4)

我们称算子 F [·]在 U 内是椭圆的. 记矩阵 (Fij(γ))的最小和最大特征值分别为 λ和 Λ,如果在 U 上

Λ/λ 或者 (1/λ) 是有界的, 则称 F 在 U 内是一致椭圆的 (严格椭圆的). 如果 u ∈ C2(Ω), 且 F [·] 在某
一点 x ∈ Ω 是椭圆的, 则称 F [·] 关于 u 在 x 处是椭圆的, 注意到在某一点处 F 是椭圆的、严格椭圆

的或一致椭圆的, 均是等价的.

如果 u ∈ C2(Ω) 且矩阵 (Fij(γ))n×n 半正定, 即存在某个 x ∈ Ω, 使得 (Fij(γ))n×n 的某个特征值

为 0, 则称算子 F [·] 在 x 处是退化椭圆的, 称该算子为退化椭圆算子. 如果 F [·] 关于 u 在 x 处是椭

圆的, 则称 F [·] 关于 u 在 x 处是一致椭圆的, 对应的算子为一致椭圆算子. 为了保证 k-Hessian 方

程 (1.1) 是一个椭圆型方程, 下面引入 k- 凸的定义 (参见文献 [2]).

定义 1.1 若一个函数 u ∈ C2(Ω)∪C0(Ω)满足 λ(D2u) ∈ Γk,则称 u是 k-允许的,或者 k-凸的;

如果 λ(D2u) ∈ Γk, 则称 u 是严格 k- 凸的, 其中 Γk 是 Rn 中顶点在原点的开对称凸锥, 其定义如下:

Γk = {λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn : σj(λ) > 0,∀ j = 1, . . . , k},

这里 σk 如 (1.1) 中的定义. 同时, 它可以有如下形式:

Γk = {λ ∈ Rn : 0 < σk(λ) 6 σk(λ+ η),∀ ηi > 0},

这里 ηi 是 η 的分量.

人们通常称 Γk 为 G̊arding 锥 (参见文献 [2] 第一部分). 特别地, 严格 n- 凸函数即通常的严格凸

函数.

目前大家熟知的结果是, 若 u 是 k- 凸的, 则 Sk[u] = f 是 (可能退化的) 椭圆型方程; 若 u 是严

格 k- 凸的, 则 Sk[u] = f 是椭圆型方程. 据此, 我们有如下定义:

定义 1.2 如果 u ∈ C2(Ω) 满足 (1.3), 且 (x, u,Du,D2u) ∈ U , 那么称 u 为可允许解 (admissible

solution), U 如 (1.4) 中的定义, 称 U 为可允许集 (admissible set).

通常, u 本身可以决定 Du 和 D2u, 同时, Ω 通常也是预先取定的, 在不引起混淆的前提下, 我们

会去掉 (x, p, r) 这些分量来讨论允许集. 例如, 如果考虑方程 (1.2), 其对应的可允许集为

Un = {u ∈ C2(Ω) : λ(D2u) ∈ Γn(n)},

不难发现, 对于上述的 Un, u ∈ Un 等价于 u 严格凸. 类似地, 对于方程 (1.1), 可允许集为

Uk = {u ∈ C2(Ω) : λ(D2u) ∈ Γk(n)}.

对于退化的 k-Hessian 方程 (1.1), 相应的可允许集为

U k = {u ∈ C2(Ω) : λ(D2u) ∈ Γ̄k(n)},
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其中 Γ̄k 是 Γk 的闭包, Γ̄k = Γk(n) ∪ ∂Γ̄k(n),

∂Γk(n) = {λ ∈ Rn : σj(λ) > 0, σk(λ) = 0, 1 6 j 6 k − 1}.

对于 Monge-Ampère 方程来说, 在 u 处, Sk[·] 是退化椭圆算子等价于 f > 0, 所以, 人们通常在

f > 0 的前提下讨论算子 Sk[u] 的退化椭圆性质. Ivochkina 等 [3] 指出, 与 Sn[·] 算子不同的是, Sk[·]
(2 6 k < n) 是否为椭圆算子与 f 的符号无关. 换言之, f(x) < 0 或者 f(x) = 0, 算子 Sk[·] 都有可能是
一致椭圆或者是退化椭圆的. 解释这种现象通常的办法是构造一个二阶多项式 u,使得 Sk[u] ≡ 0或者

Sk[u] ≡ c < 0. 这样的做法固然正确, 但只能解释一些零星的现象, 我们希望在 (k − 1)- 凸可允许解的

前提下, 找到算子 Sk[·] 是否为 (退化) 椭圆的充分必要条件.

为了表达我们的主要结果, 先引进几个记号. 由于 (D2u) 和 ( ∂Sk

∂rij
)n×n 可以由相同的初等变换完

成对角化, 即对固定的 x0 ∈ Ω, 存在正交矩阵 Q = Q(x0), 使得

QT(D2u)n×nQ =



λ1

λ2
. . .

λn


, QT

(
∂Sk
∂rij

)
n×n

Q =


∂Sk(λ)
∂λ1

. . .

∂Sk(λ)
∂λn

 ,

对任意 m 元数组 {i1, . . . , im} ⊂ {1, 2, . . . , n}, 定义

σk;i1i2···im(λ) =
∂mσk+m(λ)

∂λi1 · · · ∂λim
,

那么, 对于任意 i ∈ {1, 2, . . . , n}, 有

σk(λ) = λiσk−1;i(λ) + σk;i(λ), ∀λ ∈ Rn.

k-Hessian 方程有很多分支, Γk 是其中一个包含正锥的分支, 不加以限定的情形下,

σk−1;i(λ) 6 0, 1 6 i 6 n, λ = λ(D2u)

也可以使得 k-Hessian 算子为退化椭圆算子 [4]. 本文的目的是在 (k − 1)- 凸可允许解的前提下, 找到

算子 Sk[·] 是否为 (退化) 椭圆的充分必要条件. 接下来, 在保证方程解 u 为 (k − 1)- 凸可允许解的前

提下, k-Hessian 算子关于 u ∈ C2(Ω) 是退化椭圆的充分必要条件是

σk−1;i(λ) > 0, 1 6 i 6 n, λ = λ(D2u).

由恒等式
∑n
i=1 σk−1;i(λ) = (n−k+1)σk−1(λ)知, k-Hessian算子关于 u ∈ C2(Ω)是椭圆的必要条件是

σk−1(λ) > 0, λ = λ(D2u).

我们的目的是研究 k-Hessian 算子关于 (k − 1)- 可允许解的椭圆性 (参见文献 [5]), 由于 Sk[u] 关于严

格的 k-可允许解是椭圆的,我们只需讨论 λ(D2u) ∈ Γk−1�Γk 的情形. 首先从 Γk−1 ∩ ∂Γk 入手, 2 6 k

6 n, 记

P1 = {λ ∈ ∂Γk(n) ∩ Γk−1 : σj(λ) > 0, σk(λ) = 0, σk+1(λ) = 0, 1 6 j 6 k − 1},

P2 = {λ ∈ ∂Γk(n) ∩ Γk−1 : σj(λ) > 0, σk(λ) = 0, σk+1(λ) < 0, 1 6 j 6 k − 1}.
(1.5)
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观察上述定义, 不难发现, 当 k = 1 时,

P1 = {0}, P2 =

{
λ ∈ Γ1 :

n∑
i=1

λi = 0, σ2(λ) < 0

}
.

另一方面, 如果 k = n, 则

P1 = {λ ∈ Γn−1 : σn(λ) = 0}, P2 = ∅,

故我们无需分析这一情形.

由以上记号,

Γk−1(n) ∩ ∂Γk(n) = P1 ∪P2, P1 ∩P2 = ∅.

特别地, Tian 等 [6] 证明了

P2 ̸= ∅, 1 6 k < n. (1.6)

我们的主要结果是如下定理:

定理 1.1 设 u ∈ C2 是方程 (1.1) 的 (k − 1)- 凸可允许解, 即 λ(D2u) ∈ Γk−1(n).

(1) 设 λ(D2u(x)) = (λ1, λ2, . . . , λn), 且 λ1 > λ2 > · · · > λn, 则 k-Hessian 算子 Sk[·] 关于 u 在 x

处是一致椭圆 (退化椭圆) 的充分必要条件是

σk−1;1(λ) > 0 (σk−1;1(λ) = 0).

(2) 当 λ(D2u(x)) ∈ P1 时, Sk[·] 关于 u 在 x 处是退化椭圆的; 当 λ(D2u(x)) ∈ P2 时, Sk[·] 关于 u

在 x 处是一致椭圆的.

(3) (i)存在 λ(D2u(x)) ∈ Γk−1(n)\Γ̄k(n),使得 Sk[·]关于 u在 x处是一致椭圆的,即 σk−1;1(λ) > 0;

(ii) 存在 λ(D2u(x)) ∈ Γk−1(n)\Γ̄k(n), 使得 Sk[·] 关于 u 在 x 处是退化椭圆的, 即 σk−1;1(λ) = 0,

σk−1;n(λ) > 0;

(iii) 存在 λ(D2u(x)) ∈ Γk−1(n)\Γ̄k(n), 使得 Sk[·] 关于 u 在 x 处是混合型的, 即

σk−1;1(λ) < 0, σk−1;n(λ) > 0.

当 λ ∈ Γk(n) 时, 定理 1.1(1) 的结论是熟知的, 因为当 λ1 > λ2 > · · · > λn 时,

0 < σk−1;1(λ) 6 σk−1;2(λ) 6 · · · 6 σk−1;n(λ), ∀λ ∈ Γk(n). (1.7)

当 λ ∈ Γk−1 时, 一般来说 (1.7) 不成立.

关于方程 (1.1) 解的凸性研究是几何分析中的重要问题. 例如, 在研究 Christoffel-Minkowski 问

题 [7–9] 时, 一个重要的目的就是证明预定适当阶次面积测度凸体的存在性, 它等价于证明关于单位球

面上某个 k-Hessian 类方程的常秩定理 (constant rank theorem). 椭圆和抛物方程解的凸性与 Brunn-

Minkowski 类不等式有很强的关联 (参见文献 [10–13]). 这些文献研究的是方程 (1.1) 在 k = 2, n = 3,

f = 1 的情形下, Dirichlet 问题解的凸性阶数. 此外, 关于 k = 2 且 n = 3 时 Hessian 方程的特征值

问题, 其解的 log- 凸性已经有很好的结果, 参见文献 [11–13]. 以上凸性结果基于两个事实: 一是方程

是椭圆的, 二是经典 (至少 C2) 解已经存在. 但是, 与很多重要的几何问题 [14] 相关联的 k-Hessian 方

程均是退化椭圆的. 相比一致椭圆型, 退化的 k-Hessian方程 Dirichlet问题的解通常仅有 C1,1 正则性

(参见文献 [15]), 所以转而研究局部解的凸性.
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不妨回顾严格凸函数的定义: 给定凸区域 E, 如果

v(ty + (1− t)z) < t, v(y) + (1− t)v(z), 0 < t < 1, y, z ∈ E, y ̸= z

成立, 则称函数 v ∈ C(E) 是严格凸的. 当 v ∈ C2(E) 时, 该不等式等价于
n∑

i,j=1

(yi − zi)(yj − zj)

∫ 1

0

∫ 1

0

∂2v

∂xi∂xj
(x(s, µ))dµds > 0,

其中 x(s, µ) = (sµ+ (1− s)t)y + (s(1− µ) + (1− s)(1− t))z. 该积分定义表明, Hessian 矩阵 (D2v) 的

正定性是函数 v 具有严格凸性的充分但不必要条件.

既然 k- 凸与严格凸有很大的差异, 为了得到局部解的严格凸性, 我们需要给 f 附加什么条件呢?

设 2 6 k < n 和 f(y0) = 0, 如果 u ∈ C2 是 Sk[u] = f(y) > 0 的一个 k- 凸解, 则 Sk+1[u](y0) 6 0, 故而

只有两种可能:

(1) Sk+1[u](y0) < 0, 此时, u 不可能是 (k + 1)- 凸;

(2) Sk+1[u](y0) = 0, 此外已知 Sk[u](y0) = 0, 则应用文献 [6, 定理 2] 得到: 对于所有 k 6 l 6 n, 有

Sl[u](y0) = 0.

那么, 如果考虑 f ≡ 0 这种特殊的情形, 将会有如下的情形发生:

(1) Sk+1[u] < 0, 在 Ω 的某个开子集上成立;

(2) Sk+1[u] ≡ 0, 在 Ω 中成立.

在 (1) 的情形下, u 不是 (k + 1)- 凸, 那么必然也不是严格凸的. 对于 (2), 在 k 6 l 6 n 时, 在 Ω 的某

个开子集上 Sl[u] ≡ 0 成立. 这表明, k = 2 时, 图 (y, u(y)) 的所有的 2 阶截曲率为 0, 那么该图将是一

个柱体或者是一个超平面 (参见文献 [16, 17]), 自然不是严格凸的; k > 2 时, 由文献 [18, 引理 3.1] 知,

该图是一个 n− k + 1 幂零型 (nullity) 的直纹曲面, 这表明至少在其直纹上, u 不是严格凸的.

受到上述工作的启发, 本文将研究如下形式方程的局部解:

Sk[u] = K(y)g(y, u,Du), 2 6 k 6 n, (1.8)

其中 K 和 g 满足如下的条件 (H):
K ∈ C∞, 在 y0 ∈ Rn 附近非负,

K(y0) = 0, Rank(D2K)(y0) > n− k + 1,

g ∈ C∞, 在 Z0 = (y0, u0, p0) 附近成立, 且 g(Z0) > 0.

(H)

这一条件与坐标系的选取无关. 据此, 我们给出本文的主要结论.

定理 1.2 若 K 和 g 满足条件 (H), 则对任意 s > 2[n2 ] + 5, 方程 (1.8) 在 y0 ∈ Rn 处的某邻域内
有一个严格凸的 Hs 局部解.

我们可以从下面例子看到这个定理的意义. 不难发现,

u =
1

2

n−1∑
i=1

y2i +
1

12
y4n

是 Monge-Ampère 方程 detD2u = y2n 的一个严格凸解, 但其 Hessian 矩阵 (D2u) 在原点并不是正

定的.

本文的内容安排如下: 第 2 节将研究 Hessian 算子关于 (k − 1)- 凸可允许解的椭圆性; 第 3 节将

构造近似严格凸解, 并给出局部解存在性的证明.
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2 kkk-Hessian 算子的椭圆性

鉴于 Hessian 商算子

Fk,k−1 =
σk(λ(D

2u))

σk−1(λ(D2u))
, λ(D2u) ∈ Γk−1(n), 2 6 k 6 n (2.1)

关于 (k− 1)- 凸可允许解具有好的椭圆性 (参见文献 [15,19]), 即命题 2.1, 我们希望对 Hessian 算子也

得到类似的结果.

命题 2.1 对于 (2.1) 中的商算子, 我们有如下结论:

(1) (
∂Fk,k−1

∂rij
)n×n > 0, 3 6 k 6 n, λ(D2u) ∈ Γk−1;

(2) (
∂F2,1

∂rij
)n×n > 0, λ(D2u) ∈ Γ1(n)�{tei : 1 6 i 6 n, t > 0};

(3) (
∂F2,1

∂rij
)n×n = 0, λ(D2u) ∈ {tei : 1 6 i 6 n, t > 0}.

我们的目的是介绍 k-Hessian 算子关于 (k − 1)- 可允许解的椭圆性 (参见文献 [5]), 由于 Sk[u] 关

于严格的 k- 可允许解是椭圆的, 我们只需讨论 λ(D2u) ∈ Γk−1�Γk = [Γk−1 ∩ ∂Γk(n)] ∪ [Γk−1 \ Γ̄k] 的
情形. 当 λ(D2u) ∈ Γk−1 ∩ ∂Γk(n) 时, k-Hessian 算子关于 (k − 1)- 可允许解的椭圆性有如下结果, 参

见文献 [6, 定理 1.1].

命题 2.2 若 λ ∈ ∂Γk(n) ∩ Γk−1(n) = P1 ∪P2 (1 6 k 6 n) 成立, 则下列两个命题必有一个为真:

(i) λ ∈ P2, 即 σk+1(λ) < 0, 该论断等价于

σk−1;i(λ) > 0, i = 1, 2, . . . , n;

(ii) λ ∈ P1, 即 σk+1(λ) = 0, 该论断等价于

σj(λ) = 0, k 6 j 6 n.

注意到, 第二个论断不仅意味着 λ ∈ Γ̄n(n), 而且可将它更精确地表达为 (旋转不变的意义下)

λ = (λ1, λ2, . . . , λk−1, 0, . . . , 0), k > 2,

其中 λ1, λ2, . . . , λn 按照降序排列.

我们知道对 λ ∈ Γk−1(n) 和 (1.5), 一般来说 (1.7) 是不成立的; 但是, 如果已知 σk−1;1(λ) > 0, 那

么 (1.7) 一定成立 (参见文献 [6, 引理 2.5]).

命题 2.3 设 λ ∈ Γk−1(n), 2 6 k 6 n. 如果 λ1 > λ2 > · · · > λn, 则

σk−1;1(λ) > 0 (2.2)

等价于

0 6 σk−1;1(λ) 6 σk−1;2(λ) 6 · · · 6 σk−1;n(λ); σk−1;n(λ) > 0. (2.3)

事实上, 由恒等式
n∑
i=1

σk−1;i(λ) = (n− k + 1)σk−1(λ) (2.4)

和 σk−1(λ) > 0知, (2.3)中 σk−1;n(λ) > 0. 满足 (2.3)的 λ ∈ Γk−1(n)不难得到,如 λ ∈ Γk(n) ⊂ Γk−1(n);

但如果 λ ∈ Γk(n),则 (1.6)和 (1.7)是自动成立的. 所以,我们感兴趣的是,是否存在 λ ∈ Γk−1(λ)\Γ̄k(n),
使得 (1.6) 成立? 利用 ∅ ̸= P2 ⊂ ∂Γk−1(n− 1), 可以证明如下结论 (参见文献 [6, 定理 2.7]):
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命题 2.4 对任意给定的 c ∈ R, 如果 2 6 k < n, 则存在 λ ∈ Γk−1(n) 使得

0 < σk−1;1(λ) 6 σk−1;2(λ) 6 · · · 6 σk−1;n(λ),

以及 ψ = 1
2

∑n
i=1 λix

2
i 是方程 Sk[ψ] = c 的 (k − 1)- 凸解. 特别地, Sk[·] 在 ψ 处的线性化算子

Lψ =
n∑
i=1

σk−1;i(λ)∂
2
i

是一致椭圆的.

Ivochkina 等 [15] 在研究关于 Hessian 商方程的 Dirichlet 问题

Fk,k−1[u] = f(x), x ∈ Ω,

u = φ(x), x ∈ ∂Ω
(2.5)

时得到 (k − 1)- 可允许解的 C1,1 估计, 特别是 f < 0 或者是 f 的符号不确定时, 获得 (2.5) 解的存在

性是非常困难的. 文献 [15, 第 4.3 小节] 特别指出, 当 φ = 0 且 f < 0 时, 方程 (2.5) 没有 (k − 1)- 凸

可允许解.比较命题 2.1与 2.3, k-Hessian商算子 Fk,k−1[u]比 k-Hessian算子关于 (k− 1)-可允许解具

有更强的椭圆性, 所以, 在 f < 0或者变号时, 证明 k-Hessian 方程的 Dirichlet问题光滑解的存在性是

非常困难的. 如果对 f > 0, 边界函数或者边界不加额外条件的情形下, 目前仅得到了 C1,1 解的存在

性, 参见文献 [20–22]; Wang [23] 的反例表明, C1,1 正则性是最佳的. 当 f ∈ C∞ 且 f > 0 时, Hong 和

Zuily [24] 证明了关于 Monge-Ampére 方程 C∞ 局部凸解的存在性; 当 2 6 k < n 且 f > 0 或者变号时,

Chen 和 Han [10] 及 Tian 等 [6] 证明了 C∞ 局部解的存在性.

命题 2.5 对任意给定的 c < 0, 存在 λ = (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Γk−1(n), λ1 > λ2 > · · · > λn, 使得

σk(λ) = c, σk−1;1(λ) < 0, σk−1;n > 0.

据此, 存在严格 (k − 1)- 凸可允许解 ψ = 1
2

∑n
i=1 λix

2
i 使得 Sk[ψ] = c < 0, Sk[·] 在 ψ 处的线性化算子

Lψ =
∑n
i=1 σk−1,i∂

2
i 不是退化椭圆型的, 而是混合型的.

证明 注意到当 1 6 k < n 时, P2 ̸= ∅. 因此, 当 k > 2 时, 可选取 δ = (δ1, . . . , δn) ∈ P2

⊂ ∂Γk−1(n− 1), 这里不妨设 δ2 > δ3 > · · · > δn. 显然, δ2 > 0, 下面证明 δ2 > 0. 如果 k > 2, 由 P2 的

性质可知, δ ∈ Γk−2(n− 1), 从而, δ2 > 0; 如果 k = 2, 由 δ ∈ ∂Γk−1(n− 1) 可知,

σk−1(δ) = σ1(δ) =

n∑
i=2

δi = 0,

由此可得, δ2 > 0. 我们接下来说明 δ 取不到 0. 这是因为: 假设 δ2 = 0, 由上式得到

δ2 = δ3 = · · · = δn = 0,

从而, σ2(δ) = 0,这与 δ ∈ P2 矛盾,因为 δ ∈ P2 ⊂ ∂Γk−1(n−1),故 σ2(δ) < 0. 由 δ ∈ P2 ⊂ ∂Γk−1(n−1)

得到

σk−1(δ2, δ3, . . . , δn) = 0, σk(δ2, . . . , δn) < 0, σj(δ) > 0, 1 6 j 6 k − 2.

进一步地, 选取 δ1 = δ2 + 1, 则

σk(δ1, δ2, . . . , δn) = [δ1σk−1(δ2 + t, . . . , δn + t) + σk(δ2 + t, . . . , δn + t)] |t=0 < 0.
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选取 t < 0 充分小, 使得

σk−1(δ2 + t, . . . , δn + t) = σk−1(δ) + t(n− k + 1)σk−2(δ) +O(t2) < 0,

σk(δ2 + t, . . . , δn + t) < 0.

综合上述两个式子可知, 如果 t < 0 充分小, 则

σk(δ1, δ2 + t, . . . , δn + t) = δ1σk−1(δ2 + t, . . . , δn + t) + σk(δ2 + t, . . . , δn + t) < 0. (2.6)

记 µ = (δ1, δ2, . . . , δn), 由于 δ1 > δ2 > · · · > δn, σk−1,1(µ) = σk−1(δ2, δ3, . . . , δn) = 0, 利用命题 2.3

得到

0 6 σk−1;1(µ) 6 σk−1;2(µ) 6 · · · 6 σk−1;n(µ).

现在断言 σk−1;n(µ) > 0, 否则 0 6 σk−1;1(µ) 6 σk−1;2(µ) 6 · · · 6 σk−1;n(µ) = 0. 由此得到

σk−1(µ) =
1

n− k + 1

n∑
i=1

σk−1;i(µ) = 0.

综合上式和 (2.6) 得到

µ ∈ P2 ⊂ ∂Γk−1(n).

由命题 2.2(i) 知, σk−1;1(µ) > 0, 这与 σk−1;1(µ) = σk−1(δ2, . . . , δn) = 0 矛盾. 由于 σk−1;n(δ1, δ2, . . . , δn)

= σk−1;n(δ1, δ2 + t, . . . , δn + t) |t=0 > 0, 选取 t < 0 更小, 使得

σk−1;n(δ1, δ2 + t, . . . , δn + t) > 0,

由 (2.6), 令 λ = (sδ1, s(δ2 + t), . . . , s(δn + t)), 其中 s > 0 使得

σk(sδ1, s(δ2 + t), . . . , s(δn + t)) = c, σk−1;1(λ) < 0, σk−1;n(λ) > 0,

如此, 这个 λ 即为定理所需要的 λ. 证毕.

综合命题 2.2–2.5, 我们得到定理 1.1, 从而可以应用隐函数定理 (参见文献 [25, 命题 2.4 和第 125

页]) 证明以下存在性定理 (参见文献 [5, 6, 10]).

定理 2.1 假设 2 6 k 6 n− 1, f = f(y, u, p) 为定义在 Z0 ∈ Rn ×R×Rn 附近的 C∞ 函数, 则方

程 (1.1) 存在 C∞ 的严格 (k − 1)- 凸的局部解, 且方程 (1.1) 关于该解是一致椭圆的.

(1) 如果 f(Z0) = 0, 则该局部解一定不是 (k + 1)- 凸的;

(2) 如果在 Z0 附近 f > 0, 则对每一个 0 6 l 6 n− k, 方程 (1.1) 存在一个 C∞ 的严格 (k + l)- 凸

但非 (k + l + 1)- 凸的局部解.

3 kkk-Hessian 方程的局部解

本节将在前述 k-Hessian 多项式分类的基础上, 研究方程

Sk[u] = K(y)g(y, u,Du) (3.1)

局部解的存在性和凸性,其中K和 g满足条件 (H). Tian和 Xu[26]在特殊情形 g ≡ 1和 Rank(D2K)(y0)

= n−k+1证明了方程 (3.1)局部解的存在性和凸性,我们希望在一般的情形下证明类似的结论.因为
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特殊情形与一般情形的证明没有本质上的不同, 这里仅给出证明的大致思路. 由于条件 (H) 与坐标的

选取无关, 我们选取特殊的坐标系, 在此坐标系下解的 Taylor 展开的主项可以被清晰地表达出来. 由

于方程的退化性来源于 K, 为了简化运算, 我们做一个平移使得

y 7→ y + y0.

同时由于方程中不涉及一阶和零阶的部分,我们对函数 u做一个调整,使得 u 7→ u−u(y0).同时,我们

还可以假设 Z0 = (0, 0, 0). 由于 K(y) 在原点达到最小值, 那么由临界点定理得到 ∇K(0) = 0.

另一方面, 由条件 (H) 知,

Rank(D2K(y0)) = n− l, 0 6 l 6 k − 1,

先作正交变换, 随后把 K 表示为带积分余项的 5 阶 Taylor 展式, 我们可假设

K(y) =
n∑

j=l+1

cjy
2
j +

1

3!

n∑
i,j,k=1

∂3

∂yi∂yj∂yk
(0)yiyjyk +Q(y) +O(1)|y|5,

其中 2cj 是 D2K(y0) 的正特征值, Q(y) 是一个四次齐次多项式. 我们有如下估计:

K(y′, 0) = Q(y) |y′′=0 +O(1)|y′|5 > 0,

∂K

∂yi
(y′, 0) = O(1)|y′|2, l + 1 6 i 6 n,

∂2K

∂yi∂yj
(y′, 0) = O(1)|y′|, l + 1 6 i, j 6 n, i ̸= j,

1

2

∂2K

∂y2i
(y′, 0)− ci = O(1)|y′|, l + 1 6 i 6 n,

其中 y = (y′, 0) = (y′′, 0, 0).

为了刻画局部性, 我们作变量替换 y = ε2x, 其中 ε 是一个小的参量. 另一方面, 取定一个区域

Ω = Qπ ×Qδ0 ⊂ Rk−1 × Rn−k+1,

Qπ = {x̃ ∈ Rk−1 : |xi| < π, 1 6 i 6 k − 1},

Qδ0 =

{
˜̃x ∈ Rn−k+1 :

n∑
i=k

|xi|2 < δ20

}
,

其中 δ0 > 0为一个待定的充分小的参数,它的作用是刻画Qδ0 在某些方向上的窄度, x̃ = (x1, . . . , xk−1),

˜̃x = (xk, . . . , xn). 我们将选定某个 ε0 > 0, 且研究如下形式的方程:

Sk[u] = f̃ 在 Ωε0 = {y = ε20x : x ∈ Ω} 中成立, (3.2)

此处,

f̃ = f̃(y, u, p) =
n∑

i=l+1

ciy
2
i + χ(ε−2ỹ)

[
K(y)g(y, u,Du)−

n∑
i=l+1

ciy
2
i

]
, (3.3)

这里 χ(x̃) ∈ C∞
0 (Qπ) 是一个截断函数: 它在 |x̃| 6 π

2 时取值为 1; 在 x̃ > π 时取值为 0. 注意到 (3.3)

的局部解也是 (3.1)的局部解.引入截断函数 χ(x̃)的目的是为了保证非齐次项以及线性化方程的所有
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系数关于变量 x̃ 是周期的. 由于线性化算子 LG(w) 的系数可能在 x̃ 方向上退化, 我们这样处理使得

所有的系数在 x̃ 方向上是周期的, 而周期解的存在性比较容易得到.

我们将 (3.2) 的局部解按如下形式构造:

u(y) =
1

2

k−1∑
j=1

τjy
2
j + P (y) + ε

17
2 w(ε−2y), (3.4)

其中 w 是一个光滑函数.

解的构造分为三个步骤.

3.1 构造齐次线性方程的解

令 τ = (τ1, . . . , τk−1, 0, . . . , 0), τ1 > τ2 > · · · > τk−1, 那么凸函数

φ(y) =
1

2

k−1∑
j=1

τjy
2
j (3.5)

满足齐次方程 Sk[φ] = 0, 且其线性化算子 Lφ =
∑n
j=1 σk−1;j(τ)∂

2
j 是退化椭圆的, 因为

σk−1;j(τ) = 0, 1 6 j 6 k − 1,

σk−1;j(τ) = σk−1(τ) =
k−1∏
l=1

τl > 0, k 6 j 6 n.

φ 同时满足 Sk+1[φ] = 0.

在文献 [5,6] 中, 我们选取 τ ∈ ∂Γk(n) 满足 σk+1(τ) < 0, 在此条件下 φ 不是 (k+ 1)- 凸. 同时, 文

献 [10]中构造的解也不可能是 (k+1)-凸的, 这是因为在某种意义下 “非 (k+1)-凸”与 “线性化算子

的一致椭圆型” 是等价的. 所以为了构造严格凸的局部解, 我们只能考虑 σk+1(τ) = 0 这种情形, 而在

这种情形下, 线性化算子必然是退化的. 另一方面, (3.5) 定义的函数 φ 在 yj (k 6 j 6 n) 方向的凸性

太弱, 无法保证该函数在扰动后仍然具备凸性.

3.2 近似严格凸解

我们利用条件 (H) 构造 P (y) 使得

ψ(y) =
1

2

k−1∑
j=1

τjy
2
j + P (y), (3.6)

则 ψ 在 Ωε0 上严格凸, 且满足 Sk[ψ] = f̃ +O(1)ε
9
2 .

3.3 Nash-Moser 迭代

最后需要证明存在光滑函数 w 使得由 (3.4) 定义的 u 是 (3.2) 的一个局部解. 为此, 我们引入

Nash-Moser-Hörmander 迭代w0 = 0, wm+1 = wm + Smρm,

LG(wm)ρm + θm∆ρm = gm 在 Ω 中成立,
(3.7)
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此处, {Sm} 是一族光滑算子,

gm = −G(wm) =
1

ε
9
2

{Sk(ψ + ε
17
2 wm(ε−2y))− f̃}, θm = sup

Ω
|G(wm)| = ∥gm∥L∞ ,

同时,

LG(w) =

n∑
i,j=1

∂G(r(w))

∂rij
∂i∂j ,

此处,

r(w) =

( k−1∑
l=1

δji δ
l
jτl + Pij(ε

2x) + ε
9
2wij(x)

)
16i,j6n

.

迭代的步骤是, 先证明线性化方程解 wm 的存在性, 然后在 Sobolev 空间中证明

θ → 0, wm → w,

随后将此 w 代入 u 的表达式 (3.4) 中, 得到 (3.2) 的局部解. 整个过程中, 我们需要保持 (3.6) 中 ψ 的

凸性.

因为线性化方程是退化椭圆的,因此,关于解 ρm 的先验估计会有正则性损失;同时线性化算子的

系数又依赖于 D2wm, 因此, 我们必须将 ρm 光滑化才可以保证 (3.7) 中的迭代的合法性. 本文的迭代

与文献 [6] 中迭代差异较大.

下面在一般情形下构造 P (y). 用 Taylor 展开将 K(y) 和 g 分别表达成

K(y) = K(y′, y′′) = K(y′, 0) +
n∑

i=l+1

∂K

∂yi
(y′, 0)yi +

1

2

n∑
i,j=l+1

∂2K

∂yi∂yj
(y′, 0)yiyj +O(1)|y′′|3

和

g = g(y′, y′′, u,Du)

= g(y′, 0, 0, 0) +
n∑

i=l+1

∂g

∂yi
(y′, 0, 0, 0)yi +

∂g

∂u
(y′, 0, 0, 0)u

+
n∑
i=1

∂g

∂pi
(y′, 0, 0, 0)uyi +

1

2

n∑
i,j=1

∂2g

∂pi∂pj
(y′, 0, 0, 0)uyiuyj

+O(1)[|y′′|2 + |y′′u|+ |y′′∇yu|+ |u|2 + |u∇yu|+ |∇yu|3].

先考虑 ε
17
2 w(ε−2y) 对 P (y) 的影响. 这些可能有影响的项如下:

K(y)ε
17
2
∂g

∂u
(y′, 0, 0, 0)w(x) = O(1)ε

23
2 , K(y)ε

13
2

n∑
i=1

∂g

∂pi
(y′, 0, 0, 0)wyi(x) = O(1)ε

19
2 ,

由于 K(y) = O(1)ε4, 因此, 以上各项的影响是 “可忽略” 的. 所谓的 “可忽略”, 是该项不会影响 P (y)

的凸性. 因此, 我们可以将 K(y)g(y, u,Du) 分解成为主项和一些 “可忽略” 的项, 其主项为

R(y) ≡ K(y′, 0)g(0, 0, 0, 0) +
n∑

i=l+1

∂K

∂yi
(y′, 0)

∂g

∂yi
(y′, 0, 0, 0)y2i
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+
1

2

n∑
i=l+1

∂2K

∂y2i
(y′, 0)y2i

[
g(y′, 0, 0, 0) +

∂g

∂u
(y′, 0, 0, 0)

1

2

l∑
i=1

τiy
2
i

+
l∑
i=1

∂g

∂pi
(y′, 0, 0, 0)τiyi +

1

2

l∑
i,j=1

∂2g

∂pi∂pj
(y′, 0, 0, 0)(τiyi)(τjyj)

]

≡ R1(y) +R2(y) +R3(y) +
n∑

i=l+1

ciy
2
i g(0, 0, 0, 0),

其中

R1(y) = K(y′, 0)g(0, 0, 0, 0),

R2(y) =
k−1∑
i=l+1

∂K

∂yi
(y′, 0)

∂g

∂yi
(y′, 0, 0, 0)y2i +

1

2

k−1∑
i=l+1

∂2K

∂y2i
(y′, 0)y2i

[
g(y′, 0, 0, 0)

+
∂g

∂u
(y′, 0, 0, 0)

1

2

l∑
i=1

τiy
2
i +

l∑
i=1

∂g

∂pi
(y′, 0, 0, 0)τiyi

+
1

2

l∑
i,j=1

∂2g

∂pi∂pj
(y′, 0, 0, 0)(τiyi)(τjyj)

]
−

k−1∑
i=l+1

ciy
2
i g(0, 0, 0, 0),

R3(y) =
n∑
i=k

∂K

∂yi
(y′, 0)

∂g

∂yi
(y′, 0, 0, 0)y2i +

1

2

n∑
i=k

∂2K

∂y2i
(y′, 0)y2i

[
g(y′, 0, 0, 0)

+
∂g

∂u
(y′, 0, 0, 0)

1

2

l∑
i=1

τiy
2
i +

l∑
i=1

∂g

∂pi
(y′, 0, 0, 0)τiyi

+
1

2

l∑
i,j=1

∂2g

∂pi∂pj
(y′, 0, 0, 0)(τiyi)(τjyj)

]
−

n∑
i=k

ciy
2
i g(0, 0, 0, 0),

当 l = k − 1 时, R2 为 0. 与 g ≡ 1 的情形类似, 我们有

f̃ =
n∑

i=l+1

ciy
2
i g(0, 0, 0, 0) + χ(ε−2y′)

[
K(y)g(y, u,Du)−

n∑
i=l+1

ciy
2
i g(0, 0, 0, 0)

]
.

(3.4) 中的 P (y) 可以按照如下形式构造:

P (y) ≡ 1

2(n− k + 1)
∏k−1
i=1 τi

χ(ε−2y′)[R1(y) +R2(y)]
n∑
j=k

y2j

+
1

12
∏k−1
i=1 τi

χ(ε−2y′)

n∑
i=k

∂K

∂yi
(y′, 0)

∂g

∂yi
(y′, 0, 0, 0)y4i

+
1

24
∏k−1
i=1 τi

χ(ε−2y′)
n∑
i=k

∂2K

∂y2i
(y′, 0)y4i

[
g(y′, 0, 0, 0) +

∂g

∂u
(y′, 0, 0, 0)

1

2

l∑
i=1

τiy
2
i

+
l∑
i=1

∂g

∂pi
(y′, 0, 0, 0)τiyi +

1

2

l∑
i,j=1

∂2g

∂pi∂pj
(y′, 0, 0, 0)(τiyi)(τjyj)

]

− 1

12
∏k−1
i=1 τi

g(0, 0, 0, 0)χ(ε−2y′)
n∑
i=k

ciy
4
i
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+
1

2(n− k + 1)
∏k−1
i=1 τi

g(0, 0, 0, 0)

k−1∑
i=l+1

ciy
2
i

n∑
j=k

y2j

+
1

12

n∑
i=k

[
cig(0, 0, 0, 0)∏k−1

i=1 τi
− 4m(n− k)

]
y4i +m

n∑
j=k

n∑
i=k,i ̸=j

y2i y
2
j , (3.8)

其中

0 < m <
1

8(n− k)2 + 4(n− k + 1)
min
k6j6n

{
g(0, 0, 0, 0)cj∏k−1

i=1 τi

}
.

如此, 这样的 P (y) 即可使得 (3.6) 中定义的 ψ 在 Ωε0 上严格凸, 且 Sk[ψ] = f̃ +O(1)ε
9
2 .

特别说明 当 g ≡ 1, Rank(D2K)(y0) = n − k + 1, (3.8) 中的 P (y) 就是文献 [26] 中的 P (y). 对

于一般形式的非齐次项 f(y, u,Du), 我们的方法失效, 因为在 f(y, u,Du)的 Taylor展开式中存在如下

的项:
k−1∑
j=1

n∑
i=l+1

∂yi∂pif(0, 0, 0, 0)τiyiyj ,

这些项既不是无穷小阶数高的 “可忽略”项,又不是能单独影响整体符号的主项.这是因为这些项与 ε4

是同阶的, 所以, 它们是不可忽略的; 但如果把它们作为主部, 将导致 Pjj(y) > m|y′′|2 无法成立, 因为

该不等式是保证解的严格凸性的关键.

致谢 非常感谢审稿人指出本文的错误及修改意见.
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