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摘要 本文首次把 Poisson随机测度引入分数倒向重随机微分方程,基于可料的 Girsanov变换证明由

Brown 运动、Poisson 随机测度和 Hurst 参数在 (1/2, 1) 范围内的分数 Brown 运动共同驱动的半线性

倒向重随机微分方程解的存在唯一性. 在此基础上, 本文定义一类半线性随机积分偏微分方程的随机

黏性解, 并证明该黏性解由带跳分数倒向重随机微分方程的解唯一地给出, 对经典的黏性解理论作出

有益的补充.
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1 引言

非线性倒向随机微分方程的理论首先由 Pardoux 和 Peng [1] 于 1990 年提出, 之后倒向随机微分

方程被广泛研究并应用在数理金融和偏微分方程领域, 如文献 [2–4]. Pardoux 和 Peng [5] 引入了倒向

重随机微分方程的概念, 并给出了半线性随机偏微分方程解的概率表达形式. 然后许多学者致力于倒

向重随机微分方程及相关随机偏微分方程的研究, 如文献 [6–10]. 2012 年, Zhu 和 Shi [11] 利用平滑技

术证明了由 Brown 运动和 Poisson 过程驱动的具有非线性系数倒向重随机微分方程在随机区间上解

的存在唯一性, 并给出了拟线性随机积分偏微分方程解的概率表达式.

最近, 对于由分数 Brown 运动驱动的倒向随机微分方程的研究越来越受到学者的关注. 分数倒

向随机微分方程首先由 Hu [12] 研究. Bender [13] 于 2005 年给出了 Hurst 参数在 (1/2, 1) 范围内的线

性分数倒向随机微分方程的解析解. Hu 和 Peng [14] 基于拟条件期望的技术证明了非线性分数倒向随

机微分方程解的存在唯一性, 而 Katarzyna [15] 进一步拓展了文献 [14] 的结果. 利用 Girsanov 变换和

Doss-Sussmann 变换, Jing 和 León [16] 以及 Jing [17] 分别对 Hurst 参数在 (0, 1/2) 和 (1/2, 1) 范围内

的分数 Brown 运动和标准 Brown 运动共同驱动的倒向重随机微分方程的解进行了研究.

本文首次把 Poisson 随机测度引入分数倒向重随机微分方程, 研究由相互独立的标准 Brown 运

动、Poisson 随机测度和 Hurst 参数在 (1/2, 1) 范围内的分数 Brown 运动驱动的倒向重随机微分方程
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解的存在唯一性. 利用文献 [18] 提出的可料 Girsanov 变换, 本文建立带跳的分数倒向重随机微分方

程的解与依 (分数 Brown 运动的) 路径带跳的倒向随机微分方程解之间的一一对应关系. 值得注意的

是, 为使这两个方程的解处于同一空间, 本文引入经典 L2 空间的子空间. 并且基于文献 [5, 11, 16] 的

结果, 本文考虑一类由分数 Brown 运动驱动的半线性随机积分偏微分方程解的概率表达式, 研究结果

证明, 通过依路径积分偏微分方程的可料 Girsanov 变换, 由分数 Brown 运动驱动的随机积分偏微分

方程的随机黏性解可由带跳的分数倒向重随机微分方程的解唯一给出.

本文主要的贡献有两方面. 首先, 本文通过证明带跳分数倒向重随机微分方程解的存在唯一性,

为研究由 Brown 运动、Poisson 随机测度和分数 Brown 运动这三类具有代表性的特殊过程共同驱动

的倒向重随机微分方程提供了思路, 从而将这三类过程同倒向随机微分方程理论完整地结合在一起.

其次, 基于可料 Girsanov 变换, 我们对由分数 Brown 运动驱动的半线性随机积分偏微分方程的随机

黏性解给出定义, 对经典的黏性解理论作出有益的补充, 并为将来研究非线性随机积分偏微分方程的

随机黏性解打下了基础.

本文结构如下: 第 2节给出文章的基本假设和理论基础;第 3节研究由标准 Brown运动、Poisson

随机测度和分数 Brown 运动驱动的半线性倒向重随机微分方程解的存在唯一性; 第 4 节证明一类半

线性随机积分偏微分方程解的概率表达式可由带跳的分数倒向重随机微分方程给出.

2 预备知识

2.1 概念与假设

本文固定实数 T > 0, 且令 E = Rn\{0}.
假设 {Ws, s ∈ [0, T ]} 为定义在完备概率空间 (Ω1,F1,P1) 上的一个 d 维标准 Brown 运动, {BH

s ,

s ∈ [0, T ]} 为定义在完备概率空间 (Ω2,F2, P2) 上 Hurst 参数在 (1/2, 1) 范围内的一维分数 Brown 运

动, 以及 {N(ds, de), (s, e) ∈ [0, T ]× E} 为定义在概率空间 (Ω3,F3,P3) 上的 Poisson 随机测度.

令 (Ω,F ,P) 为上述三个空间的乘积空间, 即

(Ω,F ,P) = (Ω1,F1,P1)⊗ (Ω2,F2,P2)⊗ (Ω3,F3,P3) = (Ω1 × Ω2 × Ω3,F1 ×F2 ×F3,P1 ⊗ P2 ⊗ P3),

那么, 我们重新定义过程 W , BH 和 N 为它们分别从 (Ω1,F1, P1), (Ω2,F2, P2) 和 (Ω3,F3,P3) 到 (Ω,

F ,P) 的扩张. 同时令 Ñ 为相应的补偿 Poisson 随机测度, 即

Ñ(ds, de) = N(ds, de)− dsΠ(de), (s, e) ∈ [0, T ]× E,

其中, Π 是定义在 (E,B(E)) 上的对应的 Lévy 测度, 其中, B(E) 是由 E 生成的 Borel σ- 代数.

分数 Brown 运动 {BH
t , t ∈ [0, T ]} 是一个中心化的 Gauss 过程, 且其协方差函数满足下面的关

系式:

RH(t, s) = E[BH
t B

H
s ] =

1

2
(t2H + s2H − |t− s|2H),

其中, H ∈ (0, 1) 是 Hurst 参数. 当 H ∈ (1/2, 1) 时, 分数 Brown 运动可有下述表达式:

BH
t =

∫ t

0

KH(t, s)dW 0
s ,
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W 0 是空间 (Ω2,F2, P2) 上的典则 Brown 运动, 且核函数

KH(t, s) = cHs
1/2−H

∫ t

s

(u− s)H−3/2uH−1/2du, t > s,

其中, cH = [H(2H − 1)/β(2− 2H,H − 1/2)]1/2.

对于任意的 t ∈ [0, T ], 令

FW
t,T = σ{WT −Ws, t 6 s 6 T} ∨ N ,

F Ñ
t,T = σ{NT (A)−Ns(A), t 6 s 6 T,A ∈ B(Rn)} ∨ N ,

FB
t = σ{BH

s , 0 6 s 6 t} ∨ N ,

其中, N 是 P- 零测集. 同时我们令 Gt = FW
t,T ∨F Ñ

t,T ∨FB
t 且 Ht = FW

t,T ∨F Ñ
t,T ∨FB

T , t ∈ [0, T ]. 这里需

要指出的是, FW
t,T , F Ñ

t,T 和 Ht 是关于 t 递减的, FB
t 关于 t 递增, 但 Gt 关于 t 无单调关系. 将 σ 代数

族 {Gt}06t6T 记为 G. 进一步, 我们引入倒向信息流 H = {Ht}06t6T .

另外, 我们给出本文所用到的一些空间的定义. 令 L2
G(0, T ;Rd) (相应地, L2

H(0, T ;Rd)) 代表 d 维

过程 {φt, t ∈ [0, T ]} 组成的空间, 其中, {φt, t ∈ [0, T ]} 满足下述条件: 对于任意的 t ∈ [0, T ], φt 是 Gt-

(相应地, Ht-) 可测的且

E
[ ∫ T

0

|φt|2dt
]
< +∞.

令 L2
G(0, T ; Ñ ,R) (相应地, L2

H(0, T ; Ñ ,R)) 代表映射 U : Ω × [0, T ] × E → R 组成的空间, 其中,

U : Ω× [0, T ]× E → R 满足下述条件: U : Ω× [0, T ]× E → R 是 G- (相应地, H-) 可料的且

E
[ ∫ T

0

∫
E

|Us(e)|2Π(de)ds

]
< +∞.

2.2 Skorohod 积分和 Malliavin 分析

本节引入 Skorohod 积分和 Malliavin 分析的一些基本知识. 对于更详细的相关内容可参见文

献 [19, 20].

假设 E 代表定义在区间 [0, T ] 上的阶梯函数的集类. 令 HH 为 E 通过由下述内积所定义的范数
完备化的 Hilbert 空间,

⟨1[0,t], 1[0,s]⟩HH = RH(t, s) = E[BH
t B

H
s ], t, s ∈ [0, T ],

则映射 1[0,t] 7→ Bt 可扩展成定义在 L2(Ω,F ,P) 的闭 Gauss 子空间 HH 上的等距变换 φ 7→ B(φ). 同

时, 我们在 L2([0, T ]) 定义算子 K:

(Kf)(t) =
∫ t

0

KH(t, s)f(s)ds, f ∈ L2([0, T ]),

其共轭算子为 K∗. 容易证明 K1[0,t] = KH(t, ·)1[0,t], t ∈ [0, T ].

定义空间 L2((λ×Π)n) = L2(([0, T ]× E)n) 为满足下述条件的函数空间,

∥f∥L2((λ×Π)n) =

(∫
([0,T ]×E)n

f2(t1, z1, . . . , tn, zn)dt1Π(de1) · · · dtnΠ(den)

)1/2

<∞,
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其中, λ是 [0, T ]上的 Lebesgue测度,令 L̃2((λ×Π)n)代表 L2((λ×Π)n)中由对称函数组成的子空间.

若 f ∈ L̃2((λ×Π)n), 则可定义 f 对于 Poisson 随机测度的 n 重累计迭代积分为

In(f) =

∫
([0,T ]×E)n

f(t1, z1, . . . , tn, zn)Ñ(dt1, de1) · · · Ñ(dtn, den).

随机 Sobolev 空间 D1,2 由所有 F Ñ
0,T 可测的随机变量 Q ∈ L2(P) 组成且其混沌分解为

Q =

∞∑
n=0

In(fn), fn ∈ L̃2((λ×Π)n),

其中,

∥Q∥2D1,2
=

∞∑
n=0

nn!∥fn∥L2((λ×Π)n) <∞.

令 S 代表光滑随机变量族, 其随机变量满足

F =

k∑
i=1

fi(W (ψi1), . . . ,W (ψim), B(φim+1), . . . , B(φim+n))Qi, (2.1)

其中, 对任意 k ∈ N, i ∈ {1, . . . , k}, ψi1 , . . . , ψim ∈ L2([0, T ]), φim+1 , . . . , φim+n ∈ HH ,

Qi =
∞∑
j=1

In(gn) ∈ D1,2

且 fi ∈ C∞
b (Rm+n). 这里, C∞

b (Rm+n) 是属于 C∞ 的有界函数 f : Rm+n → R 的集合.

对于由 (2.1) 定义的 F , 令 DWF 代表光滑随机变量 F 关于 W 的 Malliavin 导数, 则

DWF =
m∑
j=1

k∑
i=1

∂

∂xj
fi(W (ψi1), . . . ,W (ψim), B(φim+1), . . . , B(φim+n))Qiψj .

令 DBF 代表 F 关于 BH 的 Malliavin 导数, 则

DBF =
m+n∑

j=m+1

k∑
i=1

∂

∂xj
fi(W (ψi1), . . . ,W (ψim), B(φim+1), . . . , B(φim+n))QiKφj .

同时, 令 DNF 代表 F 关于 Ñ 的 Malliavin 导数, 则

DNF =
k∑

i=1

fi(W (ψi1), . . . ,W (ψim), B(φim+1), . . . , B(φim+n))
∞∑

n=1

nIn−1(gn(·, t, e)).

类似于经典 Brown运动的情形,对 BH 的 Skorohod积分可定义为 Malliavin导数的对偶算子. 下

面分别给出关于 Brown 运动 W 和分数 Brown 运动 BH 和补偿的 Poisson 随机测度 Ñ 的 Skorohod

积分.

定义 2.1 令 u ∈ L2(Ω× [0, T ]). 如果存在 δW (u) ∈ L2(Ω) 使得

E
[ ∫ T

0

(DWF )(t)u(t)dt

]
= E[FδW (u)], ∀F ∈ S. (2.2)
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那么, u 属于 Dom δW , 在这种情形下随机变量 δW (u) 称为 u 关于 W 的 Skorohod 积分.

定义 2.2 令 u ∈ L2(Ω× [0, T ]). 如果存在 δB(u) ∈ L2(Ω), 使得

E
[ ∫ T

0

(DBF )(t)Ku(t)dt
]
= E[FδB(u)], ∀F ∈ S. (2.3)

那么, u 属于 Dom δB , 在这种情形下随机变量 δB(u) 称为 u 关于 BH 的 Skorohod 积分.

同理, 我们有如下的定义:

定义 2.3 令 u ∈ L2(Ω× [0, T ]× E). 如果存在随机变量 δN (u) ∈ L2(Ω), 使得

E
[ ∫ T

0

∫
E

(DNF )(t, e)u(t, e)Π(de)dt

]
= E[FδN (u)], ∀F ∈ S. (2.4)

那么 u 属于 Dom δN , 在这种情形下随机变量 δN (u) 称为 u 关于 Ñ 的 Skorohod 积分.

若 u1[0,t] ∈ Dom δB , 则有 ∫ t

0

usdB
H
s = δB(u1[0,t]).

接着引入下述经典的结果:

命题 2.1 令 u ∈ L2(Ω × [0, T ]) 且 v ∈ L2(Ω × [0, T ] × E) 是 H- 适应的. 那么, Itô 倒向积分∫ T

0
u(s) ↓ dWs 和

∫ T

0

∫
E
v(s, e) ↓ Ñ(ds, de) 分别与关于 W 和 Ñ 的 Skorohod 积分一致, 即∫ T

0

u(s) ↓ dWs = δW (u) 且

∫ T

0

∫
E

v(s, e) ↓ Ñ(ds, de) = δN (v).

2.3 Girsanov 变换

下面将引入本文证明中的一个重要的工具 — 可料 Girsanov 变换.

令 γ 为 HH 的确定性函数. 对于任意的 t ∈ [0, T ] , 在 Ω2 中我们定义以下变换:

Tt(ω) = ω +

∫ ·∧t

0

(Kγ)(r)dr, At(ω) = ω −
∫ ·∧t

0

(Kγ)(r)dr.

显然, AtTt 和 TtAt 在 Ω2 上为单位不变算子. 根据可料 Girsanov 定理 [18], 对于任意平方可积的随机

变量 F , 我们有

E[F ] = E[F (At)εt] = E[F (Tt)ε−1
t (Tt)], (2.5)

其中,

εt = exp

(∫ t

0

γrdB
H
r − 1

2

∫ t

0

((Kγ)(r))2dr
)
. (2.6)

容易证明

E
[
exp

{
sup

t∈[0,T ]

∣∣∣∣ ∫ t

0

γrdB
H
r

∣∣∣∣}]
< +∞.

为证明在 Girsanov 变换下一类随机过程的不变性, 我们引入空间 L2
G(0, T ;Rd) (相应地, L2

H(0,

T ;Rd)) 和 L2
G(0, T ; Ñ ,R) (相应地, L2

H(0, T ; Ñ ,R)) 的子空间 L2,∗
G (0, T ;Rd) (相应地, L2,∗

H (0, T ;Rd)) 和

L2,∗
G (0, T ; Ñ ,R) (相应地, L2,∗

H (0, T ; Ñ ,R)).

77



郭冬梅等: 带跳的分数倒向重随机微分方程及相应的随机积分偏微分方程

定义 L2,∗
G (0, T ;Rd) (相应地, L2,∗

H (0, T ;Rd)) 为一类 G- (相应地, H-) 适应过程 {φt, t ∈ [0, T ]} 的集
类, 其满足

E
[
exp

{
p sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣ ∫ t

0

γrdB
H
r

∣∣∣∣} ∫ T

0

|φt|2dt
]
< +∞, 对所有 p > 1,

同时定义 L2,∗
G (0, T ; Ñ ,R) (相应地, L2,∗

H (0, T ; Ñ ,R)) 为一类 G (相应地, H) 可料过程 {φt, t ∈ [0, T ]} 的
集类, 其满足

E
[
exp

{
p sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣ ∫ t

0

γrdB
H
r

∣∣∣∣} ∫ T

0

∫
E

|Us(e)|2Π(de)ds

]
< +∞, 对所有 p > 1.

引理 2.1 表明了上述空间的不变性.

引理 2.1 假设任意随机过程三元组 (Y,Z, U) ∈ L2,∗
G (0, T ;R) × L2,∗

G (0, T ;Rn) × L2,∗
G (0, T ; Ñ ,R),

那么 (Y, Z, U) 经过 Girsanov 变换后仍属于空间 L2,∗
G (0, T ;R)× L2,∗

G (0, T ;Rn)× L2,∗
G (0, T ; Ñ ,R), 即

(1) {(Ỹt, Z̃t, Ũt) = (Yt(Tt)ε−1
t (Tt), Zt(Tt)ε−1

t (Tt), Ut(Tt)ε−1
t (Tt)), t ∈ [0, T ]} ∈ L2,∗

G (0, T ;R) × L2,∗
G (0,

T ;Rn)× L2,∗
G (0, T ; Ñ ,R);

(2) {(Y t, Zt, U t) = (Yt(At)εt, Zt(At)εt, Ut(At)εt), t ∈ [0, T ]} ∈ L2,∗
G (0, T ;R)×L2,∗

G (0, T ;Rn) ×L2,∗
G (0,

T ; Ñ ,R).
证明 由于证明技术相似, 我们只证明 (1) 中关于过程 U 的结论.

对于 U ∈ L2,∗
G (0, T ; Ñ ,R), 应用 Girsanov 变换, 对于任意的 p > 1, 我们有

E
[
exp

{
p sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣ ∫ t

0

γsdB
H
s

∣∣∣∣} ∫ T

0

∫
E

|Ũs(e)|2Π(de)ds

]
= E

[
exp

{
p sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣ ∫ t

0

γsdB
H
s

∣∣∣∣} ∫ T

0

∫
E

|Us(Ts, e)ε−1
s (Ts)|2Π(de)ds

]
= E

[
exp

{
p sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣ ∫ t

0

γsdB
H
s (As)

∣∣∣∣} ∫ T

0

∫
E

|Us(e)|2ε−1
s Π(de)ds

]
6 CE

[
exp

{
(p+ 1) sup

t∈[0,T ]

∣∣∣∣ ∫ t

0

γsdB
H
s

∣∣∣∣} ∫ T

0

∫
E

|Us(e)|2Π(de)ds

]
< +∞.

因此, {Ũt, t ∈ [0, T ]} ∈ L2,∗
G (0, T ; Ñ ,R).

注 2.1 此引理对于我们主要结果的证明非常重要, 因为 Girsanov 变换的不变性在空间 L2
G(0,

T ;Rd) 并不是一个明显的结论, 它使得利用 Girsanov 变换后的过程仍与原过程保持在同一个空间, 因

此, 基于引理 2.1, 我们将对倒向随机微分方程的解应用 Girsanov 变换.

3 带跳的分数重倒向随机微分方程解的存在唯一性

本节考虑下述由 Brown 运动 W、Poisson 随机测度 Ñ 和分数 Brown 运动 BH 驱动的半线性倒

向重随机微分方程:
dYt = f(t, Yt, Zt, Ut)dt+ Zt ↓ dWt +

∫
E

Ut(e) ↓ Ñ(dt, de) + γtYtdB
H
t ,

Y0 = ξ,

(3.1)
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其中, ξ ∈ L2(Ω,FW
0,T ∨ F Ñ

0,T ,P) 且泛函

f : Ω× [0, T ]× R× Rd × L2(E,B(E),Π;Rn) 7→ R

是可测的, 满足如下条件:

(H1) (i) 对于任意的 t ∈ [0, T ] 和 (y, z, u) ∈ R × Rd × L2(E,B(E),Π;Rn), f(·, t, y, z, u) 是 FW
t,T

∨F Ñ
t,T - 可测的;

(ii) f(·, 0, 0, 0) ∈ L2(Ω× [0, T ]);

(iii) 对于任意的 (y1, z1, u1), (y2, z2, u2) ∈ R× Rd × L2(E,B(E),Π;Rn), 存在常数 K ∈ R+, 使得

|f(t, y1, z1, u1)− f(t, y2, z2, u2)| 6 K(|y1 − y2|+ |z1 − z2|+ ∥u1 − u2∥),

其中,

∥u1 − u2∥ =

(∫
E

|u1(e)− u2(e)|2Π(de)

)1/2

.

需要注意的是关于 W 和 Ñ 的积分是倒向积分, 因为为了应用关于 BH 的 Skorohod 积分, 我们

对方程 (3.1) 中的积分表达式进行了时间反演.

下面建立方程 (3.1) 与倒向方程 (3.2) 的联系,
dŶt = f(t, Ŷtεt(Tt), Ẑtεt(Tt), Ûtεt(Tt))ε−1

t (Tt)dt+ Ẑt ↓ dWt +

∫
E

Ût(e) ↓ Ñ(dt, de),

Ŷ0 = ξ.

(3.2)

这里值得注意的是, 文献 [19, 22] 等已对带跳的倒向随机微分方程 (不含分数 Brown 运动) 的相关理

论进行了深入研究, 且文献 [23] 利用受控的带跳倒向随机微分方程研究了 Hamilton-Jacobi-Bellman

(HJB) 型的积分偏微分方程黏性解的正则性.

首先, 我们证明方程 (3.2) 解的存在唯一性.

定理 3.1 在空间 L2,∗
G (0, T ;R)× L2,∗

G (0, T ;Rd)× L2,∗
G (0, T ; Ñ ,R) 中, 倒向随机微分方程 (3.2) 存

在唯一的解.

证明 我们将分两步证明上述定理.

第 1 步 首先证明方程 (3.2) 在空间 L2,∗
H (0, T ;R) × L2,∗

H (0, T ;Rd) × L2,∗
H (0, T ; Ñ ,R) 中存在唯一

的解.

令 Gt(y, z, u) = f(t, yεt(Tt), zεt(Tt), uεt(Tt))ε−1
t (Tt). 则对于任意 t ∈ [0, T ], Gt(y, z, u) 是 Gt- 可测

的, 因此也是 Ht- 可测的. 而且, 对于任意的 t ∈ [0, T ] 和 (yi, zi, ui) ∈ R×Rd × L2(E, E ,Π;R), i = 1, 2,

我们有

|Gt(y1, z1, u1)−Gt(y2, z2, u2)| 6 K(|y1 − y2|+ |z1 − z2|+ ∥u1 − u2∥),

即函数 G 对于 (y, z, u) ∈ R × Rd × L2(E, E ,Π;R) 是一致 Lipschitz 的, 且 Gt(0, 0, 0) ∈ L2(Ω × [0, T ]).

利用假设 (H1) [21, 23] 可以证明方程 (3.2) 在空间 L2
H(0, T ;R)× L2

H(0, T ;Rd)× L2
H(0, T ; Ñ ,R) 中存在唯

一的解 (Ŷ , Ẑ, Û).

接着将证明 (Ŷ , Ẑ, Û) ∈ L2,∗
H (0, T ;R)× L2,∗

H (0, T ;Rd)× L2,∗
H (0, T ; Ñ ,R). 对 |Ŷt|2 应用 Girsanov 变

换得

d|Ŷt|2 = 2ŶtGt(Ŷt, Ẑt, Ût)dt+ 2ŶtẐt ↓ dWt + 2

∫
E

ŶtÛt(e) ↓ Ñ(dt, de)− |Ẑt|2dt−
∫
E

|Ût(e)|2Π(de)dt.
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由假设 (H1), 我们有

|Ŷt|2 +
∫ t

0

|Ẑs|2ds+
∫ t

0

∫
E

|Ûs(e)|2Π(de)ds

= ξ2 + 2

∫ t

0

ŶsGs(Ŷs, Ẑs, Ûs)ds+ 2

∫ t

0

ŶsẐs ↓ dWs + 2

∫ t

0

∫
E

ŶsÛs(e) ↓ Ñ(ds, de)

6 ξ2 +

∫ t

0

(C1|Ŷs|2 +
1

2
|Ẑs|2 +

1

2

∫
E

|Ûs(e)|2Π(de) + C2|Gs(0, 0, 0)|2)ds

+ 2

∫ t

0

ŶsẐs ↓ dWs + 2

∫ t

0

∫
E

ŶsÛs(e) ↓ Ñ(ds, de).

不等式两端对 FB
T 取条件期望得

E
[
|Ŷt|2 +

1

2

∫ t

0

|Ẑs|2ds+
1

2

∫ t

0

∫
E

|Ûs(e)|2Π(de)ds

∣∣∣∣ FB
T

]
6 E[ξ2] +

∫ t

0

(C1|Ŷs|2 + C3ε
−2
s )ds

6 E[ξ2] + C1

∫ t

0

|Ŷs|2ds+ C4 exp

{
2 sup
s∈[0,T ]

∣∣∣∣ ∫ t

0

γrdB
H
r

∣∣∣∣}.
因此, 根据 Gronwall 不等式, 我们可以推出

E
[
|Ŷt|2 +

∫ t

0

|Ẑs|2ds+
∫ t

0

∫
E

|Ûs(e)|2Π(de)ds
∣∣∣∣ FB

T

]
6 C exp

{
2 sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣ ∫ t

0

γsdB
H
s

∣∣∣∣}.
由上述不等式, 容易证明

E
[
exp

{
p sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣ ∫ t

0

γsdB
H
s

∣∣∣∣}(|Ŷt|2 + ∫ t

0

|Ẑs|2ds+
∫ t

0

∫
E

|Ûs(e)|2Π(de)ds

)]
= E

[
exp

{
p sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣ ∫ t

0

γsdB
H
s

∣∣∣∣}E
[
|Ŷt|2 +

∫ t

0

|Ẑs|2ds+
∫ t

0

∫
E

|Ûs(e)|2Π(de)ds

∣∣∣∣ FB
T

]]
6 CE

[
exp

{
(p+ 2) sup

s∈[0,T ]

∣∣∣∣ ∫ t

0

γrdB
H
r

∣∣∣∣}]
< +∞,

即 (Ŷ , Ẑ, Û) ∈ L2,∗
H (0, T ;R)× L2,∗

H (0, T ;Rd)× L2,∗
H (0, T ; Ñ ,R).

第 2 步 下面证明 (Ŷ , Ẑ, Û)不仅属于空间 L2,∗
H (0, T ;R)×L2,∗

H (0, T ;Rd)×L2,∗
H (0, T ; Ñ ,R), 而且属

于空间 L2,∗
G (0, T ;R)×L2,∗

G (0, T ;Rd)×L2,∗
G (0, T ; Ñ ,R). 为了证明该结论,取任意的 τ ∈ [0, T ],我们考虑

区间 [0, τ ] 上的方程
dŶt = Gt(Ŷt, Ẑt, Ût)dt+ Ẑt ↓ dWt +

∫
E

Ût(e) ↓ Ñ(dt, de), t ∈ [0, τ ],

Ỹ0 = ξ.

(3.3)

令 Hτ
t := FW

t,T ∨ F Ñ
t,T ∨ FB

τ , t ∈ [0, τ ], 则 Hτ = {Hτ
t }t∈[0,τ ] 是关于 W 和 Ñ 的倒向信息族, 具有鞅表

示定理. 因为 Gt(y, z, u) 在 [0, τ ] 上是 Gt- 可测的, 那么也是 Hτ
t - 可测的, dt-a.e. 由经典倒向随机微分

方程理论, 我们知方程 (3.3)存在一个解 (Ŷ τ , Ẑτ , Ûτ ) ∈ L2,∗
Hτ (0, T ;R)×L2,∗

Hτ (0, T ;Rd)×L2,∗
Hτ (0, T ; Ñ ,R).
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基于倒向随机微分方程的唯一性结果,该解在空间 L2,∗
Hτ (0, T ;R)×L2,∗

Hτ (0, T ;Rd)×L2,∗
Hτ (0, T ; Ñ ,R)是唯

一的. 则当 t < τ 时, (Ŷ , Ẑ, Û) = (Ŷ τ , Ẑτ , Ûτ ), dt-a.e.

因此, 当 t < τ 时, (Ŷt, Ẑt, Ût)是 Hτ
t -可测的, dt-a.e.令 τ ↓ t, 根据信息族 FB 的右连续性, 我们得

出 (Ŷ , Ẑ, Û) 是 G- 适应的.

接下来, 我们证明定理 3.2, 这是本文的一个重要结果.

定理 3.2 (1) 令 (Ŷ , Ẑ, Û) ∈ L2,∗
G (0, T ;R)× L2,∗

G (0, T ;Rd)× L2,∗
G (0, T ; Ñ ,R) 是重倒向随机微分方

程 (3.2) 的一个解, 则

(Yt, Zt, Ut) = (Ŷt(At)εt, Ẑt(At)εt, Ût(At)εt), t ∈ [0, T ]

在 L2,∗
G (0, T ;R)× L2,∗

G (0, T ;Rd)× L2,∗
G (0, T ; Ñ ,R) 上是方程 (3.1) 的一个解.

(2) 令 (Y, Z, U) ∈ L2,∗
G (0, T ;R)× L2,∗

G (0, T ;Rd)× L2,∗
G (0, T ; Ñ ,R) 是方程 (3.1) 的解, 则

(Ŷt, Ẑt, Ût) = (Yt(Tt)ε−1
t (Tt), Zt(Tt)ε−1

t (Tt), Ut(Tt)ε−1
t (Tt)), t ∈ [0, T ]

是倒向随机微分方程 (3.2) 的解.

证明 我们来证明 (1) 给定方程 (3.1) 的解

(Ŷ , Ẑ, Û) ∈ L2,∗
G (0, T ;R)× L2,∗

G (0, T ;Rd)× L2,∗
G (0, T ; Ñ ,R).

我们将证明上述定义的 (Y,Z, U) ∈ L2,∗
G (0, T ;R)× L2,∗

G (0, T ;Rd)× L2,∗
G (0, T ; Ñ ,R) 是方程 (3.1) 的解.

任意给定光滑泛函 F ∈ S, 由 Girsanov 变换和方程 (3.2) 得

E[FYt − Fξ] = E[F (Tt)Ŷt − FŶ0]

= E
[
F (Tt)

(
Ŷ0 +

∫ t

0

Gs(Ŷs, Ẑs, Ûs)ds+

∫ t

0

Ẑs ↓ dWs +

∫ t

0

∫
E

Ûs(e)Ñ(ds, de)

)
− FŶ0

]
.

通过回顾以下等式:

E
[
F (Tt)

∫ t

0

Ẑs ↓ dWs

]
= E

[ ∫ t

0

DW
s F (Tt)Ẑsds

]
,

E
[
F (Tt)

∫ t

0

∫
E

Ûs(e)Ñ(ds, de)

]
= E

[ ∫ t

0

∫
E

DÑ
s,eF (Tt)Ûs(e)Π(de)ds

]
.

并根据下述表达式 [24,定理 6.1]:
dF (Tt)
dt

= (Kγ)(t)(DB
t F )(Tt),

我们得

E[FYt − Fξ] = E
[
Ŷ0

∫ t

0

(Kγ)(s)(DB
s F )(Ts)ds

]
+ E

[ ∫ t

0

F (Ts)Gs(Ŷs, Ẑs, Ûs)ds

+

∫ t

0

∫ t

s

Kγ(r)DB
r F (Tr)drGs(Ŷs, Ẑs, Ûs)ds

]
+ E

[ ∫ t

0

DW
s F (Ts)Ẑsds

+

∫ t

0

∫ t

s

DW
s (Kγ(r)DB

r F (Tr))drẐsds

]
+ E

[ ∫ t

0

∫
E

DÑ
s,eF (Ts)Ûs(e)Π(de)ds

+

∫ t

0

∫
E

∫ t

s

DÑ
s,e(Kγ(r)DB

r F (Tr))drÛs(e)Π(de)ds

]
. (3.4)
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则基于 Fubini 定理和方程 (2.2)–(2.4) 对偶公式的 Skorohod 积分, 对于分数 Brown 运动的情形, 我

们得

E
[ ∫ t

0

∫ t

s

Kγ(r)DB
r F (Tr)drGs(Ŷs, Ẑs, Ûs)ds

]
= E

[ ∫ t

0

∫ s

0

Kγ(s)DB
s F (Ts)Gr(Ŷr, Ẑr, Ûr)drds

]
.

对于 Brown 运动的部分得

E
[ ∫ t

0

∫ t

s

DW
s (Kγ(r)DB

r F (Tr))drẐsds

]
= E

[ ∫ t

0

Kγ(s)
∫ s

0

DW
r (DB

s F (Ts)Ẑr)drds

]
= E

[ ∫ t

0

Kγ(s)
∫ s

0

DB
s F (Ts)Ẑr ↓ dWrds

]
.

对于 Poisson 随机测度的部分, 我们有

E
[ ∫ t

0

∫
E

∫ t

s

DÑ
s,e(Kγ(r)(DB

r F )(Tr))drÛs(e)Π(de)ds

]
= E

[ ∫ t

0

∫ s

0

∫
E

DÑ
r,e(Kγ(s)(DB

s F )(Ts))Ûr(e)Π(de)drds

]
= E

[ ∫ t

0

Kγ(s)
∫ s

0

∫
E

(DB
s F )(Ts)Ûr(e) ↓ Ñ(dr, de)ds

]
.

那么, 再次应用 Girsanov 变换和 Fubini 定理, 由方程 (3.4) 和上述等式得

E[FYt − Fξ] = E
[ ∫ t

0

F (Ts)Gs(Ŷs, Ẑs, Ûs)ds+

∫ t

0

DW
s F (Ts)Ẑsds+

∫ t

0

∫
E

DÑ
s,eF (Ts)Ûs(e)Π(de)ds

]
+ E

[ ∫ t

0

Kγ(s)(DB
s F )(Ts)

(
Ỹ0 +

∫ s

0

Gr(Ŷr, Ẑr, Ûr)dr +

∫ s

0

Ẑr ↓ dWr

+

∫ s

0

∫
E

Ûr(e) ↓ Ñ(dr, de)

)
ds

]
= E

[ ∫ t

0

Ff(s, Ys, Zs, Us)ds

]
+ E

[ ∫ t

0

DW
s FZsds

]
+ E

[ ∫ t

0

∫
E

DÑ
s,eFUs(e)Π(de)ds

]
+ E

[ ∫ t

0

Kγ(s)DB
s FYsds

]
, (3.5)

其中, 最后一个等式是因为 Ŷ 是方程 (3.2) 的解.

根据对偶公式 (2.2)–(2.4) 得

E
[ ∫ t

0

DW
s FZsds

]
= E

[
F

∫ t

0

Zs ↓ dWs

]
,

E
[ ∫ t

0

∫
E

DÑ
s,eFUs(e)Π(de)ds

]
= E

[
F

∫ t

0

∫
E

Us(e) ↓ Ñ(ds, de)

]
.

因此, 由方程 (3.5), 我们有

E
[
F

∫ t

0

YsdB
H
s

]
= E

[ ∫ t

0

DB
s FγsYsds

]
= E

[
F

(
Yt − ξ −

∫ t

0

f(s, Ys, Zs, Us)ds−
∫ t

0

Zs ↓ dWs −
∫ t

0

∫
E

Us(e) ↓ Ñ(ds, de)

)]
.
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由 F 的任意性, 对于任意的 t ∈ [0, T ], 我们得

Yt = ξ +

∫ t

0

f(s, Ys, Zs, Us)ds+

∫ t

0

γsYsdB
H
s +

∫ t

0

Zs ↓ dWs +

∫ t

0

∫
E

Us(e) ↓ Ñ(ds, de),

因此, 结论得证.

类似于 (1) 的证明, 易证 (2) 成立.

4 分数 Brown 运动驱动的随机积分偏微分方程

本节将研究带跳的分数倒向重随机微分方程的概率表达式 —随机积分偏微分方程及依路径的积

分偏微分方程. 为此, 我们引入下述假设:

(H2)系数 b : Rd → Rd, σ : Rd → Rd×d 和 β : Rd ×E → Rd 是有界可测的且满足下述 Lipschitz条

件: 对于任意的 x, y ∈ Rd, 存在一个正常数 K 满足

|b(x)− b(y)|+ |σ(x)− σ(y)|+
(∫

E

|β(x, e)− β(y, e)|2Π(de)

)1/2

6 K(|x− y|);

(H3) 函数 f : [0, T ] × Rd × R × Rd × L2(E, E ,Π;R) → R 在区间 t ∈ [0, T ] 上是一致 Lipschitz 的

且 Φ : Rd → R 是 Lipschitz 的;

(H4) 对于任意的 (t, ξ) := (t, x, y, z) ∈ [0, T ]×Rd ×R×Rd 且 p, p′ ∈ L2(E,B(E),Π;R), 存在两个
常数 −1 < C1 < 0 和 C2 > 0 满足

f(t, ξ, p)− f(t, ξ, p′) 6
∫
E

(p(e)− p′(e))θξ;p,p
′

t (e)Π(de),

其中, {θξ;p,p
′

t (e)}t∈[0,T ] 是可测的函数且对于任意 t ∈ [0, T ],

C1(1 ∧ |e|) 6 γθ;p,p
′

t (e) 6 C2(1 ∧ |e|).

值得注意的是, 引入假设 (H4) 是为了利用带跳的倒向随机微分方程的比较定理来证明随机积分

偏微分方程黏性解的唯一性. 对于更多的细节, 可参见文献 [22,23,25].

我们考虑下述带跳的随机微分方程:
dXt,x

s = −b(Xt,x
s )ds− σ(Xt,x

s ) ↓Ws −
∫
E

β(Xt,x
s+ , e) ↓ Ñ(ds, de), s ∈ [0, t],

Xt,x
0 = x ∈ Rd,

(4.1)

其相关的分数倒向重随机微分方程为
dY t,x

s = f(s,Xt,x
s , Y t,x

s , Zt,x
s , U t,x

s )ds+ Zt,x
s ↓ dWs

+

∫
E

U t,x
s (e) ↓ Ñ(ds, de) + γsY

t,x
s dBH

s , s ∈ [0, t],

Y t,x
0 = Φ(Xt,x

0 ),

(4.2)

其中,在随机微分方程 (4.1)中,因为时间反演,过程 Xt,x
s− 变为 Xt,x

s+ . 在标准的假设 (H2)下,方程 (4.1)

有唯一的解 Xt,x, 且该解为 {FW
[s,t] ∨ FN

[s,t]} 适应的. 那么, 由第 3 节的结果, 我们得出带跳的分数倒向

重随机微分方程 (4.2) 有唯一的解 (Y t,x, Zt,x, U t,x), 即

(Y t,x
s , Zt,x

s , U t,x
s ) = (Ŷ t,x

s (As)εs, Ẑ
t,x
s (As)εs, Û

t,x
s (As)εs), s ∈ [0, t],
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其中, (Ŷ t,x, Ẑt,x, Û t,x) 是下述方程唯一的解,
dŶ t,x

s = f(s,Xt,x
s , Ŷ t,x

s εs(Ts), Ẑt,x
s εs(Ts), Û t,x

s εs(Ts))ε−1
s (Ts)ds+ Ẑt,x

s ↓ dWs

+

∫
E

Û t,x
s (e) ↓ Ñ(ds, de), s ∈ [0, t],

Ŷ t,x
0 = Φ(Xt,x

0 ).

(4.3)

对 (t, x) ∈ [0, T ] × Rd, 令 û(t, x) := Ŷ t,x
t . 那么, 在方程 (4.2) 中固定 ω, 即我们在分数 Brown 运

动的情形下依路径考虑方程 (4.2). 则基于假设 (H2)–(H4), 利用 Barles 等人 [22] 的经典结果, 我们得

û(t, x) 是下列积分偏微分方程唯一的黏性解:
Dtû(t, x) = (L+ B)û(t, x) + f(t, x, û(t, x)εt(Tt), (Dxûσ)(t, x)εt(Tt),

(û(t, x+ β(x, ·))− û(t, x))εt(Tt))ε−1
t (Tt), (t, x) ∈ (0, T )× Rd,

û(0, x) = Φ(x),

(4.4)

其中, L 是线性二阶微分算子,

Lû(t, x) = tr

(
1

2
σσT (t, x)D2

xxû(t, x)

)
+ b(t, x) ·Dxû(t, x)

且 B 是积分微分算子:

Bû(t, x) =
∫
E

[û(t, x+ β(x, e))− û(t, x)− β(x, e) ·Dxû(t, x)]Π(de).

由 Ŷ t,x
s 与 Y t,x

s 之间的关系,我们定义 u(t, x) = û(At, t, x)εt. 我们希望得到如下结论: u(t, x)是下

述随机积分偏微分方程的唯一解,
du(t, x) = (L+ B)u(t, x) + f(t, x, u(t, x), (Dxuσ)(t, x), u(t, x+ β(x, ·))

−u(t, x))dt+ γtu(t, x)dB
H
t , (t, x) ∈ (0, T )× Rd,

u(0, x) = Φ(x).

(4.5)

实际上在一定条件下, 下述命题 4.1 给出了该结论.

命题 4.1 假设系数足够光滑以使 u 和 û 在 Ω × [0, T ] × Rd 上是 C0,2 的随机场, 那么, u 是方

程 (4.5) 的经典解当且仅当 û 是方程 (4.4) 的经典解.

证明 假设 û 是方程 (4.4) 的经典解. 令 F 是 S 中任意固定的过程. 利用 Girsanov 变换得

E[u(t, x)F − u(0, x)F ] = E[F (Tt)û(t, x)− Fû(0, x)]

= E[F (Tt)û(0, x)− Fû(0, x)] + E

[
F (Tt)

∫ t

0

[(L+ B)û(s, x)

+ f(s, x, û(s, x)εs(Ts), Dxû(s, x)σ(x)εs(Ts), û(s, x

+ (β(x, ·))− û(s, x))εs(Ts))ε−1
s (Ts)]ds

]
.

正如定理 3.2 的证明, 我们利用下述等式:

dF (Tt)
dt

= (Kγ)(t)(DB
t F )(Tt)
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因而,

E[u(t, x)F − u(0, x)F ] = E[û(0, x)

∫ t

0

(Kγ)(s)(DB
s F )(Ts)ds]

+ E

[ ∫ t

0

∫ t

s

(Kγ)(r)(DB
r F )(Tr)dr(L+ B)û(s, x)ds

]
+ E

[ ∫ t

0

F (Ts)[(L+ B)û(s, x) + f(s, x, û(s, x)εs(Ts),

Dxû(s, x)σ(x)εs(Ts), (û(s, x+ β(x, ·))− û(s, x))εs(Ts))ε−1
s (Ts)]ds

]
+ E

[ ∫ t

0

∫ t

s

(Kγ)(r)(DB
r F )(Tr)drf(s, x, û(s, x)εs(Ts),

Dxû(s, x)σ(x)εs(Ts), (û(s, x+ β(x, ·))− û(s, x))εs(Ts))ε−1
s (Ts)ds

]
.

若假设 û(t, x) 是方程 (4.4) 经典解, 那么, 我们有

E[u(t, x)F − u(0, x)F ]

= E

[ ∫ t

0

(Kγ)(s)(DB
s F )(Ts)û(s, x)ds

]
+ E

[ ∫ t

0

F (Ts)[(L+ B)û(s, x) + f(s, x, û(s, x)εs(Ts),

Dxû(s, x)σ(x)εs(Ts), (û(s, x+ β(x, ·))− û(s, x))εs(Ts))ε−1
s (Ts)ds

]
= E

[ ∫ t

0

(Kγ)(s)DB
s Fu(s, x)ds

]
+ E

[ ∫ t

0

F [(L+ B)u(s, x) + f(s, x, u(s, x),

Dxu(s, x)σ(x), (u(s, x+ β(x, ·))− u(s, x)))]ds

]
.

因此,

E

[ ∫ t

0

(Kγ)(s)DB
s Fu(s, x)ds

]
= E

[
F

(
u(t, x)− u(0, x)−

∫ t

0

[(L+ B)u(s, x) + f(s, x, u(s, x),

Dxu(s, x)σ(x), (u(s, x+ β(x, ·))− u(s, x)))]ds

)]
.

由定义 2.2 得

E

[
F

∫ t

0

γsu(s, x)dB
H
s

]
= E

[
F

(
u(t, x)− u(0, x)−

∫ t

0

((L+ B)u(s, x) + f(s, x, u(s, x),

Dxu(s, x)σ(x), (u(s, x+ β(x, ·))− u(s, x))))ds

)]
.

因此, 由 F ∈ S 的任意性, 我们有

u(t, x) = Φ(x) +

∫ t

0

γsu(s, x)dB
H
s +

∫ t

0

[(L+ B)u(s, x) + f(s, x, u(s, x),

Dxu(s, x)σ(x), (u(s, x+ β(x, ·))− u(s, x)))]ds.

结论的充分性得证. 同理我们可以证明结论的必要性.

基于上述命题, 我们给出随机黏性解的定义.
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定义 4.1 连续的随机场 u : Ω × [0, T ]× Rd → R 称为随机积分偏微分方程 (4.5) 的随机黏性解

当且仅当 û(t, x) = u(Tt, t, x)ε−1
t (Tt), (t, x) ∈ [0, T ]× Rd 是积分方程 (4.4) 依路径黏性解.

注 4.1 定义 4.1 关于随机黏性解的定义与文献 [26] 的定义有所区别, 它是基于文献 [7] 中关于

随机黏性解的定义.但是定义 4.1与文献 [7]中的定义不同点在于后者的定义是建立在 Doss-Sussmann

变换基础上的, 不涉及路径的改变, 而定义 4.1 是建立在 Girsanov 变换的基础上, 改变了分数 Brown

运动的路径.

因此, 通过讨论随机偏微分方程与随机积分偏微分方程的关系, 我们得出定理 4.1.

定理 4.1 令 Y t,x 是带跳的分数重倒向随机微分方程 (4.2) 的解. 那么, 由

u(t, x) = Y t,x
t , (t, x) ∈ [0, T ]× Rd

所定义的随机场是半线性随机积分偏微分方程 (4.5) 唯一的随机黏性解.

5 结论与展望

本文对带跳的分数倒向重随机微分方程和相应的随机积分偏微分方程进行了研究. 首先, 基于可

料 Girsanov变换,本文建立了带跳的分数倒向重随机微分方程的解与依 (分数 Brown运动的)路径带

跳的倒向随机微分方程解之间的一一对应关系,从而证明了由 Brown运动、Poisson随机测度和 Hurst

参数在 (1/2,1) 范围内的分数 Brown 运动共同驱动的半线性倒向重随机微分方程解的存在唯一性, 为

研究由 Brown 运动、Poisson 随机测度和分数 Brown 运动这三类代表性的特殊过程共同驱动的倒向

重随机微分方程提供了思路. 其次,本文还研究了一类由分数 Brown运动驱动的半线性随机积分偏微

分方程解的概率表达式, 通过依路径积分偏微分方程的可料 Girsanov 变换, 证明了由分数 Brown 运

动驱动的随机积分偏微分方程的随机黏性解可由带跳的分数倒向重随机微分方程的解唯一给出,为将

来研究非线性随机积分偏微分方程的随机黏性解奠定了基础.

值得注意的是, 本文仅限于研究关于分数 Brown 运动的被积函数是线性的情形, 关于非线性的情

形, Girsanov 变换则不再适用, 这就需要寻找新方法来研究, 也是我们下一步的研究方向.
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Springer, 2009

21 Barles G, Buckdahn R, Pardoux E. BSDEs and integral-partial differential equations. Stoch Stoch Rep, 1997, 60:

57–83

22 Jing S. Regularity properties of viscosity solutions of integro-partial differential equations of Hamilton-Jacobi-Bellman

type. Stochastic Process Appl, 2013, 123: 300–328

23 Tang S, Li X. Necessary conditions for optimal control of stochastic systems with random jumps. SIAM J Control

Optim, 1994, 32: 1447–1475

24 Jien Y, Ma J. Stochastic differential equations driven by fractional Brownian motions. Bernoulli, 2009, 15: 846–870

25 Royer M. Backward stochastic differential equations with jumps and related non-linear expectations. Stochastic Process

Appl, 2006, 116: 1358–1376

26 Lions P L, Souganidis P E. Fully nonlinear stochastic partial differential equations. C R Acad Sci Paris, 1998, 326:

1085–1092

Fractional backward doubly stochastic differential equations with

jumps and the related SIPDEs

GUO DongMei, JING Shuai & WANG ShouYang

Abstract We study semilinear backward doubly stochastic differential equations driven by a Brownian motion,

a Poisson random measure and a fractional Brownian motion with Hurst parameter in (1/2, 1). We obtain the

existence and uniqueness of the solutions. We also prove that the solution of semilinear fractional backward

doubly stochastic differential equation with jumps defines the unique stochastic viscosity solution of a semilinear

stochastic integral-partial differential equation driven by a fractional Brownian motion.
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measure, Girsanov transformation, stochastic integral-partial differential equation
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