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摘要 蛇形机器人本体是一种多关节串联机构,可以在各种环境中运动,并且当一端固定时可以实

现操作. 本文提出一种蛇形机器人移动与操作的统一动力学建模方法, 统一蛇形机器人移动状态及

操作状态的动力学方程. 机器人从移动状态到操作状态的转换意味着机构上的重构, 即移动状态无

固定基座,而操作状态有固定基座.应用虚设机构法在机构学上统一这两种状态 (即构形空间中的嵌

入关系),利用指数积公式描述这两种状态的运动学方程. 在 Riemann流形上建立起蛇形机器人移动

和操作的动力学模型,并在对动力学模型中各项计算分析的基础上发现机器人操作动力学方程可直

接由移动动力学方程退化得到, 同时应用子流形的 Gauss 公式给出证明. 由此在微分几何框架下建

立蛇形机器人移动与操作的统一动力学模型. 按照几何的观点将蛇形机器人移动与操作动力学模型

的统一看作是子流形问题, 并赋予几何意义. 较单独针对蛇形机器人的一种状态 (移动或操作) 的动

力学模型而言,这种统一的动力学模型能够更深刻地揭示蛇形机器人动力学的特征.

关键词 蛇形机器人 动力学 统一模型 微分几何 移动 操作

1 引言

通过模仿生物蛇而设计的蛇形机器人本体是一无固定基座的多关节串联机构. 相比于其他类型的

移动机器人 (如轮式、腿式等)蛇形机器人具有更好的环境适应能力,如穿行于狭窄的空间或适应不同

的地形等. 当蛇形机器人一端固定于基座时, 机器人的机构和功能便发生了本质的变化, 此时机器人

变为冗余自由度机械臂 (或蛇形机械臂), 可实现操作功能. 把蛇形机器人的移动和操作功能组合起来

可使其应用于更多的领域,如灾难现场的搜索和营救、工业环境的检查和维修、星球探测与采样等 [1].

蛇形机器人移动时无固定基座、与环境交互等特点使得移动动力学过程变得非常复杂, 即运动

的同一时刻同时存在着逆动力学过程与正动力学过程. 国内外许多学者对蛇形机器人移动动力学进

行了深入的研究. Hirose[1] 基于大量的生物蛇实验推导出了蜿蜒运动轨迹曲线 (Serpenoid 曲线) 用于
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蛇形机器人的运动控制. Ma 和 Saito 等 [2,3] 应用 Newton-Euler 方程建立起了考虑环境摩擦作用的

封闭形式的蛇形机器人移动动力学模型, 其中 Ma[2] 侧重于研究运动参数与环境参数对动力学的影

响, 而 Saito 等 [3] 把移动动力学模型解耦为形状运动和惯性移动. Liljebäck 等 [4] 提出应用虚设的机

构 (virtual structure for orientation and position, VSOP) 将蛇形机器人等效为机械臂进行建模研究,

Transeth 等 [5] 基于 VSOP 与 Euler-Lagrange 方程建立了移动动力学方程并进行了解耦. Zhao 等 [6]

基于虚设机构法与影响系数法提出了一种蛇形机器人移动动力学建模方法,并研究了动力学的耦合特

征. 另外,非完整约束 [7]、几何力学 [8]、非光滑动力学 [9] 等也都被应用于蛇形机器人移动动力学建模

中. 相对于移动动力学, 蛇形机器人操作动力学可以参照冗余度机械臂动力学获得. Andersson[10] 基

于指数积公式 (product-of-exponentials formula, POE) 研究了用蛇形机器人本体实现连续曲线的离散

化拟合, 其实是一个冗余度机械臂的逆运动学问题. 现有蛇形机器人动力学模型的研究都没有把移动

和操作两种状态进行统一考虑和比较, 都是分别建模进行研究. 缺少对两种动力学状态的比较与统一

研究, 必然不利于对蛇形机器人复杂动力学的深刻理解.

蛇形机器人从移动状态到操作状态的转换对应着机构上的重构 (即联接于固定的基座),但移动状

态与操作状态还都是多关节串联机构. 这种机构上的相似必然导致构形空间描述形式上的相似, 进一

步使得两种状态在构形空间上的动力学方程也将存在某种关系.有了以上移动与操作动力学比较的基

础, 当蛇形机器人移动动力学很复杂模型特征很难把握时, 自然希望通过与相对简单的操作臂动力学

模型进行比较, 以获得关于蛇形机器人动力学模型的更多深入信息.

基于以上的原因,本文尝试对蛇形机器人移动与操作进行统一的动力学建模并对模型进行比较研

究. 借鉴 Liljebäck 和 Zhao 等的虚设机构法 [4,6] 统一移动和操作的机构模型; 应用指数积公式描述统

一的运动学方程, 因为指数积公式适合于描述重构过程的运动学; Riemann 流形上建立动力学方程赋

予统一动力学模型几何意义, 把动力学建模转化为几何运算, 并且把移动与操作统一动力学模型问题

归结为子流形问题.基于微分几何的方法通过类比移动动力学与操作动力学建立统一的动力学模型具

有以下特点: 1)提供一个统一的视角理解链式机构移动状态与操作状态的动力学模型, 2)赋予蛇形机

器人统一动力学模型以几何意义简化问题的描述, 3) 揭示蛇形机器人动力学模型特殊的结构信息.

2 蛇形机器人运动学

2.1 构形分析

蛇形机器人由多个模块串联铰接而成, 二维蛇形机器人每个关节对应一个自由度. 本文仅对二维

蛇形机器人移动与操作的统一动力学模型进行研究, 但基本运动学及动力学公式建立于 SE(3) 空间,

一方面为了使用指数积公式方便, 另一方面为下一步研究提供一个更一般的三维动力学模型框架.

蛇形机器人无固定基座时可以移动, 当到达操作对象附近时可以固定尾部作为基座并实现操作.

机器人移动时的构形空间 Q 可以分解为代表外部位姿的纤维空间 G 和代表内部形状的基空间 N , 即

Q = G × N. 蛇形机器人的构形坐标表示为 x = [x1, x2, . . . , xn]T ∈ Q, 其中电机控制相对关节角度

([x4, . . . , xn]T ∈ N) 使得机器人在平面内移动和转动 ([x1, x2, x3]T ∈ G). 当蛇形机器人操作时机器人

尾部固定, 不产生位姿变化只有身体形状的变换, 此时的构形空间 Q′ 是 Q 的子空间 (即 Q′ ⊂ Q), 构

形坐标为 x′ = [0, 0, 0, x4, . . . , xn]T ∈ Q′. 当蛇形机器人一端固定时, 可以看作是冗余度机械臂, 其构形

空间就是关节空间 (即机器人移动的基空间 N), 坐标表示为 x′′ = [x4, . . . , xn]T ∈ N. 应用虚设机构

法 [4,6] 把蛇形机器人在惯性坐标系中相对于 X 和 Y 方向的移动及绕 Z 方向的转动等效为虚拟的关

191



王智锋等: 基于微分几何的蛇形机器人移动与操作统一动力学模型研究

J1 U1 J2

U2

U3

U4

Un

Jn

J3

J4

x1

x2

x3 x3

xn

S

Y

X

图 1 蛇形机器人机构模型

Figure 1 Mechanism of the snake-like robot

VSOP

Locomotion Reconfiguration Manipulation

Embedded
submanifold Submersion

Isometric
embedding

Manipulation

[x1, x2, x3, x4, ..., xn]T [0, 0, 0, x4, ..., xn]T [x4, ..., xn]T

图 2 蛇形机器人构形的几何关系

Figure 2 Mathematical relationships of the configurations

节运动, 如图 1 所示. 在机构上把蛇形机器人 (移动状态与操作状态) 等效为冗余度机械臂, 相应地在

构形上把原来描述蛇形机器人构形的纤维丛看作是普通的构形流形. 蛇形机器人的各种构形表示具有

如下几何关系:

α : N → Q′, β : N → Q,

其中 α 和 β 分别是嵌入和浸入映射, N 和 Q′ 是拓扑同胚的, 如图 2 所示.

2.2 运动学分析

如图 1, 蛇形机器人所处的全局惯性坐标系为 S, 机器人虚设单元为 U1 和 U2, 长度 L1 和 L2 都

为零, 实际单元为 Ui (i = 3, . . . , n), 长度为 Li(i = 3, . . . , n), 在蛇形机器人每个单元 (包括虚设单元)

几何中心处建立局部单元坐标系,虚设的关节包括两个移动关节 J1 和 J2 及一个转动关节 J3, 实际转

动关节为 Ji (i = 4, . . . , n). 设初始时刻所有关节控制量为零, 则蛇形机器人尾部 (即关节 J3) 与全局
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图 3 蛇形机器人移动与操作的运动学统一关系

Figure 3 Kinematic unified relationship of the snake-like robot between locomotion and manipulation

坐标系原点重合. 应用指数积公式 [11] 描述蛇形机器人的运动学, 则蛇形机器人第 i 个单元相对于全

局坐标系的位姿为

gS,i = eξ̂1x1
eξ̂2x2 · · · eξ̂ix

i

gS,i(0) =


 RS,i bS,i

0 1


 (i = 1, . . . , n), (1)

式中,

1) gS,i(0) ∈ SE(3)— 初始时刻蛇形机器人第 i 个模块相对于全局坐标系的构形.

2) xi ∈ R— 关节控制量, 即旋转关节的转动角度或移动关节的移动距离. 实际上 xi 为关于时间

的函数 xi(t) 的简写形式, 下文中 ẋi 表示 xi 的时间导数.

3) ξ̂i ∈ se(3)— 关节运动旋量, 描述关节运动的速度. 对于旋转关节 ξi = [ ωi

−ωi×pi ], ωj ∈ R3

为旋转关节在全局坐标系中的单位方向向量, pi ∈ R3 为旋转关节轴线上一点在全局坐标系中的位

置; 对于移动关节 ξi = [ 0
vi

], vi ∈ R3 为移动关节在全局坐标系中的单位方向向量. 经过计算，蛇

形机器人在初始时刻的运动旋量为 ξ1 = [0, 0, 0, 1, 0, 0]T, ξ2 = [0, 0, 0, 0, 1, 0]T, ξ3 = [0, 0, 1, 0, 0, 0]T,

ξi = [0, 0, 1, 0,−∑i−1
k=3 Li, 0]T (i = 4, . . . , n).

由式 (1) 可知虚设关节对蛇形机器人构形的影响仅由 eξ̂1x1
eξ̂2x2

eξ̂3x3
表示, 当蛇形机器人尾部固

定于基座时, 只需把这一部分去掉而不影响整个构形表达式的正确性. 把这一特性看作是移动与操作

在运动学上的统一关系, 如图 3 所示.

蛇形机器人每一个单元模块的构形空间为 SE(3), 则机器人扩展的前向运动学映射 [12] 为

κ : Q → SEn(3),

x 7→ (gS,1, gS,2, . . . , gS,n),

式中 SEn(3)—Cartesian 空间. 蛇形机器人第 i 个模块相对于全局坐标系的速度在第 i 个模块坐标

系中的描述 V b
S,i 被称为刚体速度

[11,12], 可以计算 V̂ b
S,i = g−1

S,i ġS,i. 另外, 关节速度与刚体速度的关

系 [11,12] 为

V b
S,i = Jb

S,i(x)ẋ, (2)

式中 Jb
S,i(x)—6× n 的刚体操作 Jacobian 矩阵, 即 Jb

S,i(x) = [ξi,1(x), . . . , ξi,i(x),0, . . . ,0]. 展开式 (2),

得到刚体操作 Jacobian 矩阵的第 j (1 6 j 6 i) 列为

ξi,j = Ad−1

exp(ξ̂j+1xj+1)··· exp(ξ̂ixi)gS,i(0)
ξj , (3)
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式中 Ad—Lie 群的伴随表示. 通过计算

e−ξ̂2x2
ξ̂1eξ̂2x2

=




0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




,

可知 ξi,j 与 x1、x2 无关. 结合式 (3) 知, ξi,j 只依赖于 (xl, . . . , xi), 其中 l = max{j + 1, 3}.
与刚体速度相对应, 蛇形机器人第 i 个模块相对于全局坐标系的速度在全局坐标系中的描述 V S

S,i

称为空间速度 [11,12], 可以表示为

V S
S,i = JS

S,i(x)ẋ, (4)

式中 JS
S,i(x)—6 × n 的空间操作 Jacobian 矩阵, 即 JS

S,i(x) = [ξS,1(x), . . . , ξS,i(x),0, . . . ,0], 其中第 j

列为

ξS,j = Adexp(ξ̂1x1)··· exp(ξ̂j−1xj−1)ξj . (5)

值得注意的是 V S
S,i 的线速度分量并不表示蛇形机器人模块坐标系原点 (模块几何中心) 的线速

度, 而是机器人模块坐标系中与全局坐标系原点瞬时重合的那一点的速度. 可以通下面的公式计算蛇

形机器人模块坐标系原点在全局坐标系中的速度

˙̃
bS,i = ġS,ie

T
4 =

n∑

j=1

ξ̂S,jgS,ie
T
4 ẋj , (6)

式中 b̃S,i— 位置的齐次坐标, 即 b̃S,i = [bS,i

1 ]; e4— 单位向量, e4 = [0, 0, 0, 1]. 由式 (1) 和 (5) 可知, 当

蛇形机器人尾部固定于基座时, 可以直接去除式 (6) 中的 eξ̂1x1
eξ̂2x2

eξ̂3x3
项而不影响速度表达式的正

确性. 把这一特性看作是移动与操作在速度层面上的统一关系.

3 蛇形机器人动力学

在这一部分中将使用基本的微分几何概念建立蛇形机器人移动与操作的动力学方程. 构形流形上

的动力学方程可以写为如下形式 [12,13]:

∇ẋẋ = −gradV (x) + M−1Y , (7)

式中 M—Riemann 度量矩阵; ∇—Levi-Civita 联络; V — 重力势能函数; Y — 构形空间上广义力. 式

(7) 是 Lagrange 动力学方程在 Riemann 流形上的等效形式. 等号右边各项与重力、摩擦力及驱动力

有关, 左边项与构形空间的几何特性有关, 当右边各项为零时, 左边项代表构形空间中的测地线. 值

得注意的是: 1) 本文只建立二维蛇形机器人的动力学, 把移动和操作都限制在同一水平面内, 所以有

V (x) ≡ 0; 2) 上式等号右边第二项更严格的定义需要引入 “井号映射” 的概念 [13], 此处作了简单化处

理; 3) 本文构形空间中的广义力都被视作为列向量. 下面就蛇形机器人动力学方程中各部分分别进行

解释和计算.
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3.1 Riemann 度量

构形空间的 Riemann度量通过系统的动能定义,决定了构形空间的几何性质. 首先定义第 i个模

块在局部坐标系中的广义惯性矩阵为

M b
i =


 Ib

i 0

0 miE


 ,

式中 Ib
i —第 i个模块的惯性张量; mi—第 i个模块的质量; E—3× 3的单位矩阵. 根据虚设机构的定

义 [4,6], 虚拟的关节和模块没有质量和惯性, 也不产生任何的力和力矩作用, 所以 M b
1 = M b

2 = 06×6.

第 i 个模块的动能为

Ti =
1
2
(V b

S,i)
TM b

i V b
S,i =

1
2
ẋT(Jb

S,i(x))TM b
i Jb

S,i(x)ẋ, (8)

则整个系统的动能为

T =
n∑

i=1

Ti =
1
2
ẋT

{ n∑

i=1

(Jb
S,i(x))TM b

i Jb
S,i(x)

}
ẋ. (9)

此时 Riemann 度量不仅是 n× n 的矩阵而且是 T 0
2 (Q) 型的张量, 可以写成

M =
n∑

i=1

(Jb
S,i(x))TM b

i Jb
S,i(x). (10)

该度量可以看成是整个系统的惯性矩阵. 度量矩阵M 的元素 Mij (i, j = 1, . . . , n) 可以写成

Mij =
n∑

k>max{i,j}
ξT

k,iM
b
kξk,j . (11)

已知 ξk,i 只依赖于 (xl, . . . , xk) 其中 l = max{i + 1, 3}, 及 ξk,j 只依赖于 (xl, . . . , xk) 其中 l = max{j +

1, 3}, 所以 Mij 是 (xl, . . . , xn) 的函数, 其中 l = min{max{i + 1, 3},max{j + 1, 3}}.
根据以上的分析得到关于蛇形机器人动力学模型的 Riemann 度量的结论如下.

结论 3.1.1 度量矩阵M 的部分元素值 (Mij , i, j = 1, 2, 3) 如附录 A 表 A1 所示; M 是一个正

定对称阵, 所以借鉴机械臂模型等效的蛇形机器人的构形空间 (Q,M) 是一个 Riemann 流形.

结论 3.1.2 Mij 仅与 xk 有关, 其中 k > min{max{i + 1, 3},max{j + 1, 3}}. 也就是说, Mij 必然

与 x1, x2 无关; 当 i, j > 4 时, Mij 与 x1, x2 及 x3 无关.

3.2 Levi-Civita 联络

符号 ∇ 表示构形流形切空间上对应于度量M 的 Levi-Civita 联络, ∇ẋẋ 为协变导数, 代表 ẋ 沿

ẋ 求方向导数, 计算如下:

∇ẋẋ =
n∑

i=1

(
ẍi +

n∑

j,k=1

Γi
jkẋj ẋk

)
∂

∂xi
, (12)

式中 Γi
jk— 第二类 Christoffel 符号. 相应地 Γjkl 被称为第一类 Christoffel 符号, 两者之间的关系式为

Γjkl =
n∑

i=1

MliΓi
jk. (13)
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其中第一类 Christoffel 符号通过度量矩阵定义为

Γijk =
1
2

(
∂Mkj

∂xi
+

∂Mki

∂xj
− ∂Mij

∂xk

)
, (14)

并且有 Γijk = Γjik. 由结论 3.1.2, ∂Mkj

∂x1 = 0, 当 3 6 j 6 n, 3 6 k 6 n 时, ∂Mk1
∂xj = ∂M1j

∂xk (详见附录 A),

所以此时 Γ1jk = 0; 另外当 1 6 j 6 2(或 1 6 k 6 2) 时, 由 M1:2×1:2 为常数矩阵 (见附录表 A1) 及结

论 3.1.2知,此时 Γ1jk = 0. 同理 Γ2jk = 0. 所以当 i = 1, 2 (或 j = 1, 2)时, Γijk = 0. 第一类 Christoffel

符号定义式 (14) 适用于分析而不适用于程序计算, 因为该式中包含偏导数符号运算. Park 等基于 Lie

代数方法给出了机械臂动力学的第一类 Christoffel 符号程序迭代计算公式 [14], 修改整理如下:

• 当 k 6 i 6 j 时,

Γijk =
1
2

n∑

l=j

{
(Adi

l(adξ̂i−1,k
ξ̂i))∨TMb

l ξl,j + (Adj
l (adξ̂j−1,k

ξ̂j))∨TMb
l ξl,i

+ (Adj
l (adξ̂j−1,i

ξ̂j))∨TMb
l ξl,k

}
, (15)

• 当 i < k 6 j 时,

Γijk =
1
2

n∑

l=j

{
(Adj

l (adξ̂j−1,k
ξ̂j))∨TMb

l ξl,i + (Adj
l (adξ̂j−1,i

ξ̂j))∨TMb
l ξl,k

− (Adk
l (adξ̂k−1,i

ξ̂k))∨TMb
l ξl,j

}
, (16)

• 当 i 6 j < k 时,

Γijk =
1
2

n∑

l=k

{
(Adj

l (adξ̂j−1,i
ξ̂j))∨TMb

l ξl,k − (Adk
l (adξ̂k−1,i

ξ̂k))∨TMb
l ξl,j

− (Adk
l (adξ̂k−1,j

ξ̂k))∨TMb
l ξl,i

}
, (17)

式中 ad— 伴随表示; [ · ]∨T = ([ · ]∨)T; 运算符 Adi
j 的定义如下.

定义 [14] 设 A1, . . . ,An ∈ se(3), x1, . . . , xn ∈ R, 则定义映射 Adi
j : se(3) → se(3) 为

Adi
j(H) =





e−Ajxj · · · e−Aix
i

HeAix
i · · · eAjxj

, i 6 j,

H, i > j.

通过分析计算得到关于蛇形机器人动力学方程的第一类 Christoffel 符号的结论如下:

结论 3.2.1 当 i, j, k = 1, 2, 3 时, Γijk 的计算值如附录 B 中表 B1 所示; 当 i = 1, 2 (或 j = 1, 2)

时, Γijk = 0.

结论 3.2.2 根据结论 3.1.2 和式 (14) 可知, Γijk 与 xl 无关, 其中 l 6 min{max{i, 2},max{j, 2},
max{k, 2}}.
结论 3.2.3 由结论 3.2.1 和 3.2.2 知, 当 k > 4 时, Γijk 与 x1, x2 及 x3 无关.
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3.3 广义力

蛇形机器人构形空间上的广义力 Y ([Y1, . . . , Yn]T) 包括由关节力矩引起的广义力 τY ([τY1, . . . ,
τYn]T)和机器人与环境的相互摩擦作用引起的广义力 fY ([fY1, . . . ,

fYn]T)两部分,即 Y = τY + fY .

蛇形机器人每一模块上所受力/力矩组合用力旋量的概念进行描述 [11], 为 se∗(3) 空间上的元素. 可

以使用扩展前向运动学映射 κ 的拉回映射把 Cartesian 空间中机器人各模块上的力/力矩组合 W

([W1, . . . ,Wn]T) 映射到构形空间中的广义力 Y , 即

κ∗ : sen∗(3) → T ∗Q

W 7→ Y .

已知 xi 为构形空间 Q 的第 i 个坐标, 则 dxi 为广义力空间 T ∗Q 中的第 i 个基; 设 yi = gS,i 为

Cartesian 空间 SEn(3) 的第 i 个坐标, 则 dyi 是力旋量空间 sen∗(3) 中的第 i 个基. 应用坐标系下余

切映射 κ∗ 的表达式获得广义力的计算公式如下:

Y = κ∗
(

n∑

i=1

Widyi

)
=

n∑

j=1

(
n∑

i=1

Wi
∂gS,i

∂xj

∣∣∣∣
SE(3)

)
dxj , (18)

其中 ∂gS,i

∂xj

∣∣
SE(3)

为 SE(3) 空间中的偏导运算, 由于 SE(3) 空间特性决定了其与一般的 Rn 空间中的

偏导不同. 本文计算时把该表达式分解为 ∂bS,i

∂xj

∣∣
R3 和

∂RS,i

∂xj

∣∣
SO(3)

= ∂RS,i

∂xj R−1
S,i 两部分分别进行计算.

根据式 (18) 分别计算关节力矩对应广义力和摩擦力对应广义力. 则由关节力矩引起的作用于关

节相对角度变量 xj 上的广义力分量为

τYj =





τj , j > 4,

0, j = 1, 2, 3.
(19)

式中 τj— 第 j 个关节的关节力矩. 另外由摩擦力引起的作用于 xj 上的广义力分量为

fYj =
n∑

i=1

fi · ∂bS,i

∂xj
. (20)

式中 fi— 第 i 个模块所受摩擦力的合力. 因为虚设机构的缘故, 有 f1 = f2 = 0. 另外由计算可知

∂b̃S,i

∂xj
=





ξ̂S,j b̃S,i, i > j,

0, i < j.
(21)

通过分析计算得到如下关于广义力的结论.

结论 3.3.1 ∂bS,i

∂xj 的计算结果如附录 C 中表 C1 所示.

结论 3.3.2 根据附录 C 表 C1 及式 (20), (21) 知, 当 i < j 时, fYj 与 fi 无关.

3.4 移动与操作动力学

根据以上的分析与计算, 将式 (7) 两边同乘以M , 整理蛇形机器人移动与操作动力学方程如下:

n∑

j=1

Mkj ẍ
j +

n∑

i=1

n∑

j=1

Γijkẋiẋj − fYk = τk (k = 1, . . . , n). (22)
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与机械臂动力学方程类似,上式左边第一项为惯性力项,第二项为科氏力与离心力项,第三项为机器人

与环境的摩擦力项, 等号右边为驱动力矩项. 由此把蛇形机器人移动与操作的动力学方程统一于经典

的机械臂动力学形式. 这一节主要获得了动力学方程式 (22)及各项的计算公式,并在建模过程中获得

了七条结论, 即结论 3.1.1–3.3.2. 本文下一部分主要基于动力学方程与各结论分析移动与操作动力学

方程的统一关系. 需要注意的是对移动动力学与操作动力学的分析基于如下的前提条件: 1) 机器人由

已知的关节相对角度 xi(i = 4, . . . , n) 进行控制; 2) 机器人移动与操作时与环境的交互采用相同的基

于速度的摩擦力模型描述.

4 移动与操作统一动力学

4.1 移动动力学

许多学者 (如 Saito 等 [3], Transeth 等 [5], Zhao 等 [6]) 在研究蛇形机器人动力学模型时, 把机器

人移动动力学模型按行分解为两部分. 这种分解之所以可行是由蛇形机器人移动时的欠驱动特性决定

的. 按照几何力学的观点, 把蛇形机器人移动时的构形空间看作是纤维丛, 这种按行分解对应于基空

间中运动与纤维空间中运动的分解, 两者关系用水平提升描述 [8]. 这一部分借鉴这种按行分解的方法

并借助子流形等几何观点来研究蛇形机器人移动与操作动力学模型的统一关系.通过行的分解可以把

蛇形机器人动力学方程式 (22) 分解为两部分:

• 移动方程 1–3

3∑

j=1

Mkj ẍ
j +

3∑

i=1

3∑

j=1

Γijkẋiẋj − fYk

+
( n∑

j=4

Mkj ẍ
j +

n∑

i=4

n∑

j=4

Γijkẋiẋj + 2
3∑

i=1

n∑

j=4

Γijkẋiẋj

)
= 0 (k = 1, 2, 3), (23)

• 移动方程 4–n

n∑

j=1

Mkj ẍ
j +

n∑

i=1

n∑

j=1

Γijkẋiẋj − fYk = τk (k = 4, . . . , n). (24)

式 (23)描述相对关节角度及相应角速度角加速度已知情况下,机器人在全局坐标系下的移动. M1:3×1:3

由附录 A 中表 A1 给出, 在关节角度确定的条件下 M13 和 M23 只与未知量 x3 有关, M33 为已知量.

由结论 3.1.2 知 M1:3×4:n 与 x1, x2 无关, 而依赖于 (x3, x4, . . . , xn), 所以 M1:3×4:n 仅是 x3 的函数矩

阵. 类似地根据结论 3.2.2, Γijk (k = 1, 2, 3) 是 x3 的函数. 特别地, 由结论 3.2.1 知, 当 i = 1, 2 (或

j = 1, 2) 时 Γijk = 0, Γ333 = 0. 摩擦力项 fYk (k = 1, 2, 3) 依赖于 xi, ẋi (i = 1, 2, 3). 根据以上的分析,

式 (23) 可以重新整理为




n∑

i=3

mi 0 M13(x3)

0
n∑

i=3

mi M23(x3)

M13(x3) M23(x3) M33







ẍ1

ẍ2

ẍ3


 +




Γ331(x3)

Γ332(x3)

0


 ẋ3ẋ3
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−




fY1(ẋ1, ẋ2, ẋ3, x1, x2, x3)

fY2(ẋ1, ẋ2, ẋ3, x1, x2, x3)

fY3(ẋ1, ẋ2, ẋ3, x1, x2, x3)


 +




cF1(ẋ3, x3)

cF2(ẋ3, x3)

cF3(ẋ3, x3)


 =




0

0

0


 . (25)

需要指出的是式 (25) 等号左边第 4 项代表式 (23) 中等号左边括号中各项, 包含作用于 (x1, x2, x3) 上

的耦合惯性力、科氏力和离心力. 式 (23)或 (25)由整个机器人系统在惯性坐标系中沿 X 和 Y 方向的

力平衡方程,与绕 Z 方向的力矩平衡方程组成. 由于 |M1:3×1:3| 6= 0,式 (23)或 (25)为关于 (x1, x2, x3)

的二阶常微分方程组.

把式 (23) 称为蛇形机器人移动的外部动力学, 式 (24) 称为移动的内部动力学. 在外部动力学中

已知虚设关节力矩 τ1, τ2, τ3 = 0 计算蛇形机器人在惯性坐标系中的加速度 (ẍ1, ẍ2, ẍ3), 是一个正动力

学问题, 外部动力学决定蛇形机器人的移动特性. 相应地内部动力学中把运动形状作为输入求解所需

力矩 τk (k = 4, . . . , n) 是逆动力学问题. 内部动力学描述蛇形机器人移动过程中的运动形状和关节力

矩之间的关系. 在蛇形机器人移动过程中内部动力学与外部动力学同时存在并相互作用.

4.2 操作动力学

蛇形机器人通过一端固定于基座, 利用具有冗余自由度的身体作为机械臂进行操作. 机器人操作

动力学仅由内部动力学组成,这是因为操作中机器人的基座不移动.一般情况下,蛇形机器人操作动力

学 (或相应的操作臂动力学) 可通过在动力学方程 (22) 基础上增加运动约束 x1, x2, x3 = 0 来获得, 这

种方法需要重新计算动力学方程在约束条件下的每一项.通过这种方法联系蛇形机器人的移动动力学

与操作动力学是建立在计算的基础上, 而不是对蛇形机器人动力学模型进行分析的基础上, 所以不能

揭示移动与操作动力学的统一关系. 考虑到上文已获得的关于蛇形机器人动力学模型的各项结论, 可

以直接由移动动力学方程退化得到操作动力学方程,而除了摩擦力以外不需要重算动力学方程的每一

项, 以此实现移动与操作动力学的统一.

由结论 3.1.2 知, M4:n×4:n 不依赖于 (x1, x2, x3), 即 (x1, x2, x3) 的任何改变甚至删除其定义都不

影响 M4:n×4:n 的值. 类似地, 由结论 3.2.3 可知, Γijk (k > 4) 与 (x1, x2, x3) 无关. 由此可直接根据移

动动力学方程写出操作动力学方程:

• 操作方程 1–3

[ x1 x2 x3 ] = [ 0 0 0 ], (26)

• 操作方程 4–n

n∑

j=4

Mkj ẍ
j +

n∑

i=4

n∑

j=4

Γijkẋiẋj − fY ′
k = τk (k = 4, . . . , n), (27)

式中 fY ′
k—操作状态下摩擦力的广义力分量. 式 (26)表示蛇形机器人固定于基座,自然地猜想式 (27)

表示蛇形机械臂的动力学方程, 下面给出证明.

证明 根据第 2.1 小节中构形的定义, 操作状态下蛇形机器人的构形为 x′ ∈ Q′, 相应的操作臂

构形为 x′′ ∈ N , 并已定义了一个嵌入映射

α : N → Q′

[x4, . . . , xn]T 7→ [0, 0, 0, x4, . . . , xn]T,
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映射 α 显然是等距的. 根据子流形的 Gauss 公式有

∇′ẋ′ ẋ′|α(N) = ∇′′ẋ′′ ẋ′′ + B(ẋ′′, ẋ′′), (28)

其中 ∇′ 和 ∇′′ 分别是构形空间 Q′ 和 N 上的 Levi-Civita 联络, B(ẋ′′, ẋ′′) ∈ T⊥N 并且 T⊥N 是 N

在 TQ′ 上的法丛. 因为机器人尾端固定,所以 N 在任一点 x′′ 上法空间为零,即 T⊥x′′N = 0. 由此得到

∇′ẋ′ ẋ′|α(N) = ∇′′ẋ′′ ẋ′′. (29)

式 (29)说明了式 (27)中对应的惯性力项、科氏力和离心力项与操作臂动力学方程中的对应各项相等.

另外可由式 (19) 知, 关节力矩在移动状态与操作状态 (操作臂) 下的形式不会改变. 比较构形空间上

动力学方程的一般表达式 (7) 可知, 式 (27) 即为蛇形机械臂的动力学模型.

对应于移动动力学退化到操作动力学这一过程, 几何上由蛇形机器人构形空间 Q 上的度量张量

M 诱导得到机械臂构形空间 N 上的度量张量MA. 已定义了浸入映射

β : N → Q

[x4, . . . , xn]T 7→ [x1, x2, . . . , xn]T,

则其切映射在局部坐标中的表示为 β∗ = [ 03×(n−3)
E(n−3)×(n−3)

]. 根据协变张量的拉回映射, MA 的坐标表示为

MA =
[

0(n−3)×3 E(n−3)×(n−3)

]
M

[ 03×(n−3)

E(n−3)×(n−3)

]
. (30)

所以操作臂的度量矩阵 (或度量张量) 是蛇形机器人度量矩阵的子矩阵. 正是度量矩阵间的诱导关系

及第一类 Christoffel 符号的特性 (结论 3.2.1–3.2.3) 使得动力学方程的统一能够实现.

4.3 统一动力学分析

需要说明的是, 摩擦力表示蛇形机器人与环境的交互作用, fi 大小与方向由机器人的构形与速度

决定,当环境比较复杂时摩擦力公式会变得很复杂,一般不能进行统一地描述也不具有统一性质. 但根

据结论 3.3.2 及第 2 节中提及的速度层面上的统一可知, 操作状态下的摩擦力对应的广义力分量 fY ′
k

(k = 4, . . . , n) 可以简单计算得到, 即 fY ′
k = fYk(x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0).

本文主要分析机器人在水平面内移动与操作动力学的统一关系,上面的分析中没有考虑重力作用.

为了分析的完整性, 下面简要分析重力对动力学统一关系的影响. 蛇形机器人重力势能可以写成

V (x) = −
n∑

i=3

(Gi · bS,i), (31)

式中 Gi 为机器人第 i 个单元所受重力, 为常数向量. 由 Riemann 流形中梯度的定义可知

gradV (x) = −M jk
n∑

i=3

(
Gi · ∂bS,i

∂xk

)
∂

∂xj
, (32)
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图 4 蛇形机器人移动与操作的动力学统一关系

Figure 4 Dynamic unified relationship of the snake-like robot between locomotion and manipulation

其中 M jk 为 M−1 的矩阵元素. 文中第 3 节通过将构形空间上一般动力学公式 (7) 两边同乘以度量

矩阵M 获得了坐标形式的蛇形机器人动力学方程 (22), 相应地重力在式 (22) 中的作用将变为

GYk =
n∑

i=3

(
Gi · ∂bS,i

∂xk

)
(k = 1, . . . , n). (33)

又由式 (21)可知,上式的统一性可归结为 bS,i 和 ξS,k 的统一性. 由第 2节中构形及速度的统一性 (式

(1) 和 (5)) 知, GYk 在移动与操作状态下可以统一描述. 重力作用之所以可以统一是因为重力相对于

两种状态是不变的. 另外本文未考虑机器人与被操作物之间的操作力, 这是因为操作力因具体操作任

务而变, 不是移动与操作统一模型研究的重点.

蛇形机器人移动动力学包括外部动力学和内部动力学, 当一端固定操作时, 外部动力学退化为零,

内部动力学直接转化成操作臂动力学. 由此实现了蛇形机器人移动与操作动力学的统一. 统一动力学

模型也揭示蛇形机器人动力学特殊的结构信息, 如图 4 所示. 之所以能够建立并分析蛇形机器人移动

与操作的统一动力学模型, 一方面是因为把蛇形机器人移动与操作两种状态在机构学、运动学与动力

学上进行了全面的比较与统一描述;另一方面是因为采用了几何方法把动力学建模问题转化为几何计

算, 进一步把蛇形机器人与操作臂的类比与统一归结为子流形问题, 移动与操作动力学之间的几何关

系可以采用诱导联络来描述, 如式 (28).

5 动力学数值仿真

这一部分对蛇形机器人的移动和操作统一动力学模型进行仿真研究.统一动力学模型适用于有被

动轮及无被动轮的蛇形机器人, 仿真中机器人具有被动轮是为了简化处理. 蛇形机器人与环境的交互

作用采用库仑摩擦力模型描述. 为了方便结果比较, 移动与操作都基于 Serpenoid 曲线 [1] 进行控制,
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图 5 蛇形机器人移动与操作动力学仿真

Figure 5 Dynamic simulation for locomotion and manipulation of the snake-like robot

(a) Tail’s track in locomotion, and the partial enlargement zoomed displacement X ∈ [0.60, 0.65] (m) is drawn

proportionally. (b) Trajectory in manipulation. (c) Torque comparison of locomotion with the partial enlargement

zoomed time t ∈ [11.75, 12.75] (s). (d) Torque comparison of manipulation with the partial enlargement zoomed

time t ∈ [13, 14] (s).

即控制机器人相对关节角度 xi(t) = α sin(ωt + (i− 3)β) + γ (i = 4, . . . , n), 式中 α, β 及 γ 决定机器人

的形状, ω 代表机器人波动速度.数值仿真的假设条件有: 1)移动和操作都在水平面内进行; 2)操作时

的摩擦力模型和移动时的相同; 3) 操作时不考虑具体的操作任务; 4) 被动轮位于机器人连杆中间; 5)

机器人模块质量均匀分布. 另外, 仿真参数 (机器人物理参数、控制参数、环境参数) 如附录 D 中表

D1 所示.

根据统一动力学模型仿真获得蛇形机器人移动和操作状态下的运动轨迹及关节力矩,并把这些结

果与基于 Newton-Eular 方程分别对两种状态建模所得模型的仿真结果进行比较 (如图 5). Newton-

Eular 方法被视作标准方法以验证移动操作统一方法的正确性. 移动操作统一方法与分别建模方法获

得蛇形机器人运动时的尾部轨迹完全一致 (图 5(a)). 机器人移动时关节力矩 τi (i = 4, . . . , 7)的平均误

差分别为 6.09%, 1.88%, 0.98%和 1.44%,力矩的数值误差主要累积在尾部关节力矩 τ4 上 (图 5(c)). 机
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器人操作时的运动轨迹如图 5(b) 所示. 从统一动力学模型直接降维得到操作动力学模型并仿真计算,

其结果与分别建模所得结果比较 (图 5(d)), 机器人操作时关节力矩的平均误差分别为 8.73 × 10−8%,

6.18× 10−8%, 6.48× 10−8%及 5.05× 10−8%. 由比较结果可以得出移动与操作统一动力学模型的有效

性. 最后比较图 5(c) 和图 5(d) 及相应力矩误差可知操作动力学数值结果具有更好的一致性, 因为蛇

形机器人操作时外部动力学退化, 移动动力学比操作动力学更加复杂, 所以引起更多数值误差.

6 结论

本文基于微分几何方法提出了蛇形机器人移动与操作的统一动力学建模方法,建立并分析了统一

动力学模型, 理论推导与数值计算证明了该统一模型的有效性. 在微分几何框架下统一蛇形机器人移

动与操作状态的动力学模型具有如下意义:

(1)通过统一移动状态与操作状态的动力学模型可以为蛇形机器人动力学与机械臂动力学提供一

个相互比较的基础, 借鉴机械臂动力学的现有文献可以更深刻地研究蛇形机器人的动力学特征. 文中

正是通过这种统一与比较的方法揭示了蛇形机器人动力学模型的结构信息.而缺少对两种状态的比较

与统一将阻碍对蛇形机器人动力学的深入研究.

(2) 提供一个新颖的几何视角去理解蛇形机器人的动力学模型. 通过对移动状态与操作状态的比

较,把蛇形机器人的动力学问题归结为 Riemann子流形问题,赋予机器人动力学方程以几何意义,并提

供更多几何分析的手段,也使问题的描述具有几何直观性. 其他常用动力学建模方法 (如 Newton-Eular

方法等) 不具有几何描述的手段很难将蛇形机器人移动与操作两种状态进行统一表示与分析.

最后, 由这种蛇形机器人移动与操作的统一动力学模型所引出的尚待解决的研究问题如下:

(1) 二维移动与操作统一模型向三维统一模型扩展. 由对统一动力学的分析 (第 4.3 小节) 可知,

重力项并不对三维统一模型产生影响, 难点在于蛇形机器人三维移动动力学本身的复杂性. 现阶段对

蛇形机器人移动动力学模型的研究都限于二维平面运动动力学模型,而蛇形机器人三维移动动力学因

不确定的交互关系 (如相互作用的时间、作用点的个数位置等不确定) 与非光滑的交互作用 [9] (如碰

撞、冲击等)还有待深入研究.文中给出了二维统一模型的建立框架与分析手段,但要扩展到三维统一

模型还有许多问题需要解决.

(2) 移动与操作动力学模型的统一如何推动实现移动与操作控制系统的统一. 移动与操作统一模

型不仅使得两种状态下动力学模型的表述形式一致,而且使得两次独立对移动与操作状态的分别建模

减为一次统一建模. 这种统一模型有可能给蛇形机器人实时控制带来益处, 比如减小控制系统的复杂

度、降低系统的计算时间、增加单一控制系统的功能等. 由移动与操作模型的统一如何得到控制算法

与控制系统的统一还是一个有待深入研究的有趣问题.
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附录 A

下面我们给出文中分析计算涉及的蛇形机器人在构形空间上的度量矩阵元素表达式. 其中表 A1 给出 M1:3×1:3

的值, 表 A1 在结论 3.1.1 和 3.2.1 的推导与式 (25) 中被使用. 另外给出了 M1j 与 M2j (3 6 j 6 n) 的值, 及 ∂Mk1
∂xj ,

∂M1j

∂xk , ∂Mk2
∂xj ,

∂M2j

∂xk (3 6 j 6 n, 3 6 k 6 n) 的值, 这些结果在结论 3.2.1 的推导中被使用.

表 A1 度量矩阵元素

Table A1 Riemannian metric

j

1 2 3

i

1
n∑

k=3

mk 0 −
n∑

k=3

{
1

2
mkLk sin

( k∑

p=3

xp

)
+ mk

k−1∑

q=3

[
Lq sin

( q∑

p=3

xp

)]}

2 0
n∑

k=3

mk

n∑

k=3

{
1

2
mkLk cos

( k∑

p=3

xp

)
+ mk

k−1∑

q=3

[
Lq cos(

q∑

p=3

xp)

]}

3 × ×
n∑

k=3





Ib
k +

1

4
mkL2

k + mk

k−1∑

p=3

L2
p + mkLk

k−1∑

p=3


Lp cos




k∑

l=p+1

xl







+2mk

k−2∑

p=3

k−1∑

q=p+1


LpLq cos




q∑

l=p+1

xl











注: 根据度量矩阵的对称性, “× ” 等于对称位置上元素的值.

另外, 当 3 6 j 6 n 时,

M1j = −
n∑

k=j

{
1

2
mkLk sin

( k∑

l=3

xl

)
+ mk

k−1∑
p=j

[
Lp sin

( p∑

l=3

xl

)]}
,

M2j =

n∑

k=j

{
1

2
mkLk cos

( k∑

l=3

xl

)
+ mk

k−1∑
p=j

[
Lp cos

( p∑

l=3

xl

)]}
.
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当 3 6 j 6 n, 3 6 k 6 n 时,

∂Mk1

∂xj
=

∂M1j

∂xk
= −

n∑

p=max{j,k}

{
1

2
mpLp cos

( p∑

l=3

xl

)
+ mp

p−1∑

q=max{j,k}

[
Lq cos

( q∑

l=3

xl

)]}
,

∂Mk2

∂xj
=

∂M2j

∂xk
= −

n∑

p=max{j,k}

{
1

2
mpLp sin

( p∑

l=3

xl

)
+ mp

p−1∑

q=max{j,k}

[
Lq sin

( q∑

l=3

xl

)]}
.

附录 B

蛇形机器人动力学方程中第一类 Christoffel 符号的部分值 (i, j, k = 1, 2, 3) 如表 B1 所示, 该表在结论 3.2.1 及

式 (25) 的推导中被使用.

表 B1 第一类 Christoffel 符号

Table B1 Christoffel symbol of the first kind

k 1 2 3

i 1 2 3 1 2 3 1 2 3

j 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

Γijk 0 0 0 0 0 0 0 0 Γ331 0 0 0 0 0 0 0 0 Γ332 0 0 0 0 0 0 0 0 0

注: Γ331 = −∑n
p=3{ 1

2
mpLp cos(

∑p
l=3 xl)+mp

∑p−1
q=3 [Lq cos(

∑q
l=3 xl)]}, Γ332 = −∑n

p=3{ 1
2
mpLp sin(

∑p
l=3 xl)+

mp

∑p−1
q=3 [Lq sin(

∑q
l=3 xl)]}.

附录 C

文中算式 ∂bS,i/∂xj 的计算结果如表 C1 所示, 其实是一个运动学量, 该计算值在结论 3.3.1 和 3.3.2 中被使用.

表 C1 ∂bS,i/∂xj 的计算值

Table C1 Results of ∂bS,i/∂xj

i

1 2 3 4 · · · n

j

1 [1, 0, 0]T [1, 0, 0]T [1, 0, 0]T [1, 0, 0]T · · · [1, 0, 0]T

2 [0, 0, 0]T [0, 1, 0]T [0, 1, 0]T [0, 1, 0]T · · · [0, 1, 0]T

3 [0, 0, 0]T [0, 0, 0]T ∂bS,3/∂x3 ∂bS,4/∂x3 · · · ∂bS,n/∂x3

4 [0, 0, 0]T [0, 0, 0]T [0, 0, 0]T ∂bS,4/∂x4 · · · ∂bS,n/∂x4

...
...

...
...

...
. . .

...

n [0, 0, 0]T [0, 0, 0]T [0, 0, 0]T [0, 0, 0]T · · · ∂bS,n/∂xn

注: 当 3 6 j 6 i 时,
∂bS,i

∂xj = [− 1
2
Li sin(

∑i
l=3 xl) −∑i−1

k=j(Lk sin(
∑k

l=3 xl)), 1
2
Li cos(

∑i
l=3 xl) +

∑i−1
k=j(Lk cos

(
∑k

l=3 xl)), 0]T.
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附录 D

表 D1 仿真参数

Table D1 Parameters of simulation

Physical parameter Control parameter Environment parameter

Number of real modules n′ 5 Oscillation amplitude α 0.4 rad Tangential Coulomb
µt

c 0.01
Length of module L 0.08 m Angular frequency ω 1 rad/s friction coefficient

Mass of module m 0.5 kg Phase offset β 0.5π rad Normal Coulomb
µn

c 0.5
Inertia of module I 0.016 kg·m2 Angle offset γ 0 rad friction coefficient

注: n′ = n− 2.
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Abstract A snake-like robot, whose body is a seried-wound articulated mechanism, can move in various envi-

ronments. In addition, when one end is fixed on a base, the robot can manipulate objects. A method of dynamic

modeling for locomotion and manipulation of the snake-like robot is developed in order to unify the dynamic

equations of two states. The transformation from locomotion to manipulation is a mechanism reconfiguration,

that is, the robot in locomotion has not a fixed base, but it in manipulation has one. First, a virtual struc-

ture method unifies the two states in mechanism (e.g., an embedding in the configuration space); second, the

product-of-exponentials formula describes the kinematics; third, the dynamics of locomotion and manipulation

are established in a Riemannian manifold; finally, based on the analysis of the dynamic model, the dynamics

of manipulation can be directly degenerated from those of locomotion, and this degeneration relation is proved

through using the Gauss equations. In the differential geometry formulation, this method realizes the unification

of the dynamics of locomotion and manipulation. According to a geometrical point of view, the unified dynamic

model for locomotion and manipulation is considered as a submanifold problem endowed with geometric meaning.

In addition, the unified model offers an insight into the dynamics of the snake-like robot beyond the dynamic

model separately established for locomotion or manipulation.

Keywords snake-like robot, dynamics, unified model, differential geometry, locomotion, manipulation
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