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用混合多项式展开

气象要素场的方法及其应用

章基嘉

提

吴洪宝

要

混合 多项 式展开方 法是用切比雪 夫 ( 耳e 6 。山 e B ) 多项式与三 角函 数 乘积

的级数展开一个纬带区域上气象要素场 的方 法
。

它 兼有富里埃(F o ri 。 )级数

展开
、

切 比雪 夫多项式展开和球函数展开 的一 些优 点
。

本文 用混合多项 式展开 高

度场
,

讨论 了展开 的精度
,

并介绍 了这种 方 法在研完大 气环流方 面 的一些应 用
。

一
、

引 言

在研究大气环流的主要特征时常需对环流形 势 进 行 定 量 描 述
。

常 用 的 罗 斯 贝

(R
o : 、b y )和布里诺娃 (B

二 二 H O B a
)环流指数就是一种定量描述方法

。

但是这些指数只反

映了大气环流的个别特征
,

这对于分析和预报大气过程是不够的
。

目前人们更经常使用

大气环流的各种综合特征
,

能用较少的几个数集中反映大气环流的大量信息
。

把气象要

素场按某种函数展开
,

求得展开系数是获得这种数量的较合理的方法
。

常用的展开方法

有切比雪夫多项式展开
、

自然正交函数展开
、

富里埃级数展开
、

球函数展开等等
。

混合多项式展开方法是沿经线方向按切比雪夫多项式沿纬圈方向按三角函数展开气

象要素场的方法
,

它的分量场与实际气象要素场的结构比较接近
,

能用少数几项来拟合

气象要素场
,

比二维切比雪夫展开较为优越
。

混合多项式展开适用于一个纬带区域
,

是

球函数展开的一个变种
,

可称为
“

环函数展开
”

[l] 川
。

它把一个纬带区域上各个纬圈的

富里埃级数展开联合为一个整体
,

因此又可称为纬带谐波分析方法
,

具有分析波动特性

和计算物理量输送与转换等功能
。

_

且混合多项式展开法中各展开系数互相独立
,

便于根

据精度要求逐个计算展开系数
。

二
、

混合多项式展开方法

用 x 和 之表示纬带 仰一切
: 间网格点的坐标

, x
轴沿 0

。

经线从北指向南
,

用 5 个纬距作

为距离单位
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,
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用混合多项式展开高度场H (
x ,

均时
,

展开式取为

万 (
x ,

几 )= 万 叉 势
。

(
x
) (A

* : e o : a l又 + B 、: 5 1、 a j几)
儿 1

( 1 )

其中 势
k
(x) 为切比雪夫多项式

,

k 是它的阶数
,

l是一个纬圈 内正弦或余弦波的波数
,

凡
、

l可 以取值 0
,

1
,

2
,

⋯⋯
,

月 k 卜 B 、l为展开系数
。

伯格罗夫 (H
·

A
·

B a r p o B
)曾利用经过标准化处理后的劝

k

(劝
, : ina 以

、

co
: al 几作为展

开函数
,

用混合多项式展开高度场
,

业用求得的展开系数研究了大气环流形式的某些特

征川 【3 〕
。

本文采用未经标淮化处理 的 沪
k
(x)

, : 咖al 元
、 c

os al 几作为展开函数
,

这样便于利用

展开式计算大气环流方面的物理量
,

业且其系数公式
、

误差公式与常用的富里埃级数展

开
、

切比雪夫多项式展开的相应公式在形式上 比较一致
。

系数 A k : 、 B k ‘可以根据使展开的误差平方和达最小的条件求得
,

也就是使

口一 万 工
% 一 ] 瘫= O {

H (一 “, 一 冬不‘
克

(
·

, ‘“
、了

一
‘几 + B

* ! ·‘
一‘“, }

’

- n ZZ n

由上式推导得系数公式

” 协 一 1

习 习 H (x
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之)劝
。
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不难看 出
,

以上系数公式具有富里埃级数展开和切比雪夫多项式展开求系数公式的

混合结构
。

因此
,

类似于谐波分析 的表达式
,

( 1 )式又可写成

H (
x ,

几) 一 习 月 。。劝*
(

x
) + 工 习 军

,、
(
二
) (月

、: e o s a l元 +

+ B * : s ‘n a l之) ( 7 )
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上式右边前一部分是沿纬圈的平均量
,

只与
二
有关

,

当展开的纬带缩小到仅是一个纬圈时
, 二

后一部分是扰动量
。

, , 一 1
,

切比雪夫多项式只有一个

即咖(
x
)

,

寿只能取 O
,

因为 咖(
二
)一 1

,

这时展开式 (l) 和(7 )
、

系数公式( 3 )
、

( 4 )
、

( 5 )
、

(6 )就与沿一个纬圈的富里埃级数展开的相应公式完全一致
。

系数且 k工、 B k ,
本身都有一定意义

,

当被展开的场是等压面的高度场时
,

月kl、 方k ,
就

反映具有一定天气意义的环流形式的强度
。

其 中 月 。。
给 出了整 个 纬 带 的平 均 高 度

,

月 1。表示整个纬带平均的纬向环流强度
,

月
: 。 ,

姓 3。 ,

⋯⋯ 反映各纬圈间纬向环流的差别
夕

l > 。的系数都反映沿纬圈的波动特征
。

三
、

展开的精度

本文的目的是利用 50 。毫 巴高度场的展开式计算大气环流中一些物理量的输送与转

换
,

为此
,

必须首先讨论高度场展开的精度
,

以便确定展开式必需取的项数
。

场上各点的展开误差平方和为

Q 一 叉 蕙{万 (x,
“ )一叙

工 ,

元)
} (8 )

把展开式代入上式
,

利用 砂:
( x )正交性

,

三角函数正交性的关系式和系 数公式 (3 )
、

( 4 )
、

( 5 )
、

( 6 )
,

即得到用展开系数表示的 Q的表达式

几 “ 一 1 2

Q 一 万 习 万 (
x

几 ) 一

黔
·

愈
、:(x )弋

息惠誉暮咖
, (“ :

1 + “
:
‘

( 9 )

这里K
,

五分别是展开时所取的切比雪夫多项式的最高阶数和沿纬圈的最大波数

用(9 )式计算逼近误差比用直接定义的(幻式方便得多
,

同时还可看出
,

若展开中所

取的项越多
,

口将越小
。

由( 9 )式可以求出均方根误差

6 一

了币奢一
另外

,

可以定义一个展开质量指标兄 :

2、
忆res了

、,产

只

, 脚 一了

艺 艺
% = j 几. 0 {

H (
二 ,

“ , 一 分(一

尸 :

( 10 )

(1 1)

烹划
万 ‘一 元, 一

科
2

R : 即展开的误差平方和与场的总方差之比
,

由( 9 )式及方差的计算公式
,

得
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阴

一
2

L
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K
另剧

叉
荡 二 j

因为 习 、: (
x
) 一

二 ,

“ 。。一

劣 = 1

叉 H (
二 ,

兄 ) 一
, : x ,二 刀

只该 0

H
,

所 以
,

由上式可知
,

当尤 一 。
,

五 一 O
,

即仅取

月 。。一项逼近高度场时 R Z一 1 ;
再取其它项时 R Z < 1

,

取项越多
,

R Z
越小

。

取20
’

N 一70
’

N 作为展开纬带进行试算
,

这时
n ” n

,

。 一 36
,

我们展开了 1 月份

月平均 50 0 毫 巴高度场
,

求得展开系数后
,

计算了取不同项数的情况下展开的均方根误

差d 和质量指标 尸
: ( 见表 1

、

2 )
。

表 1 19 62 年 l 月50 。毫巴月平均高度场取不同项数情况下展开的均方根误差

单位
:

位势什米

\
、 、 \

L

尤 \
、

2 6
.

3 2 6
.

3 2 6
.

3 2 6
.

3 2 6
.

3

5
.

6 5
.

6 5
.

6 5
.

6 5
.

6

4
_

2 4
.

2 4
.

2 4
.

2 4
.

2

2
.

3 2
.

2 2
.

2 2
.

2 2
.

2

8 1
.

7 1
.

7 1
.

7 1
.

6

.

2 1
.

0 1
.

0 0
.

9 0
.

9

另外还计算了 6 年
,

计算结果与此相仿
。

由表 1
、

2 可见
,

展开所取 的 项 越 多
,

均方根误差越小
,

展开质量越好
。

但切比雪夫多项式不同阶数和沿纬圈不同波数的项在

展开中的作用益不一样
。

首先
,

当K 若 。业取定的情况下
,

波数在 。一 6 之间的项每增加

一项
,

对减小均方根误差和改善展开质量作用较显著
,

而再增加波数为 7 一10 的项时
,

均方根误差几乎不再减小
,

而误差平方和与总方差之比仅减小 0
.

沮一0
.

0 3 肠
,

这说明波

数大于 6 的波在 1月份 5 00 毫巴月平均高度场中所占的比重已很小
。

其次分析不同阶数切

比雪夫多项式的作用
。

当兀取 。时
,

即使 L 取 1 0
,

均方根误差仍维持在20 多位势什米
,

误差平方和与总方差之 比仍在90 肠以上
,

而K 取 1 (即展开中 k 取。
,

1 ) 时
,

对减小均

方根误差和改善质量作用很显著
二

当K 继续增大时作用又不明显
。

这是因为不同阶次的

1 4 3



表 2 1 9 6 2年 1 月5 00 毫巴月平均高度场取不同项数情况下展开的质量指标R Z
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.
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.
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.
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.
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0 0 4 3 4 0
.
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.
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.
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_
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.
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.
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.
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.
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.
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.
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0
.
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’

0
.

0 5 0 7 0
.

0 13 4 0
.
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.
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.
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0
.
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.
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.
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切比雪夫多项式是描述高度场的经向分布特征的
,

K 一 。反映的是经向水平的分量 场
,

仅用这种分量场逼近高度场显然是不够的
。

当K 二 l ( 寿一 。
,

1 ) 时
,

就在经向平 均 场

上附加上了南高北低呈线性变化的分量场
,

这样就拟合 出了实际高度场经向分布的主要

特征
。

所以当K 从O变到 1时展开质量改善最显著
。

更高次的切比雪夫多项式是反映不同纬

圈之间高度场的非线性变化的
,

与整个场的平均高度及经向南高北低的特征相比
,

这种非

线性变化在构成实际高度场中的作用又是不显著的
,

所 以当K 取 2
,

3
,

4
,

5 时与K 取 1时相

比
夕

对提高展开精度的作用已不明显
。

综合考虑K 与五
,

当展开取K 一 1 (九一 。
,

l) 和 L 一 6

( l 一 。
,

1
,

2
,

⋯⋯ 6 )时
,

展开的误差平方和与总方差之比在 3一 7 肠之间
,

计算了 7 年的一月

份平均为5肠
。

可见
,

这些 k
、

l所对应的分量场已反映了实际高度场的主要(占9 5 肠 )特

征
,

若展开的目的仅是为了分析高度场形式
_

L的特征
,

则取K 一 1
,

五 一 6
,

计算 A 。。 ,
一

月。, ,

B 。, ,

且。: ,

B 。: , ·

一 A o 6 ,

B 。。,

A , 。 ,

A , , ,

B , l ,

A , : ,

B , : ,

⋯⋯ 越; 6 ,

B , 6
共2 6个系数就可 以了

。

但是
,

由于展开范围大
,

网格点多
,

当K 一 1
,

五 一 6时
,

展开的均方根误差仍在 5位势什

米左右
,

相对误差约 1 肠
。

当使用这些系数计算大气环流过程中物理量的输送和能量转

换时仍会产生较大误差
,

况且计算物理量的输送和能量转换时
,

尤其需要考虑各个纬圈间

物理量的差别
,

所以K 必须取大些
。

本文在利用展开系数计算物理量输送和能量转换时取

兀一 5
,

五 一 1。
,

这样
,

高度场展开的均方根 误差约为 1位势什米
,

质量指标约千分之一
。

K 与五 的取值都是有上限的
,

上限与展开范围的网格点数有关
。

由线性代数知道
,

当 x 取 1
,

2, ⋯⋯ 。时
,

正交的多项式只有
。个

,

即势。(
x
)

,

功,
(劝

,

⋯⋯劝
。 一 ,

(x) 已构成了完备

的正交系
,

故K 无须也不可能取大于等于
n 的值

。

即K 的上限是 n 一 1
。

同样
,

因为高度

场在纬向仅在 。个离散点上取值
,

故波数取。
,

1
,

2
,

⋯ ⋯阴 一 1共。 种波时也已构成了完备

的正交系
,

即五的上限是 。 一 1
。

当K 一 。 一 1
,

五 二 。 一 1 时
,

Q 一 。
,

占= o
,

R Z 一。
,

实际计算中K 与乙不需取到上限值
。

四
、

展开的应用

如前所述
,

混合多项式展开的系数本身具有一定意义
。

可以用作环流指数或定量描

1 4 4



述极涡中心位置山
。

展开系数还可作统计预报的因子
。

另外
,

混合多项式展开方法在纬圈方向用不同波数的正弦波和余弦波来逼近气象要

素场
,

所以它又具有谐波分析的功能
,

展开系数可用于分析场的波动特征和计算一些物

理量的输送及能量转换
。

下面讨论用展开系数计算角动量输送以及扰动动能与平均动能

之间的转换的方法
* 。

用地转风关系可求得水平风分量
。 ,

脚一即几fR

把高度场的展开式代入上式
,

得

u
(
x ,

元) = g

f R △甲
万 月

*。
(沪

。

(
x
) 一 功

、
(

x 一 1 ) ) +
壳

g

f尸△笋
艺 习 (劝

。

(
x

)一势
*
(
x 一 l) ) (A

、。c o s a l几+ B 。: 5 1 n a l几)
白 王) O

用 【】表示沿纬圈平均的量
, ,

表示纬偏
。

把上式沿纬圈求平均
,

得纬圈平均西风

, , 1 ( x 、- 一- 卫‘一
-

j对 △华
艺 A 。。

(势
。

(
x
) 一 劝

、

(
x 一 z ) )

花

( 13 )

因而西风扰动量为

u *

(
x ,

几) = 。
(

x ,

之) 一 【u 】(
x
) = 里一 丫

j左△甲 下
万 (功

、

(x) 一

一劝
、

(
x 一 z ) ) (刀

、: e o s a l元 + B
、: : f n a l又 ) (1 4 )

_ g

fR
c o : 甲

g H 一一
, 。

- 一

几 污一 田水付 【 口 I L 工 少 -
d 几

, .

* 了 ~ , 、 _ g
“ 、 祷 , j ‘ / 一

~

下石下万

—
~

J八 ‘ U ‘ 甲
习 习 l 劝、(

x
) (B

。: e o s a l元 一 A * : s f n a l凡) (15 )

由于求动能和物理量通过某纬圈的输送都包 含二个扰动量的乘积沿纬圈求平均的形

式
,

即 出现

【f二 。·
】一 二下

{
2“

f
·

(
二 ,

, )
.

。·

(
二 ,

、) 、、

‘ 兀 J O

(16 )

为此
,

必须先求出If
*

·

g *
】的表达式

。

设有二个扰动量

f
*

(
: ,

几) = 艺 艺 砂*
(
x
) (A

、‘e o : a l几 + 刀
。: : i 。 a z之)

壳 趁> 0

夕*

(
x ,

几) = 习 习 势‘ (
x
) (

a : 。 e o s a 。元 + b ‘, 5 1o a 。几

.

章基嘉编
,

大气环流讲义
,

南京气象学院印
, 1 9 8 。年

.
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把 f
*

与g *

的乘积代入(1 6 )式
,

注意到(16 )式是对经度积分
,

相当于我们展开坐标中对
a 几积分

。

利用三角函数的正交性
,

得

, f
*

.

、 *

】
一李艺 习 叉 , 、

(
二
) , ‘(二 ) (“

; , a ‘ , + B * , “: ,

(2 7 )

按定义
,

单位质量空气的扰动动能K
*

为

(【
。 * 2 】+ 【v * 2 】)

【u *
·

u *

】

J2
一一尤

(18 )

、.J

!1
1七厂.

11
、

esl夕

1一之
一一

半臼

K

二
*

l
J、

.

二二: 一 1 一

【 V
.

-
.

口

2

其 中K
。 *

和 K
, *

分别为纬向扰动和经向扰动的动能
。

由(2 4 )
、

(1 5 )
、

(2 8 )式
,

得

.q 日

尸R “△毋
“ 叉 艺 万 (势

、

(x) 一 势*
(
x 一 l) ) 火

1.一
4

一一
*盯

K

火 (劝
。
(
x
) 一 势

‘
(

x 一 1 ) ) ( A 。; A ‘ : + B 、: B ‘ :

K
*
二 1 9 习

4 尸 R “
cO

: “甲
买 习 习 l“功*

(
x
)劝

;
(
x
) (B

。 : B ; : + 月
、‘ 二

攫: ;
)

(19 )

(2 0 )

单位时间 内
,

通过纬圈 甲单位气压厚度角动量的输送为

2 汀 R Z c o s Z 甲
【u *

·

v *

习 万 艺 (势
*

(x) 一叻
*

(
x 一 1 ) )

一
?一一一

·

劝;
(
x
) (且

* : B ‘: 一

: 一
卫夕些甲￡ 卿

f
“△甲

B
。: 刀 ‘:

)

在体积
二
内

,

平均动能向扰动动能的转换率为

[Ic 卜 It* 下一 {{{ : 。 】
一

具
一

。 ‘。 二 。 ·

, 、
二

J J J J 口少
了

(2 1 )

(2 2 )

求某一个高度上空
,

甲1一 华:
纬带单位气压厚度 内【K 】一 K

*

的转换率时
,

设 户 一常数
,

则

【K ’一 K
’

}
- 2 汀 R

夕

·o ·

业
一

努
贬“ ,

·了

二
2 火

2

, : 一 ‘·

一
,

, ,

} (2 3 )
r.队

丫少1人

X

用展开系数来计算时
,

其中【
双 1由(1 3 )式求 出

,

[ 。
*

·

。 *

】由下式求出
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“ ” 口 ‘

’一且了巨厕瑞而一 习 习
甲 ; 、

叉 l (功
、
(
x
)一功

*
(
x 一 1) )

【> 0

·

劝;
(

x
) (A

、: B “ 一 B
、 ; 盆 : :

) (2 4 )

下面讨论应用这些公式计算 出的一些主要结果
。

作为研究扰动形态的一个指标是分析经向扰动风的动能
。

计算结果表明
,

在 1 月份

50 0毫巴高度上
,

经 向扰动动能随纬度分布的极大值出现在 55
O

N 附近
,

向南和向北逐渐

减少 ( 见表 3 )
。

表 3 1 月份 5 00 毫巴高度上经向扰动动能随纬

度的分布 单位
:

焦耳

2 5
一

3 5
一

4 5
“

5 5
“

6 5

19 6 2 14
_

2 2 1
.

5

19 6 4

2 了
.

2

2 6
‘

6

2 4
.

1

2 1 6

19 6 5 3
.

9

5
.

0

10
.

5

13
.

1

15
.

2 1 5
.

6 13
.

0

19 6 8 7
.

7
’

9
.

8 2 0
.

9 2 5
.

0

19 6 9 4 8 8 2 6
.

5

1 2
.

8

1 1
_

2

19 7 2 5
.

1 7
.

3

12
.

2

13
.

5

19 7 6 3
.

6 9
.

5 2 8
.

9

2 8
.

0

3 1
.

2

3 4
.

0

1 0
.

0

此外
,

为了研究 沿 纬 圈 不

同波数的波在扰动 中 的 作 用
,

计算了经向扰动动能的波谱 ( 图

1 )
。

由图 1 可见
.

在较高 纬度

上 (切一 55
O

N )经向扰动动能集

中在超长波区域
,

波数为 2 与 3

「

的经向扰动动能 占经向扰动总动

能的85 肠
,

在较低纬度(2 5
O

N )
,

经向扰动动能主要集 中 在 长 波

区
。

其它 6 年的计算结果与图 1

类似
。

角动量输送是维持大气环流

平均状况的机制之一
。

由计算所

得的主要结果 (表 4 ) 和波谱分

析例予 ( 图 2 ) 可见
,

1月份5 00

毫 巴高度处
,

5 5
。

厅及 以北角动量

输送为负值
,

即向南输送西风角

动量
,

4 5
’

N 及以南 角动量输 送

为正值
,

输送的最大值 在 40
O

N

附近
。

在较高纬度(55
O

N )超长

波完成大部分角动量输送工作
,

在较低纬度( 25
‘

N )长波和短波

对角动量的输送也起相当作用
。

个别年份角动量输送的方向及波

谱与平均情况有较大的差别
,

例

如 1 9 6 8和 1 9 7 6年的 z 月即与其它

年份明显不同
。

芳 衣时 称助
·

、

⋯
’

一

一曰共
图 1 1 9 6 2年 1 月50 。毫巴高度上经 向

扰动动能波谱 单位
:

焦耳

利用 (23 )式计算出了50 0毫 巴高度处2扩N 一6 5
O

N 纬带单位气压 ( 1 牛顿 /米
z ) 厚度

体积内平均动能向扰动动能转换的速率
,

结果见表 5
。
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图 2 1 9 6 2年 1 月份 5 00 毫 巴高度处单 位明间内通过单 位

气压 (l牛顿 / 米 2
)厚 度纬圈平而的角动量输送波谱

单位 : 1 0 1 2 千克
·

米 2 /秒2

表 4 l 月份 50 0毫巴高度处单位时间内通过单位气压

(1牛顿 / 米
“
)厚度纬圈平面 的角动最输送

单位
: 1 01 4千克

·

米之
/秒

“

\
\ \

纬 *
J

乙亡
、

\ 之又
J 卜 左、

、 、
、

\
’

口刀 \
、

2 5 35 4 5 5 5 6 5

19 6 2 0
.

9 8 一 0
.

4 8 一0
.

5 3

19 6 4 0
.

5 9

3
.

2 2

2
.

0 0

2
.

4 4

2
.

3 1 0 7 一0
.

3 6

一0
.

4 411nJ
刁.止OJ厅了八j乃0

J

I�

.

⋯

0nU000一一一一一

一了O
一O�JOJt了

口

:
19 6 5

19 6 8

0
.

3 3

1
.

9 4

0 9 8

一 0
.

遵6 一 3 0
,

0 4

n沙n曰n
�q山eng�

:
Un�日

一�
八八OU口J

, .立

:
, .�八合,自咬l19 6 9

19 7 2

19 7 6 0
.

3 9 2
.

6 4

1
.

4 3

2
.

7 4 0
,

3 6 一O

表 5 2 5
O

N 一6 5
O

N 单位气压 ( 1牛顿 /米
“
)厚度体积内【K】一K

*

的转换率

单位
: 1少焦耳/ 秒

年 份 19 6 2 19 6 4 1 9 6 5 19 6 8 19 6 9 里9 7 2 19 7 6

【K 】* K
* 一 0

.

4 6 + 2
.

7 1 一2
.

5 2 一 1 1
.

9 5
+

2
.

1 0 一 1
.

0 1 ‘ 4
.

8 3

由表 5 可知
,

转换的方向有正有负
,

正值表示由平均动能向扰动动能转换
,

负值反

之
。

由 ( 2 2 )式知平均动能与扰动动能之间的转换与角动量输送有直接联系
,

在1月份5 00
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毫 巴高度上2 5
O

N一 65
O

N 范围内平均纬向气流均为西风
,

因此在 角动量输送的辐散区平

均动能向扰动动能转换
,

在角动量输送的辐合区扰动动能向平均动能转换
。

由角动量输

送的计算结果知道
,

角动量输送的最大值一般在 40
O

N 附近
,

故40
O

N 以南一般为【K l一

尤
‘ ,

40
O

N 以北一般为K
*

一【尤蓬
,

而在整个 25
O

N 一65
O

N 纬带内转换方向可以有正有

负
。

在角动量输送特殊的年份
,

动能的转换也较特殊
,

例如 1 9 6 8年和 1 9 7 6年的 1 月份
。

在计算所取的体积内
,

【尤〕一尤
*

转换率的量级为 10 “
焦耳 / 秒

,

相当于单 位 面 积

( 米
“ ) 单位气压 ( 1牛顿/ 米

2 ) 厚度体积内的转换率为 10
一 6焦耳 / 秒

。

转换的动能一部分

用于改变空气运动速度
,

其余将用于摩擦消耗或转化为其它能量型式
。

如果假定转换的

动能全部用于改变运动速度
,

业设基本气流原为 1。米 / 秒
,

则 以 1 9 6 8年 l月份的转换率为

例
,

将可使基本气流产生加速度为 0
.

77 米
·

秒
一 ’

·

日
一 ‘

。

以上是仅用高度场的混合多项式展开系数计算的结果
,

如果同时将温度场用混合多

项式展开
,

利用二个场的展开系数就可计算感热输送和位能向动能的转换
。
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