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摘要    提出用直接位移法研究了横观各向同性功能梯度压电圆板在表面

受均匀电势作用下的响应. 由平衡方程和圆板上下表面的边界条件导出位移

函数所满足的微分方程组及其边界条件. 求解微分方程组给出位移函数的显

示表达式, 其中所含的  4 个积分常数可利用圆板周边边界条件确定, 从而得

到自由和简支功能梯度圆板受均布电势作用下的三维压电弹性力学解析解, 
并可退化得到均匀圆板的压电弹性力学解. 如果能量正定条件和一定的可积

条件得到满足, 则圆板的弹性系数, 压电系数和介电系数可随厚度方向的坐

标作任意变化. 最后给出了算例以说明材料的非均匀性对圆板弹性场和电场

的影响. 
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人类文明已开启了智能材料时代的曙光[1]. 目前, 功能梯度压电材料(functionally graded 

piezoelectric materials, FGPM)作为一种特殊的智能材料已被制作成传感器和作动器而广泛地

应用于微电机系统[2,3]、智能结构[4~9]、医学和航空工业[10]. 由于物性参数随空间坐标连续变化, 
FGPM具有传统层合材料无可比拟的优势. 因此, FGPM在外载荷作用下的响应得到了不同领

域研究者们越来越广泛的关注. 
Cheng等人[11~15]运用传递矩阵法并结合渐近展开技术分析了多种FGPM结构的响应. Chen

和Ding[16,17]通过引入两个位移函数和两个应力函数发展出一类新型的状态空间列式, 并分析

了横观各向同性FGPM矩形板的弯曲和自由振动问题. 对于匀速旋转的FGPM球壳, Chen等人
[18]导出了一个三维精确解. 基于广义Hamilton原理, Wu等人[19]建议了一种分析FGPM壳变形问

题的高阶理论. 2003年, Zhong和Shang[20]利用状态空间法得到了物性参数随板厚坐标指数变化

的简支压电矩形板在外载荷作用下的三维精确解. Chen 等人[21]采用近似层合模型并结合状态

空间法给出了内充可压缩流体的FGPM空心圆柱壳自由振动问题的三维分析. 引入两类矢量
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函数并结合传递矩阵法, Pan和Han[22]导出了由横观各向同性FGPM组成的多层半无限体的格

林函数. 最近, Lu等人[23,24]利用类Stroh公式分别考察了简支FGPM板在机械载荷和圆柱弯曲作

用下的力学和电学响应. 然而, 关于FGPM圆板的研究却鲜有报道. 
本文旨在分析具有简支或自由边界的 FGPM 圆板在电载荷作用下的响应问题. 采用直接

位移法, 即将位移和电势展开成径向坐标 的多项式, 其系数为轴向坐标 的待定函数, 给出

了圆板弹性场和电场的三维解析解. 所获得的解精确地满足圆板上下表面的边界条件, 而柱

面边界条件则在圣维南意义上满足. 在这些解中, 只要能量函数的正定性和一些可积条件得

到满足, 横观各向同性压电材料的所有物性参数都可独立地随轴向坐标 z 作任意变化. 当所有

材料系数等于常数时, 上述解退化到均匀圆板的情形, 此时所有公式均可显式写出. 最后针对

仅两个物性参数为 z 的函数这一特殊 FGPM 圆板, 给出了数值计算, 并阐明材料非均匀性对圆

板弹性场和电场的影响.  

r z

1  基本方程和直接位移法 

在柱坐标 ( ,  ,  )r zθ 中, 轴对称问题的基本方程如下: 

  (1) ( )1 1
, , , ,0,  0,r r rz z r rz r rz z zr rθσ τ σ σ τ τ σ− −+ + − = + + =

 1
, , 0,r r r z zD r D D−+ + =  (2) 
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r z z r z
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z r

c c

c

u c r u c w e u c r u c w e

r u w eu c u wc e
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σ
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 ( )1
, , ,15 11 , 31 , 3333( ) ,   r r zz zr rD e D e ru uw u e , ,zwε φ −= − = −+ + + ε φ  (4) 

式中 rσ , θσ 和 rzτ 为应力分量; 和 为电位移分量; 和 分别为径向位移和挠度; rD zD u w φ 为

电势; 逗号表示对所跟变量的微分. 为弹性系数; 为压电系数; ijc ije ijε 为介电系数. 本文考

虑功能梯度材料 , 即材料系数是板的厚度方向坐标的函数 , 即 和

. 对于均匀材料, 这些材料系数为常数. 假设广义位移(位移和电势)具有如下形式 

( ),  ( )ij ij ij ijc c z zε ε= =

( )ij ije e z=

 ( )1 ,u ru z=  (5) 

 ( ) ( ) ( )2
0 2 0,  ,w w z r w z zφ φ= + =  (6) 

式中 , , 和1( )u z 0 ( )w z 2 ( )w z 0 ( )zφ 分别称为位移函数和电势函数, 或统一称为广义位移函数.  

将(5)和(6)式代入(3)和(4)式得 
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 (7) 

  (8) ( ) 2
15 1, 2 31 1 33 0, 33 0, 33 2,2 ,  2r z z z zD re u w D e u e w r e wε φ= + = + − +

将(7)代入(1)式, (8)代入(2)式, 得位移函数和电势函数的控制方程 

 ( )33 2, ,
0,z z

e w =  (9) 
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 ( )33 2, ,
0,z z

c w =  (10) 

 ( )44 1, 2 13 2,,
2 2z z

c u w c w⎡ ⎤ 0,z+ +⎣ ⎦ =  (11) 

 ( ) ( )31 1 33 0, 33 0, 15 1, 2,
2 2z z zz
e u e w e u wε φ+ − + + =2 0,  (12) 

 ( ) ( )13 1 33 0, 33 0, 44 1, 2,
2 2z z zz
c u c w e c u wφ+ + + + =2 0.  (13) 

2  均匀电势作用下的圆板 
考虑如图 1 所示的表面自由的 FGPM圆板, 在上表面 2z h= − 处给定均匀电势 , 下表面1k

2z h= 给定均匀电势  于是在2.k 2hz = ± 处

的边界条件为 

 
 

图 1  上下表面给定均匀电势的圆板 

12 :  0,  0,  ,z rzz h kσ τ φ= = = =     (14) 

22 :  0,  0,  .z rzz h kσ τ φ= = = =     (15) 

将(6)和(7)式中的φ , zσ 和 rzτ 代入上述边

界条件, 得 

( ) ( )0 1 0 22 ,  2 ,h k h kφ φ− = =      (16) 

和 2z h= ± 处 

 2, 0,zw =  (17) 

 13 1 33 0, 33 0,2 z zc u c w e 0,φ+ + =  (18) 

 1, 22zu w 0.+ =  (19) 

对(10)式积分一次, 并利用边界条件(17)和 得 33 0c >

 2, 0,zw =  (20) 

这使得(9)式自动满足. 对(20)式积分一次得 
 2 1,w a=  (21) 

式中 为积分常数. 将(20)代入(11)式, 再积分(11)式并利用边界条件(19)和 得 1a 44 0c >

 ( )1, 22zu w 0.+ =  (22) 

将(21)代入(22)式, 积分一次得 
 1 12u a z a2 ,= − +  (23) 

式中 为积分常数.  2a

将(22)代入(12)和(13)式, 积分一次并利用边界条件(18)得 
 13 1 33 0, 33 0,2 z zc u c w e 0,φ+ + =  (24) 

 31 1 33 0, 33 0, 32 z ze u e w a ,ε φ+ − =  (25) 

式中 是积分常数. 联立求解(24)和(25)式, 并将(23)式代入得 3a

  (26) 0, 1 1 2 2 3 34 ( ) 2 ( ) ( )zw a F z a F z a F z= − + ,
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, 0, 1 1 2 24 ( ) 2 ( )z a G z a G zφ = −  (27) 

式中 

  (28) 

2 1
33 33 33 3 33

1 1
1 31 33 13 33 2 31 33 13 33

1 1
1 13 33 31 33 2 13 33 31 33

,  ( ) ,

( ) ( ) ,  ( ) ( ),

( ) ( ) ,  ( ) ( )

J e c F z J e

F z J e e c z F z J e e c

G z J c e e c z G z J c e e c

ε

ε

−

− −

− −

= + =

= + = +

= − = − .

ε

4

5 ,

对(26)和(27)式各积分一次得 
  (29) 0 1 1 2 2 3 34 ( ) 2 ( ) ( ) ,w a f z a f z a f z a= − + +

 0 1 1 2 24 ( ) 2 ( )a g z a g z aφ = − +  (30) 

式中 和 为积分常数, 和 4a 5a

 
2

( ) ( ) ,  ( 1, 2),
z

i ih
g z G d iξ ξ

−
= ∫ =  (31) 

 
2

( ) ( ) ,  ( 1, 2,3).
z

j jh
f z F d jξ ξ

−
= ∫ =  (32) 

将(30)式代入边界条件(16)得 
 5 1,a k=  (33) 

 1 1 2 2 2 14 ( 2) 2 ( 2) ,a g h a g h k k k− = − =  (34) 

式中 为上下表面的电势差. 由前面的推导过程可以看出, 一共出现了  5 个积分常数  k (ia i =

1, 2, ,5),  其中 已经解出, 和 满足(34)式. 待定常数5a 1a 2a ( 1 ~ 4)ia i = 将由(34)式和 处的

边界条件来确定. 值得注意的是, 为刚体位移, 为常电势, 它们都不影响应力和电位移

的分布. 

r a=

4a 5a

将相关函数代入(5)~(8)式得到功能梯度压电圆板的位移、电势、应力和电位移的表达式 
 ( )1 22u r a z a= − − ,

4

,

 (35) 

  (36) 2
1 1 2 2 3 34 ( ) 2 ( ) ( ) ,w a r f z a f z a f z a⎡ ⎤= + − + +⎣ ⎦

 1 1 2 2 14 ( ) 2 ( )a g z a g z kφ = − +  (37) 

 [
[
1 13 1 31 1 11 12

2 13 2 31 2 11 12 3 13 3

0,
2 2 ( ) 2 ( ) ( )

     2 ( ) 2 ( ) ( ) ( ),

z rz

r a c F z e G z c c z

a c F z e G z c c a c F z
θ ]

]

σ τ
σ σ

= =

= = + − +

− + − + +

 
(38)

 

 30,  .r zD D a= =  (39) 

从(38)和(39)式可以看出: (ⅰ) 径向应力 rσ 和环向应力 θσ 仅是厚度方向坐标 的函数, 

与 无关; (ⅱ) 板中只存在 方向的常电位移, 径向电位移为零.  

z

r z
根据(38)式中径向应力 rσ , 易得径向合力 和弯矩N M 的表达式 

 
2

1 01 2 02 3 032
d 2

h
rh

N z a N a N aσ
−

≡ = − +∫ ,N  (40) 

 
2

1 11 2 12 3 132
d 2

h
rh

,M z z a N a N a Nσ
−

≡ = − +∫  (41) 
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式中 

 

[ ]

[ ]

2
1 13 1 31 1 11 122

2
2 13 2 31 2 11 122

2
3 13 32

2 ( ) 2 ( ) ( ) d

2 ( ) 2 ( ) ( ) d

( )d ,  ( 0,1).

h i
i h

h i
i h

h i
i h

N z c F z e G z c c z

N z c F z e G z c c

N z c F z z i

−

−

−

= + − +

= + − +

= =

∫

∫

∫

,

,

z

z  (42) 

3  确定剩余积分常数 
考虑周边自由的 FGPM 圆板, 此时在 r a= 处有 

 ( ) 0,  ( ) 0,  0,   0,rz rN a M a Dτ= = = =

0,

 (43) 

式中后两式已由(38)和(39)式自动满足. 将(40)和(41)式分别代入(43)式的前两式得 
 1 01 2 02 3 032a N a N a N− + =  (44) 

 1 11 2 12 3 132a N a N a N 0.− + =  (45) 

联立(34), (44)和(45)式可求得 
 ,   ( 1,2,3),i ia kA i= =  (46) 

式中 

 

( ) ( )

1 03 12 13 02

2 03 11 13 01 3 02 11 01 12

1 03 12 13 02 2 03 11 13 01

( ) (4 ) ,  
( ) (2 ) ,  ( )

( 2) ( 2) .

A N N N N D
(2 ),  A N N N N D A N N N N D

D g h N N N N g h N N N N

= −

= − = −

= − − −

 (47) 

将(46)代入(35)~(39)式可得周边自由的 FGPM 圆板的位移、电势、应力和电位移的表达式 
 ( )1 22u rk A z A= − − ,

} 4

 (48) 

  (49) { 2
1 1 2 2 3 34 ( ) 2 ( ) ( ) ,w k A r f z A f z A f z a⎡ ⎤= + − + +⎣ ⎦

 [ ]1 1 2 2 12 2 ( ) ( ) .k A g z A g z kφ = − +

]

 (50) 

 [ ]{
[ }

1 13 1 31 1 11 12

2 13 2 31 2 11 12 3 13 3

0,

2 2 ( ) 2 ( ) ( )

       2 ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ,

z rz

r k A c F z e G z c c z

A c F z e G z c c A c F z
θ

σ τ

σ σ

= =

= = + − +

− + − + +

 

(51)

 

 30,  .r zD D kA= =  (52) 

如果取  则有2
4 1 1 2 2 3 34 (0) 2 (0) (0),a kA a f kA f kA f⎡ ⎤= − + + −⎣ ⎦ ( ,0) 0,w a =  此时(48)~(52)式对

应周边简支的FGPM圆板在均匀电势下的解.  
对均匀材料, 即 和const,  constij ijc e= = const,ijε =  此时有关函数都为 的多项式. 按照

(47)式可以计算得到 的显式表达式. 将它们代入(48)~(52)式可得周边自由均匀横

观各向同性压电圆板应力、电位移、位移和电势的表达式如下: 

z

( 1, 2,3)iA i =

 2 5(2 ) ,  ( 2) (2 ) ,u rk C h w k z h C C h a= − = + +2 4  (53) 

 ( ) 11 2 .k z h kφ = + +  (54) 
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 0,z rz r θσ τ σ σ= = = =  (55) 

 4 13 2 30,  (2 ) ,r zD D C k c C C h= = −  (56) 

式中 

 
[ ]

1 1
31 33 13 33 2 13 33 31 33 3 33

1
13 31 2 11 12 5 13 11 12

1

31 14 2 2

( ),  ( ),  ,

( ),  ( ) 2

1

2 .

J e e c C J c e e c C J e

c e C c c C c c

C

eC cC

ε− −

−

+ = − =

− + = + −

=

= + C

−

 (57) 

比较(48)~(52)式和(53)~(56)式可以看出: (ⅰ) 均匀圆板的径向位移随径向坐标 线性变化, 与
厚度方向坐标 无关, 而功能梯度圆板的径向位移与 的一次方有关; (ⅱ) 均匀圆板的轴向位

移 与 无关, 随 线性变化; 功能梯度圆板的轴向位移与 有关, 因此圆板中面变形后成为

一个挠曲面, 而均匀圆板的中面和上下表面始终保持平行; (ⅲ) 圆板中所有的应力为零, 而功

能梯度圆板中的

r
z z

w r z 2r

rσ 和 θσ 一般不为零. 如果取 4 5 (4 )a kC C2= − , (53)~(56)式为周边简支圆板位

移、电势、应力和电位移的表达式. 

4  算例及讨论 
取功能梯度压电圆板的材料系数为 

 ( )1 20 0 0 0
11 11 12 12 13 13 33 33 44 44,  ,  ,  e ,  ,c c c c c c c c c cλ η += = = = = 0

0

 (58) 

  (59) 0 0
31 31 33 33 15 15,  ,  ,e e e e e e= = =

 ( )1 20 0
11 11 33 33,  .e λ ηε ε ε ε − += =  (60) 

式中 和0 0,  ij ijc e 0
ijε 为上表面 2z h= − 处的材料系数 , 1 2 1 2,z hη− =≤ ≤  λ 为梯度指标(当

0λ = 对应均匀材料). 将(58)~(60)代入(28), (31), (32)和(42)式等, 可以得到相关函数和常数的

显式表达式, 从而可得对应(48)~(52)及(53)~(56)式的显式表达式, 这里忽略.  
下面的计算针对简支圆板, 即有 ( ,0) 0.w a =  引入如下的无量纲量 

 0 0 0
11 11 33

,  0 1,  ,  ,  ,   .r zDr D W
a hc c

ξ η
σ w

k
φξ ξ σ Φ

ε
= = = = =≤ ≤  (61) 

现取电势差 1 0k = (V), 2 100k = (V), 圆板的半径 0.5a = (m), 厚度 0.1h = (m), 上表面z = 

−h/2 处的材料同PZT-5H[25,26], 其材料常数见表 1. 
由前面的分析可知, ξσ 与径向坐标无关, 仅为轴向坐标的函数. 图  2 给出了 ξσ 沿板厚的

分布曲线. 当 0,λ =  ξσ 为一条水平直线; 当 1λ = − 时, ξσ 沿厚度方向抛物线分布; 而当 1λ = , 

ξσ 是η 的减函数.  
 

表 1  PZT-5H 的材料常数 
    参数                PZT-5H 

弹性系数 (1010 N/m2) 0 0 0 0 0
11 12 13 33 4412.6,  5.5,  5.3,  11.7,  3.53c c c c c= = = = =  

压电系数 (C/m2) 0 0 0
15 31 3317.0,  6.5,  23.3e e e= = − =  

介电系数 (10−11 F/m) 0 0
11 331510,  1300ε ε= =  
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由(39)式可知, 轴向电位移为常量, 但它随梯度指标而改变. 从图 3 可看出, 0λ = 时的电

位移大于 1λ = ± 所对应的电位移.  
图  4 为周边简支圆板中面 0η = 处的无量纲挠度W 随径向坐标 ξ 的变化曲线. 可以看出, 

当 0λ = 时, ( ) 0W ξ = 为一条直线; 当 1λ = − 时, 挠曲线呈凹形且 ( ) 0W ξ ≤ ; 当 1λ = 时, 挠曲

线呈凸形且 ( ) 0W ξ ≥ . 图 5为表面给定均匀电势的功能梯度压电圆板的中心 0ξ = 处无量纲

随径向坐标

Φ

η 的变化曲线. 当 0λ = 时, Φ 线性变化, 且大于梯度指标 1λ = ± 时所对应的电势.  
 

 

 

 
图 2  无量纲径向应力随η 的变化曲线 图 3  无量纲轴向应力随η 的变化曲线 

 

  
图 4  圆板的无量纲中面挠度曲线 图 5  对称轴上无量纲电势随η 的变化曲线 

 

5  结论 
对于弹性系数、压电系数和介电系数沿板的厚度方向可以任意变化的压电圆板, 当表面给

定均匀电势时, 在周边自由和简支两种情形, 导出了轴对称变形的三维解析解. 这些解不依赖

材料的特征根, 且可退化到均匀压电圆板情形. 从数值结果可以看到梯度指标对弹性场和电

场都有显著的影响, 因此利用此特点可开展优化设计. 
由于对圆板的弹性场和电场分布没有引进特殊的假定, 本文给出的解可作为基准用以校

验各种近似理论和数值方法. 
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