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摘要    依据 E. coli 菌株在摇瓶和发酵罐培养条件下菌群增长过程光密度值的变化, 在改

进了数据平滑和微分求导方法的基础上, 以瞬时速率和瞬时增量为目标函数表征菌群增长

的动力学过程. 瞬时速率表现为指数衰减模式, 而瞬时增量的过程曲线因接种量而异, 由它

们所表征的生长动力学过程都不存在延迟期和稳定期. 动力学曲线的形状由接种物中含有

的处于分裂状态的细胞数所决定, 它是菌群内源性的增长能力(来自细胞分裂的连续发生)

和由增长引发的外源性阻抑力(营养物质的减少和代谢产物的增加)相互作用的结果. 由瞬

时速率和瞬时增量还可推导出菌群增长的倍增时间及体积生产效率等参量. 研究结果可为

解决 logistic 方程和 Monod 方程在拟合菌群增长过程曲线时遇到的不确定性等难题提供有

效的数学分析方法. 
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怎样测定和表征细菌群体的增长规律, 是一项

重要的基础性研究工作, 具有广泛的应用价值. 通常

以一定体积内的细胞数或其他生物量(光密度、干重

等)的观测值为因变量即响应变量(y), 以对 y 产生的

因子 x 为自变量(通常为时间 t), 选择自变量 x 的序列

值(xi1, xi2…xin)在一定培养条件下对因变量 y 的影

响(yi1, yi2…yin), 得到菌群增长的过程曲线. y 是由

与自变量 x 的函数关系表征的, 即 y=f(xi1, xi2…xin). 

可根据曲线的动力学特征类型, 选择或构建生长模

型进行拟合, 以相应的动力学参数来表征自变量与

因变量间的关系, 或者根据多次数据检测的结果, 沿

用统计归纳法, 提出对生长过程机理的推测以及表

征生长过程的函数表达式(定义式), 以多种求解方法

得到动力学参数. 

由于影响菌群增长的因素众多, 而且它们对增

长过程的影响也不同步, 所以菌群细胞特征为一随

时间而变化的多元函数, 是一个不断变化的动态体

系[1,2], 究竟选择哪一种影响因素为目标函数和怎样

构建生长模型才能不失真地反映出菌群增长的动态

规律, 则涉及对菌群增长规律分析的策略和相应的

实验设计, 应用的测试和表征方法也甚为复杂. 已有

多种测试方法和生长模型被应用于菌群增长过程的

研究, 但由于菌群组成的异质性, 动力学过程的分析

也远较化学反应系统复杂[1~3]. Ramkrishna[4]把构建微

生物菌群生长模型的方法概括为离散式模型

(segregate model)和总体分布式模型(lumped model)两

大类, 前者是以细胞个体在增长过程中形态、结构以

及生理生化等特征在不同时间序列过程变化的测定 
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值为依据而设计的结构性模型(structured model)或确

定性模型(deterministic model), 后者则是基于对菌群

总体动态过程的连续观测值为依据而归纳出的统计

模型(statistical/probability model), 该类模型是依据

观测值直接建立的, 其数学表达式并不直接涉及动

态发生的原因和条件, 因此也被称之为经验性模型

(empirical model). 事实上, 离散变量与连续变量之

间的区分, 以及经验性和理论性模型的界限, 也都不

是绝对的, 如细胞数目是离散型变量, 而细胞体积则

为连续变量. Monod 模型是基于酶学研究中经典的

Michaelis-Menten(M-M)方程( max[S]

( [S])m

v
v

k



)并仿照

logistic 方程的定义式而构建的, 即假定菌群的比生

长速率唯一地受营养物质浓度 [ S ]所限定 ,  即


 


max [S]

( [S])sk
, 式中的max为最大比生长速率, ks为饱

和常数, 即达到max 1/2 时的底物浓度. logistic 方程、

Monod方程以及Michaelis-Menten方程都可用于描述

“S”型增长过程, 但它们所基于的过程机理假设则各

不相同. 怎样测定和表征 v 和 μ 却一直存在着争议. 

微生物在限制性培养(如摇瓶、发酵罐等)条件下增长

时, 菌群生物量(如干重、细胞数, 及光密度值等)的

增长速率(growth rate)均随时间序列表现为“S”型曲

线, 即增长速率由逐渐增加直至饱和渐近线. logistic

方程是描述单种群增长的“S”型曲线的一元非线性方

程, 实验结果表明, 是瞬变量而不是常数[5,6]. 由于

时间变量为隐函数, 并不出现在 max [S]

( [S])sk


 


方程中, 

这就造成解析max 和 ks 甚为困难[7~9]. 关于在 M-M 方

程构建中假设的局限性, 以及解析动力学参数 v 和

vmax 方法中的失误, 文献中已有详尽的评述[10~14], 这

些问题也同样存在于 Monod 方程中, 却很少引起注

意. logistic 方程是在表征人口指数增长的 Malthus 方

程
 0( )

0
k t t

ty y e 中加入群体生长抑制因子 r 而构 

建的, 以表征增长过程因环境因素的抑制而形成的

有限增长, 其微分形式为
d
d

2-
y

Ky ry
t
 , K 为环境容量, 

y 是 t 时刻的种群数量, r 为內禀增长率(intrinsic 

growth rate), 对其进行积分, 解出 t=0 和 y=y0 时的特

解, 并假定 0 0e ( ) /K y t   , 得到其标准积分表达式 

1+ a rt

K
y

e  , 并把 r 视为內禀增长率, 但 α 取决于 K

和 N 0 即初始条件 t = 0 时的 y 值 .  在 t = 0 时 , 

01+t a

K
y y

e
  , 这与事实相悖, 由此导致参数估计的

错误 , 因此 , r 不能表征內禀速率 [7,14]. 由此可见 , 

Monod 方程和 logistic 方程都属于存在着一定局限性

的确定性模型, 由于它们都未能阐明导致增长过程

动力学变化的原因和条件, 所以, 它们也不属于机理

性模型(mechanistic model). 在生物学领域中, 已有

多个对 logistic 方程进行改进的报道, 但它们只能适

用于一定的“S”型曲线, 具有固定的拐点, 其结果都

不具普适性. 4参数的Richard模型加入了一个可滑动

取值的参数 m, 以适应不同形状的曲线, 但 m 取值的

选择则依据于经验 , 而且不能表征负生长 [1,2,8,14,15]. 

动、植物增长时, 个体数目和生物量的实测值易于精

确测定, 但对于以 2 分裂方式增长的细菌菌群, 则常

遇到很多困难. 细菌菌群在琼脂平板上形成的菌落

数 CFU(colony forming units)可表征分裂细胞增长的

结果, 但取样和测试的随机误差比较大, 可重现性也

相对较差, 涂布不均匀时一个菌落会是多个接种细

胞形成的. 光密度法(A600 值) 可在线检测, 误差小[16], 

光密度值是分裂细胞和不具分裂能力的休止细胞的

加合值, 两者速率的变化并不同步, 如不给予区分, 

则会导致动力学机理分析的错误. 

本实验室在细菌群体生长动力学[17~20]和糖苷酶

活力测试[21~25]等方面研究的基础上, 曾提出在未知

菌群增长动力学机理的条件下, 以菌群的瞬时速率

(instantaneous rate)直接表征菌群动力学过程、区分生

长阶段, 以及估算代时[17]. 但进一步对不同培养条件

下菌群生长过程的分析表明, 此方法也存在一定的

局限性, 这是由于瞬时速率计算的精度和稳定性取

决于对实测数据平滑方法和微分步长的选择[2,26~29]; 

同时, 动力学参数的解析是直接由过程曲线图解的

结果, 而不是依据专一性的数学模型, 是对真实状态

的比较粗略地估计, 因而, 这一方法仍属于经验性的

唯象动力学方法[30]. 结合对细菌菌群生理和遗传特

性分析的报导[2,5,6,31~35], 本研究对菌群组成和增长过

程呈现异质性的原因及相应的检测分析方法, 提出

如下假定和分析, 以作为进一步实验设计的依据, 尽

量减少随机误差和消除系统误差, 以剖析菌群增长

的动力学机理. 
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(ⅰ) 在限制性培养条件下, 增长形成的细菌群

体其组成是异质性的[3,4,17~19,31,32], 是由具分裂能力的

细胞和不能再进行分裂的休止细胞组成. 菌群固有

的 ( 即 内 源 性 的 ) 增 长 能 力 (intrinsic reproducing 

capacity)是由菌株(strains)的遗传特性决定的 , 是一

潜在的能力, 但它必须在一定的外在环境条件下才

能得以表达. 在限制性培养条件下, 由于伴随着菌群

的增长, 必然造成营养物质的不断减少和代谢产物

的不断增加, 形成对增长的阻抑力量. 潜在的增长能

力的表达必然受上述阻力所制约, 观察到的生长量

(细胞数目和光密度值等)应是这两类作用力相互作

用的结果, 是时间过程的减函数, 也是菌群通过调节

代谢途径以适应环境的必然结果 [1~3,17~19,30], 它类似

于遗产学上表型是基因型与环境相互作用的结果的

情形. 菌群中细胞分裂的发生取决于在任一时刻(t)

处于分裂状态的细胞数(y(t))[1~6,31,32]. 但在限制性培

养条件下细菌细胞的增长是一周期性(T)变化的过程

y(t)=f(t+T), 因此 , y(t)必然呈现周期性的波动 [33~35], 

这与化学振荡现象相似, 但反应物却不会进行分裂

而增长. 化学振荡反应是指反应体系如反应物的过

程变量(浓度)随时间发生周期性变化的现象, 如果反

应体系中存在阻力, 则呈现递减指数阻尼振荡[36]. 在

酵母培养中已观察到此类现象[37]. 由此推断, 细菌菌

群的瞬时速率必为指数衰减模式. 

(ⅱ) 应用光密度法(absorbance of optical density, 

A600)可在线实时测定菌群的增长 , 细胞的增长数  

和体积的变化都可在 A600 值中得到反映[16,38~40]. 但 

是由于细胞分裂呈周期性的变化, 在限制性培养条

件下(摇瓶、发酵罐等)总有一部分细胞会进入不再继

续进行分裂的休止状态(static state)[3~6,31~35]. 直接记

录的 A600 数据(UV-Vis 测定值)[38,39]则包括了正在分

裂状态的细胞和不再分裂的休止细胞, 是两者的加

合值, 显然, 过程曲线取决于细胞不断分裂形成的增

长速率. 遗传学、生理学、生物化学、生物工程学以

及药理学等相关学科的研究, 都需要把二者分开来

表征, 以进一步分析机理. 但过去的研究工作均未注

意此区分, 生长模型(如 logistic 和 Monod 模型等)的

构建都是以直接记录的 A600为据而进行的. 由瞬时速

率则可以得到只有分裂细胞增长形成的菌群的净增

长量 (net increment), 这是由于在计算瞬时速率时

d
0 0

0 0

( ) ( )d
lim liminst t

f t t f ty y
v

t t t  

       

[27], 当 ∆t→0 时, ∆y

只取决于分裂细胞, 而休止细胞则可近似视为一个

不动点, 不会影响 ∆y 的变化, 而瞬时增量 dy 是该变

量∆t的线性函数, 是∆y的主要部分, 即 d ( )y f t t  . 

在得到瞬时速率过程曲线后, 由 dy/dt×∆t 即可得到瞬

时增量. 计算机软件在求导数时, 只能把 ∆t 限定为

有限最小值, 而不可能以无限小 ∆t→0 时极限值进行

计算, 如 UV-Vis 分光光度计通常以 λ/2 为微分步长

(约等于 0.125 s), 因此, 以 A600 为依据得到的瞬时增

量是一确定值, 与时域有限差分方法计算的结果相

近[26~28]. 

(ⅲ) 通过数据平滑(smoothing)处理, 得到一个

尽量少失真的测量值的平滑曲线, 是微分求导和进

一步拟合(fitting)方程的关键[27,28]. 在常用的 2类数据

平滑处理方法中, 插值法是假定测量值是正确的, 只

对数据点间值进行平滑, 平滑曲线都通过所有数据

点, 是一个逼近每一对数据点间的曲线. 但观测值总

会有误差, 求导数据是一个极限过程, 需要多个数据

点的函数值, 任何小的检测误差都可能导致结果上

大的偏差[27]. 非线性回归方法则不必要通过原数据

点, 而是求得整体最佳平滑结果. 在实测数据误差比

较小的前提条件下, 回归法应可得到不失真的微分

导数曲线[29,40,41]. 本研究设计了不同接种量和相同接

种量但含有不同分裂细胞数的样本, 检测了 2 类平滑

方法对曲线平滑和方程拟合的影响, 得到的参数并

与经典的 logistic 方程进行了比较, 以进一步检验改

进方法的有效性[42,43]. 

1  材料与方法 

1.1  供试菌株   

鸡致病性大肠杆菌 E. coli CVCC249 菌株, 由中

国兽医微生物菌种管理保存中心提供. 分批培养条

件下 , 对其生理和生化等方面已做过系统性的研  

究[17~20]. 

1.2  实验方法 

取大约 1×106 CFU 的休止细胞, 接种至含 5L 

LB(Luria-Bertani)培养基的发酵罐中, 200 r/min 转速

搅拌, 通入空气量为 1 vvm, 37℃下培养. 每间隔 15 

min 取样 3.0 mL, 用生理盐水离心洗涤后, 恢复原体

积, 用 GENESYS 6 Spectrophotometer(Thermo, 美国)

测定光密度(A600)
[39], 测试至少重复 3 次, 变异系数
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(coefficient of variation, CV)小于 5%[40,41], 不同接种

条 件 实 验 用 摇 瓶 法 进 行 培 养 . 用 Sigma Plot 

software(2004, version 9.0)和 Prism 5 软件包, 对观测

数据进行拟合与分析. 用 AUC(area under curve)表征

总的生长量. AUC 是在(n1)~n 波长范围内光吸收的

总强度 , 它可由不定积分法直接计算而得到 , 即

AUC
0

( )d
i

iA    , 式中i 是波长(i=1,2,3,…,n), Ai

表示波长为 i 时培养物的光吸收[39]. 应用 Prism 5 软

件包进行吸收光谱图的绘制和模型的拟合. 

2  结果 

2.1  两类计算菌群增长量方法的比较 

图 1 和图 2 给出了平板菌落计数法 CFU 与光密

度法表征菌群增长量的比较. CFU 方法反映了由分裂

细胞形成的菌落数, 光密度法则是反映了由分裂细

胞和休止细胞二者共同形成的光密度值. CFU 过程曲

线呈指数性逐渐增加, 达到最大值后转为指数性下

降, 是一个对数正态分布(log normal)型曲线, 而 A600 

则表现为迅速增加, 直至达到饱和渐近线, 表现为

hyperbola型曲线[42]. 显然, 直接依据上述 2类实测值

拟合方程必然会得到不同的结果, 选择哪种过程曲

线能真实反映菌群增长过程, 这正是应用数学模型

方法表征动力学过程时的关键问题[8,40~43]. CFU 法可

表征分裂细胞在数量上的增长过程, 但不能区分细

胞的体积, 也很难消除细胞聚集造成的干扰[31], 而且

测试也甚为耗时, 进行大量测试比较困难[16]. 为减少

取样误差, 本研究采用了台式发酵罐进行培养, 在通

气和连续搅拌条件下, 由抽样样本得到的 CFU 数的

误差仍然较大, 多种平滑方法仍难以得到可适于微

分求导的结果. 同样条件下, 用 A600 方法得到的观测

值误差则较小, 细胞数和体积都可得以反映[16], 但应

用 4 种平滑数据的方法比较时表明, 内差法虽可得到

平滑曲线(图 3), 但仍会导致瞬时速率曲线不规则波

动(图 4), 这给选择方程拟合以及准确估计参数带  

来很大困难 [38~40,42 ,43]. 而非线性回归平滑方法(如

hyperbola 生长曲线型)则可得到有规律变化的适于进

行拟合瞬时速率的平滑曲线. 当用 FFT (fast fourier 

transform)方法平滑数据后, 瞬时速率曲线表现为递

减性阻尼震荡波, 文献中常把此类周期性的波动现 

 

图 1  以 CFU 表征的 E. coli CVCC 249 在分批培养条件下

菌群增长的过程曲线  

1×106细胞接种至含 5 L LB 液台式发酵罐, 37℃培养 24 h 

 

图 2  以光密度值(A600)表征的 E. coli CVCC 249 在分批培

养条件下菌群增长的过程曲线 

接种和培养条件与图 1 相同 

 

图 3  由 4 种不同平滑方法得到的 E. coli CVCC 249 生长曲

线的比较 

数据来自图 2 
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图 4  由 4 种平滑曲线得到的 E.coli CVCC 249 瞬时速率的

比较 

数据来自图 3 

象归结为类似于化学震荡过程 [36,37], 但是都还未考

虑到这与平滑数据方法的关系, 这是菌群增长过程

的特点, 还是 FFT 平滑数据后的失真? 值得进行进

一步的研究. 

2.2  不同接种量对菌群增长过程曲线的影响 

图 5 是用 3 个含不同数量 CFU 但都处于休止状

态的接种物进行摇瓶培养的 A600实测值, 显示了初始

接种量对菌群增长过程的影响 ,  它们都可用

hyperbola 方程
d

maxB x
y

K x



直接进行拟合, 以求得动力

学参数, 但接种量最小的样本(1×103 CFU)的 Bmax 值

却最大, 表明直接以此方程拟合数据, 由外推法得到

的 Bmax 为失真的结果. 应用 logistic 方程和 Monod 方

程直接拟合数据时, 也存在同样问题, 文献中早已指

出生物学实验中沿用外推法的问题[13], 但很少被研

究者注意. hyperbola方程是用非线性回归方式平滑数

据, 平滑曲线是整体上的近似, 而不需通过数据点, 

这样, 观测值数据点的误差可得到平滑, 微分求导时

不会形成不规则的波动, 在观测值测定误差较小(如

CV<5%)的条件下, 可近似得到不失真的平滑的微分

导数曲线, 可便于选择或构建数学方程去拟合, 如图

6是用 hyperbola方程平滑 A600数据后, 再以单指数衰

减方程拟合的结果. 表明衰减速率常数 K 随接种量

的增加也呈指数性增加(由 0.03015→0.1147→0.2358). 

图 7和 8的瞬时增量过程曲线则把接种量不同的影响

更加清楚地表征出来. 接种量为 1×103 CFU 时, 为持

续性线性增长过程, 这是由于培养瓶内的养分对接

种量小的菌群的增长在 2 4  h 过程中都可得到 

 

图 5  不同接种量时 E. coli CVCC 249 生长曲线的比较 

以光密度值为生物量, 用 hyperbola 方程直接拟合 A600曲线以得到

Bmax和 Kd 

 

图 6  不同接种量时 E. coli CVCC249 瞬时速率曲线的比较 

数据来自图 5, 用单指数衰减方程: y=(y0plateau)exp(Kx)+plateau

拟合曲线 

充分供应, 表明当接种量低时, 增长形成的菌群主要

是由不断分裂的细胞组成, 菌群细胞可持续进行分

裂. 而当用 1×105 CFU 为接种物时, 由于养分的供应

因菌群大量增长而减低, 不能继续支持长时间的增

长, 所以, 过程曲线即由指数性增长转变为指数衰减. 

以 1×104 CFU 为接种物时的过程曲线恰好位于 103和

105 中间, 但当它们形成的总细胞数以 AUC 计算时, 

则随接种量的增加而递减, 这是一个在过去研究工

作中以 logistic 或 Monod 方程直接拟合菌群生长曲线

未曾看到的重要特征. 

图 7 给出了用单指数衰减方程 (one phase 

exponential decay equation)拟合的不同接种量的瞬时

增量过程曲线, 结果表明, 1×103和 1×104 CFU 样本适
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于用单指数衰减方程拟合(图 7), 而 1×105 CFU 样本

用单指数方程拟合时, 拟合度系数R2较低, 仅为 0.65, 

其增长过程更适于用双指数结合方程 (two phase 

exponential association equation)拟合(图 8). 瞬时速率

和瞬时增量分别以不同方程拟合后, 其参数可为分

析菌群增长的动力学过程提供准确的信息. 

2.3  相同接种量但样本取自不同生长阶段(静止期
(steady state)和指数增长期(exponential phase)的接
种物对菌群增长过程的影响 

静止期样本主要由休止细胞组成, 指数增长期

主要由正在进行分裂细胞组成[1~3]. 在转入摇瓶中连 

 

 

图 7  不同接种量时E. coli CVCC 249瞬时增量曲线的比较 

数据来自图 5, 数据用单指数方程: y=ymax(1exp(Kx))拟合 

 

图 8  接种量 1×105 CFU时 E. coli CVCC 249瞬时增量曲线 
数据来自图 5, 用双指数结合方程: y=ymax1(1exp(K1 x))

ymax2(1exp(K2x))拟合曲线 

续培养时, 指数期接种物迅速增长, 但由于营养供给

和产物抑制而受限, 生长很快转入衰减期, 而静止期

接种物由于含有的处于分裂状态的细胞数较低, 则

表现为缓慢增长, 并可保持较长时期. 图 9 是测量值

A600 直接拟合 hyperbola 方程的结果, 出现了静止期

Bmax 反而大于指数期的结果. 与图 5 结果相同, 均为

由外推法导致的失真. 瞬时速率为目标函数拟合单

指数衰减方程则表明, 指数期接种物速率的衰减常

数 K 远大于静止期(图 10), 但最大速率值 Span 则大

于静止期. 由图 11 可知, 瞬时增量都可用双指数结

合方程拟合, 指数期接种物在 2.31 h 即可达最大瞬时

增量值, 而静止期则需 5.33 h. 综合图 5~11 的结果表

明, 分别以瞬时速率和瞬时增量为目标函数表征菌

群在限制性培养条件下的增长过程时, 可表征不同

的动力学过程特性. 当其他培养条件如温度、pH 等

不变时, 接种物的分裂细胞或休止细胞的比值对过

程曲线的形状起决定性作用, 这符合微分导数过程

曲线是由初值决定的数学规律[27]. 但经典的数学分

析方法只限定了初值的数量 N(t0)=N0, 并未涉及 N0

的性质. N0 是作为同质性菌群计数的, 即 1≡1, 但实

际上细菌菌群是一处于不同生理状态的异质性群体, 

即 1≠1[3~6,31,43,44]. 图 9~11 的系统结果可给出清楚的

区分, 即接种物的数量和其内含的分裂的细胞数, 对

菌群增长过程起决定作用. 上述对菌群增长过程异

质性的区分, 由不同接种量或不同生理阶段的接种

物增长形成的菌群中, 以瞬时增量为目标函数计算

时, 分裂细胞所占比例的不同, 显示出不同的结果, 

这可为微生物生理、遗传以及生物工程研究提供重要

信息. 表 1 给出了体积生产效率(volumetric produc- 

tivity)即单位体积单位时间瞬时增量的比较[44]. 已知

一些代谢产物主要由分裂细胞生成, 而另一些则主

要由休止细胞生成[30~37]. 某些药物的靶点只存在于

分裂状态细胞 , 而另一些药物则为休止细胞 [17~20]. 

上述分析则可为生物工程学上提高产率和药物学研

究上探索药物抑制机理提供有力工具. 

图 12 表明, 瞬时速率与瞬时增量间的相关性因

接种量而异, 当接种量低(如 1×103CFU)时, 随瞬时

速率的降低, 瞬时增量呈线性增加; 接种量为 1×104

和 1×105 CFU 时, 则随瞬时速率的降低, 瞬时增量呈

线性增加, 但速率不同, 增加至最大值后转为指数性

减低, 上述动力学曲线的变化正是指数性方程所描

述的动力学特征, 即过程的瞬时存在量与瞬时速率 
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图 9  不同生理状态接种物接种时E. coli CVCC 249生长过

程曲线的比较 

曲线用 hyperbola 方程直接拟合 

 

图 10  不同生理状态接种物接种时 E. coli CVCC 249 瞬时

速率曲线的比较 

数据来自图 9, 用单指数衰减方程拟合 

呈正相关(指数性增加或衰减过程)[45], 表明单指数衰

减方程拟合瞬时速率(图 10)和二元复合指数方程拟

合瞬时增量 (图 11和 12)是符合其动力学过程变化规

律的, 不是经验性的选择[41,42]. 

流式细胞仪检测菌群不同生长阶段 DNA 含量的

研究表明, 在指数生长期分裂细胞占 90%, 而在稳定

期仅为 19%. 总结上述结果, 可看出瞬时速率过程曲

线是由接种物中含有的分裂细胞数决定的, 瞬时速

率的最大值Span与分裂细胞数呈指数性正相关, 而与

衰减速率常数 K 则呈负相关(图 13). 表 1 给出的以曲

线下面积 AUC 统计得到的总的菌群增量和分裂细胞 

 

图 11  不同生理状态接种物接种时 E. coli CVCC 249 瞬时

增量曲线的比较 

数据来自图 9, 曲线面积用 AUC 表征 

 

图 12  不同接种条件时 E. coli CVCC 249 菌群增长的瞬时

速率与瞬时增量的相关性 

数据来自图 6 和 7 

增量的比较, 表明基于分裂细胞增长形成的生物量以

1×103 CFU 接种量最大, 且随接种量增大而降低, 但

基于细胞总数形成的生物量计算的结果则恰好相反. 

2.4  生长阶段的区分 

对在限制性培养条件下菌群增长过程进行阶段

区分, 是在微生物学和生物工程学研究中最为基础

性的工作之一, 但至今都依然是直接依据光密度和

细胞重量等检测值[16]呈 hyperbola(正切双曲线)的形 
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表 1  由瞬时增量得到的不同接种条件时的体积生产效率(用 AUC 表示)[44] 

接种物及接种量 净增量(AUC/min mL) 总增量(AUC/min mL) 

静止期细胞, 1×103 CFU 0.860 (100%) 1.013 (100%) 

静止期细胞, 1×104 CFU 0.722 (83.9%) 1.294 (127%) 

静止期细胞, 1×105 CFU 0.552 (64.1%) 1.553 (153%) 

指数期细胞, 1×105 CFU 0.361 (64.9%) 1.744 (112%) 

 

 

图 13  E. coli CVCC 249 接种物中含有的分裂态细胞数与

瞬时速率最大衰减速率 Span 和衰减常数K 的相关性分析 

数据来自图 6 和 10, 用单指数衰减方程平滑数据点 

状, 将增长过程划分为延迟期、指数生长期、稳定期

和衰亡期 4个阶段[1~3,17]. 如上所述, 这类分析是基于

菌群的总增长量, 并未区分出分裂细胞和休止细胞

形成的增长量. 从动力学观点看, 菌群增长量的增加

是细胞不断分裂的积累, 与休止细胞的存在无关. 由

于瞬时速率和瞬时增量曲线在不同的初值条件下的

动力学过程表现为指数增长或指数递减方式, 以及 2

个方程的量纲不同, 不便于直接进行比较, 进行归一

化(normalization)转化后 [40,46], 即把因变量值的变化

范围转化为 0~100%, 它不会影响非线性回归的结果, 

可得到参数的等价表征(equivalent best fit)和准确间

距(confidence intervals)[40,41]. 图 14 和 15 给出了菌群

增长过程阶段区分的结果. 不难看出, 以瞬时速率为

目标函数时, 增长过程曲线都呈指数衰减方式, 是一

个连续性的单调减函数. 以瞬时增量为目标函数时, 

表现为指数性的增加至最大值后转为指数性递减 2

个阶段(与图 11 相同), 也不存在延迟期和稳定期, 只

存在一个介于 2 个阶段的转折点(turning point). 显然, 

这种基于分裂细胞增长速率和分裂细胞形成的积累

量对增长过程的区分, 应能反映出真实地菌群增长

的动力学过程. 

 

图 14  基于不同接种量时瞬时速率和瞬时增量的变化区分

E. coli CVCC 249 菌群增长的生长阶段 

数据来自图 6 和图 7. 瞬时速率和瞬时增量用相对值表征 

 
图 15  基于不同状态的接种物时瞬时速率和瞬时增量的变

化区分 E. coli CVCC 249 菌群增长的生长阶段 

数据来自图 10 和 11. 瞬时速率和瞬时增量用相对值表征 

由图 14 和 15 可见, 它们都不存在延迟期和稳定

期, 由指数性增加转为衰减只有 1 个转折点, 而依据

logistic 方程和 Monod 方程对生长阶段的区分, 由于

未能去除休止细胞存在的干扰和对离散观测值直接

拟合方程, 因而造成结果的失真. 
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2.5  计算菌群的倍增时间(doubling time, TD) 

图 16~18 给出了基于瞬时增长量得到的菌群的

倍增时间(TD)(或对同步分裂的菌群应改称之为代时

(generation time, TG), 即 1 个细胞分裂成为 2 个细胞

经历的时间), 它是表征菌群增长过程的重要特征 , 

而代时的计算则都假定菌群的分裂是准确依照 2 分

裂方式进行 , 但菌群中细胞分裂并非同步进      

行[3,31,32,43], 对非同步分裂菌群, 其倍增时间 TD 的计

算公式为 D
0( ) 2

t

TN t N , 计算其自然对数值[47], 即可

得出在不同接种量和相同接种量不同生理状态阶段

的接种物的倍增时间变化曲线. 显然, 倍增时间不是

一个常数, 而是由接种物和培养条件确定的变量, 由

迅速增加转为近于恒定. 图 16 解释了这 2 种分裂方

式计算代时时的差别. 

菌群增长以非同步方式进行时, 菌数的增加不

再以 2→4→8→16 的方式进行, 而是分裂次数的指数

函数. 倍增时间(doubling time, Dt)的计算公式应为: 

1

1

D ti i

i i

N N
e

t t








[47], 取对数得到 Dt=ln(Ni+1/Ni)/t, 

即瞬时增加值的对数值. 计算瞬时生成的细胞数, 可

准确得到菌群增长的倍增时间. 图 17 和 18 表明, 倍

增时间是由接种条件所控制, 又随培养时间变化而

变化的变量, 是这 2 个因素的复合函数, 它可以用等

值线图进行表征(图 19)[48]. 

等值线上的数值为 2个因素(CFU值和倍增时间) 

 
 

 

图 16  细菌菌群同步(....)和非同步分裂(—)方式的示意图 

同步分裂时细胞数的存在为离散变量, 非同步分裂时为连续变量[47] 

 

图 17  依据瞬时增量估算不同接种量时 E. coli CVCC 249
增长的倍增时间 

数据来自图 7 

 

图 18  依据瞬时增量估算不同状态接种物时 E.coli CVCC 
249 增长的倍增时间 

数据来自图 11 

的复合作用的定量表征, 可见, 在 450 min 之前, 倍

增时间随初始接种量 CFU 呈指数性降低, 450 min 之

后变为增加(即延长了倍增时间), 这与瞬时增量的结

果呈负相关性, 即增长速率快, 倍增时间短, 450 min

之后, 瞬时增量减低(图 8), 倍增时间相应延长. 等值

线的间距密集, 表示相应变量的变化产生的影响导

致速率迅速变化, 间距大则相反. 可见, 培养时间(x

轴)的变化在初期对代时的影响最显著, 10 h 后变动

在 18 min, 这与在显微镜下进行定位实测的结果相

近[31].  
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图 19  E. coli CVCC 249 增长的倍增时间的等值线图 

数据来自图 17 

3  讨论 

对菌群增长过程机理的分析涉及多个方面, 包

括观测值的测定、曲线的平滑、目标函数的选定, 以

及方程拟合度的判断(goodness of fit)等[8,42,43]. 生物

学研究中多沿用经典性方程拟合观测值和以

R2(coefficient of determination)为依据判断方程选择

的结果, 对 logistic 方程和 Monod 方程的众多改进也

都是以 R2 值来判定的. 但是, 适合度分析不能作为

模型是否适合的唯一判据. 对模型拟合结果的判断, 

习惯用拟合度分析中决定系数 R2 和离差平方和(sum 

of square, Q)作为判断的标准, 即以 R2最大, Q最小为

准. R2 值反映了选用的平滑方程确定的理论曲线与实

测值曲线的吻合程度. 本文以不同接种量和相同接

种量但菌群组成状态不同的接种物时得到的瞬时速

率和瞬时增量进行的比较, 也是选用的模型是否能

反映自变量与响应变量生物学含义的一个检验方法. 

插值法是在不改变实测值条件下进行的平滑, 非线

性回归法则为整体平滑, 应根据随机误差对实测方

法的精密度的影响进行选择[49]. 还有众多的统计学

方法用作模型拟合时的检验和比较, 这都基于统计

学上估计模型各参数和实测数据的相关性, 这是必

要的一步, 但对于一个模型是否适合, 它既不是充分

的条件, 更不是唯一的判据. 模型是否适合, 模型/方

程都是定量地表达对真实系统的假定和对机理的推

测, 它与数据具有的数学规律有关, 还需要根据拟合

参数能否真实、充分表达其与建模假定的生物学意义

的一致性来做出判断[8,42,43]. 

通过对 E. coli 菌株在摇瓶培养条件下表现的增

长过程的系列研究[17~20], 本文提出了一系列改进的

分析方法, 即以 A600 光密度为观测值, 以 hyperbola

生长方程非线性回归方法平滑数据, 然后微分求导

得到瞬时速率和瞬时增量, 以此 2 个参数为目标函数

表征菌群增长动力学过程, 以单指数衰减方程拟合

瞬时速率. 瞬时增量的拟合因接种量的不同而异, 接

种量小时适于拟合单指数衰减方程, 而接种量大时则

适于拟合双指数结合方程, 由此可进一步推导出菌群

增长的倍增时间和体积生产效率等参数.  

研究结果表明, 以菌群增长的瞬时速率为目标

函数, 可准确表征由分裂细胞形成的生物量, 是分析

菌群增长过程曲线的必要条件, 这使得应用传统的

logistic 方程和 Monod 方程拟合菌群增长遇到的主要

困难也由此得以解决. 表 2 给出了由本文提出的方法

与经典的 logistic 方法表征菌群生长动力学过程的对

比. 应用不同菌株和不同培养条件的实验正在进行

中, 以进一步证实本方法的普适性. 

表 2  表征菌群生长动力学过程的瞬时速率法与经典的 logistic 方程法的比较 

 瞬时速率法 logistic 方程法 
建模依据 指数衰减方程和指数增长模型拟合瞬时速率和瞬时

增量曲线 
hyperbola 方程拟合正切双曲线 

目标函数 瞬时速率、瞬时增量 Bmax, Kd 

计算方法 观测数据先进行平滑以得到连续可微分的连续曲线 直接以观测值为依据进行拟合 
误差来源 观测值的随机误差经平滑后可减低 取决于观测的精密度 

自变量/因变量间的函数关系 自变量为时间过程, 因变量为过程函数, 只作为进

一步分析的数据 
自变量为底物浓度, 因变量为估测的瞬时速率, 

直接导出 Bmax, Kd 等参数 
应用 生长过程曲线划分为指数增长和指数衰减 2 个阶段, 

不存在生长的稳态期, 只有最大瞬时增量时刻的转

折点可准确计算出倍增时间及体积生产效率等参量 

生长过程分为延迟期、指数期、稳定期以及衰亡

期 4 个阶段 
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A New Method for Estimating Growth Behavior of Bacterial Population under 
Restrictive Culture Conditions 

ZHANG HuaiQiang, GONG WeiLi, ZHAO Yue & GAO PeiJi 
State Key Laboratory of Microbial Technology, College of life Sciences, Shandong University, Jinan 250100, China 

 
According to the changes in optical density (A600) of E. coli population in shake flask-culture and ferment culture and 
by using an improved data-smoothing method and then differential derivation, the two kinetic parameters, 
instantaneous rate (vinst) and instantaneous increment (vinc), as response variable were estimated and could be used to 
accurately characterize the kinetics of bacterial population growth. The vinst showed exponential decay pattern, while 
the kinetic pattern of vinc varied and depended on the inoculum’s size. In either case for vinst or for vinc, the kinetic 
curves appear neither delay period nor stable period. In fact, the pattern of kinetic growth curve were determined by 
the number of cells under division status, which was the result of the interaction between endogenous growth ability 
(which is from the continuous cell-cyclic division) and exogenous growth inhibitory force (caused by the decreased 
nutrients and increased metabolites). In addition, based on the dividing pattern of bacterial cell, another response 
variable, doubling time (Q), was also used to express the endogenous kinetic behavior. And then a bioengineering 
parameter, volumetric productivity, can be calculated according to the instantaneous increment (vinc). This research 
can provide an effective mathematical analysis to resolve the problems of uncertainty in using logistic and Monod 
equation to fit the growth curve of E. coli.  
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