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摘要 本文主要介绍近几年关于可压缩/不可压缩磁流体力学非线性稳定和不稳定性问题的数学分析

结果, 其中包括不可压情形的磁 Rayleigh-Taylor (RT) 不稳定性问题和可压情形的 Parker 不稳定性

(磁浮力不稳定性) 问题. 特别地, 本文从数学上分析了 (平衡) 磁场对不稳定性增长的影响, 刻画了一

些因素 (如区域的几何形状和边界条件等)如何影响不稳定性的增长. 此外,本文也介绍了重力作用下

黏弹性流体中 Rayleigh-Taylor 问题的数学分析结果.
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1 引言

本文简要介绍近年来在不可压缩和可压缩磁流体力学不稳定性的数学理论研究方面的一些进展,

包括不可压缩情形的磁 Rayleigh-Taylor (简记为 RT)不稳定性 (问题)和可压情形的 Parker不稳定性

(问题). 下面先介绍不可压磁流体 RT 不稳定性, 然后推广到可压情形, 再介绍 Parker 不稳定性.

考虑两层处在平衡状态的上重下轻且互不相溶的流体 (例如, 上层是水, 下层是油), 如果对轻重

流体的交界面作轻微扰动,则扰动因为重力的作用将会增长、被放大, 导致轻的流体上浮, 重的流体下

沉. 此现象最早由 Rayleigh在 19世纪 80 年代研究过, 他试图解释云层在重力作用下呈现的卷积状现

象 [1], 从流体力学方程组的线性分析中发现了这种不稳定性. 后来, Taylor [2] 也独立地发现了该现象,

故现称此为 Rayleigh-Taylor (RT) 不稳定性. 众所周知, 当系统处于势能极大值点时是不稳定的. RT

不稳定性就是这种情形, 对于处于平衡状态的上重下轻流体, 微小的扰动将造成重轻流体位置的互换

并伴有势能的释放, 而由势能转化成的动能则将进一步加剧扰动的增长. 类似地, 对非均匀但密度分
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布连续的单流体, 如果其平衡态密度分布含有上重下轻的区域 (不管它多小), 则有同样的 RT 不稳定

性. 同样地, 对导电的流体, RT 不稳定性也会发生, 此时, 磁场通过其诱导的 Lorentz 力对扰动的增长

有影响. RT 不稳定性不仅是自然界普遍存在的现象, 而且广泛地存在于天体物理、大气海洋科学、激

光聚变和磁约束聚变等研究领域中, 也是研究的热点问题. 关于 RT 不稳定性的物理机理和数值模拟

研究已取得很大进展, 有很多成果. 尽管到目前对流体力学 RT 不稳定性的数学理论研究已有不少结

果, 但仍有许多重要的数学问题有待解决, 例如, 如何从数学角度刻画分层流交界面的破裂行为 (参见

文献 [3]), 特别是关于磁流体 RT (非线性) 不稳定性的数学分析结果还很少. 此外, 许多学者通过线性

化和谱分析途径研究了流动中的各种物理因素 (如旋转效应、磁场和黏性等) 对 RT 不稳定性增长的

影响, 相关结果被 Chandrasekhar 系统地收集在专著 [4] 中 (也可参见王继海的编著 [5]). 本文所介绍

的磁流体 RT 问题主要研究重力场下不可压磁流体中的磁场如何影响 RT 不稳定性. 关于磁场对 RT

不稳定性影响的分析, 最早可追溯到 1954 年 Kruskal 和 Schwarzschild [6] 对分层磁流体线性化 RT 问

题的研究. 因此, 磁流体 RT 不稳定性也称为 Kruskal-Schwarzschild 不稳定性. 尽管后来有众多学者

也进一步作了许多更精细的研究, 然而关于非线性磁流体 RT 问题的数学分析结果甚少, 特别是关于

强磁场对不可压磁流体 RT不稳定性的抑制作用的数学结果很少. 本文将介绍近几年在非线性磁流体

RT 问题数学理论研究方面的一些进展.

不可压分层磁流体 RT问题是可进一步被推广到对应的可压缩流体情形. 然而要想把密度分布连

续的单磁流体的 RT 问题推广到对应的可压缩流体情形, 需要对平衡态磁场 (也称背景磁场) 加以限

制. 其中最简单的情形就是考虑平衡态磁场是水平的且沿重力场方向递增, 这种分布状态在天体物理

中广泛存在. 此时, 磁场会产生与重力方向相反的磁压力 (也称磁浮力), 并支撑起更多磁流体中的物

质. 特别地, 如果水平磁场沿重力场方向递增率比较大时, 可形成上重下轻的密度分布. 这种由向上磁

压力支撑所形成的密度分布状态 (包含上重下轻情形) 是不稳定性的 (参见文献 [7, 8]), 并称为 Parker

不稳定. 这里简单描述 Parker 不稳定性所表现的物理现象: 假设平衡态中磁力线以波形扰动, 则上升

的波峰部分中的物质沿着磁力线下滑, 以致波峰部分的质量比周围部分更轻. 如果在波峰处的浮力比

磁张力大,则波峰进一步上升,并形成不稳定 (参见文献 [9]). Parker [10] 首先注意到下滑物质会在磁力

线波谷处聚集,并发现这种不稳定增长率是气态星云 Jeans引力不稳定增长率 10倍以上,因此, Parker

认为一些大尺度的星际星云的聚合体将以这种不稳定性形式形成. 目前, 基于磁流体力学方程组, 从

数学上严格证明该现象仍是挑战性的难题. 需要注意的是, 这种不稳定性物理机制与磁浮力密切相关,

因此也常被称为磁浮力不稳定性. 磁浮力理论早在 1955 年就被 Parker [11] 用于研究太阳耀斑产生的

机制. 利用该理论可解释日珥一些独特的行为. 例如, 尽管日珥的密度是日冕的 1,000 至 10,000 倍, 但

在太阳的磁浮力作用下, 日珥可在日冕中朝太阳引力相反方向悬浮, 有时甚至可在日冕中悬浮静止几

个月. 目前, Parker 不稳定性已被认为与许多天体现象的发生密切相关, 例如, 星系圆盘周围出现的银

晕现象 [12]. 特别地,在 2006年, Fukui等 [13] 观察到这样的天体现象:一些巨大密集的高能磁化气体环

在磁浮力的作用下漂浮在星系中心附近,不受银河系中心物质的吸引而坍缩. 该现象也为 Parker不稳

定性提供了一个重要的实例. 有关 Parker 不稳定性的数值模拟研究, 参见文献 [14–16] 及其引用的文

献; 物理实验模拟, 参见文献 [17] (文中采用旋转产生的离心力模拟重力场); 耦合其他物理因素 (如旋

转、温度和宇宙射线等) 的各种模型的研究, 参见文献 [18–20]. 本文所提及的 Parker 问题主要研究可

压缩磁流体中磁场自身强度如何影响 Parker 不稳定性的发展. 本文将简要介绍近几年在该问题数学

理论研究方面的一些进展.

本文所考虑的磁流体 RT 问题与 Parker 问题都是基于下面的磁流体运动方程组 (其推导可参见

文献 [21–24]):
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

ρt + div(ρv) = 0,

ρvt + ρv · ∇v +∇
(
P +

λ|M |2

2

)
= µ1∆v + µ2∇divv + λM · ∇M − ρge3,

Mt =M · ∇v − v · ∇M −Mdivv,

divM = 0.

(1.1)

该方程组主要描述在重力作用下,非均匀 (inhomogeneous)、黏性和无磁扩散 (即电导率为无穷大情形)

磁流体的运动规律. 在上述方程组中, 未知函数 ρ := ρ(x, t), v := v(x, t), M := M(x, t) 和 P := P (x, t)

分别表示磁流体的密度、速度、磁场和压强,其中 x = (x1, x2, x3)
T 表示空间变量, t > 0表示时间变量.

λ > 0 表示乘以 1
4π 的真空磁导率, g > 0 为重力常数, e3 := (0, 0, 1)T, 上标 T 表示转置, −ρge3 表示沿

x3 方向的重力. µ1 > 0表示动力学黏性系数, µ2 := ν +µ1/3, ν > 0表示膨胀黏性系数. 上述方程组中

第一个方程常称为质量方程 (或连续性方程), 第二个方程 (1.1)2 表示动量守恒, 而第三个方程 (1.1)3

称为电磁感应方程. 此外, 因为 (1.1)3 可推出 (divM)t = 0, 故只要 M 的初始值满足条件 (1.1)4,

则对于任意时刻, (1.1)4 自动满足. 对于不可压情形, 我们还需要在上述方程组基础上添加不可压条件

divv = 0. 而对于可压情形, 则需要根据气体状态给出压强 P 依赖于密度的表达式. 此外, 如果我们进

一步考虑电导率的影响, 则需要在方程 (1.1)3 末端添加
∆M
σλ , 其中 σ 表示电导率.

如果是研究分层磁流体 (即上重下轻且互不相溶并且由自由交界面隔开的两种磁流体) 的 RT 不

稳定性和 Parker 不稳定性, 则需要在方程组 (1.1) 基础上, 进一步引入交界面高度的运动方程及交界

面条件 [25]. 然而为突出磁场如何对 RT 不稳定性和 Parker 不稳定性的影响, 并避免交界面运动方程

所带来的繁琐计算量,我们在本文主要研究具有固定边界的单种但非均匀的磁流体不稳定性的数学理

论, 其中的部分结果也能进一步推广到分层磁流体情形. 从第 2 节开始, 我们先介绍基于方程组 (1.1)

的线性化磁流体 RT 问题及线性化 Parker 问题的数学结果, 其中部分结果与对应的非线性问题密切

相关. 由于非线性情形涉及 Lagrange 坐标变换, 所以我们将在第 3 节介绍完 Lagrange 坐标下的磁流

体运动方程组后, 在第 4 节中再介绍非线性情形的数学结果. 最后将在第 5 节中进一步介绍黏弹性流

体中的 RT 问题. 此外, 本文采用下列 Sobolev 空间的简化记号:

Lp := Lp(Ω), L2 := L2(Ω) :=W 0,2(Ω), H1
0 :=W 1,2

0 (Ω), Hk :=W k,2(Ω),

其中所省略的区域 Ω 可根据上下文确定. 当然对于不好确定的地方, 我们仍写出区域.

2 线性化磁流体 RT 和 Parker 问题

2.1 线性化磁流体 RT 问题的稳定性和不稳定性

为了研究磁流体 RT 问题, 考虑与 xh := (x1, x2) 变量无关的平衡态密度分布 ρ̄ := ρ̄(x3) ∈ C1(Ω̄),

其满足

inf
x∈Ω

ρ̄ > 0, (2.1)

ρ̄′ |x3=x0
3
> 0, (2.2)

其中 x03 ∈ {x3 | (xh, x3)T ∈ Ω}, ρ̄′ := dρ̄/dx3, x
0
3 是 x0 ∈ Ω 的第三个分量, Ω 表示磁流体运动区域. 根

据 (2.2), 可以看出至少存在一个子区域, 其内部的密度会随着高度 x3 的增加而增大, 这将导致 RT 不

稳定性. 因此, (2.2) 也称为 RT 条件.
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考虑常向量磁场

M̄ =

me1, 即磁场方向垂直于重力方向,

me3, 即磁场方向平行于重力方向,

其中 |m| 表示磁场强度, e1 := (1, 0, 0)T. 则 (ρ, v,M) = (ρ̄, 0, M̄) 构成了不可压磁流体方程组方程组 (1.1),

divv = 0

的磁流体 RT 平衡态 (解), 其平衡态压强 P̄ 由下式确定:

∇P̄ = −ρ̄ge3.

本文分别简称 me3 和 me1 为垂直 (平衡态) 磁场和水平 (平衡态) 磁场.

记沿磁流体 RT 平衡态扰动的密度量、速度量、磁场量和压强量分别为

ϱ = ρ− ρ̄, v = v − 0, N =M − M̄, q̃ = P − P̄ ,

则 (ϱ, v, q) 满足如下扰动方程组:

ϱt + v · ∇(ϱ+ ρ̄) = 0,

(ϱ+ ρ̄)vt + (ϱ+ ρ̄)v · ∇v +∇
(
q̃ +

λ|N + M̄ |2

2

)
= µ∆v + λ(N + M̄) · ∇(N + M̄)− ϱge3,

Nt = (N + M̄) · ∇v − v · ∇(N + M̄),

divv = divN = 0.

(2.3)

对方程组 (2.3), 我们给定如下初边值条件:

(ϱ, v,N) |t=0 = (ϱ0, v0, N0), 在 Ω 内, (2.4)

v(x, t) |∂Ω = 0, ∀ t > 0. (2.5)

我们称初边值问题 (2.3)–(2.5) 为 (非均匀不可压) 磁流体 RT 问题.

如果忽略扰动方程组中的非线性项, 可得如下线性化的磁流体 RT 方程组:

ϱt + ρ̄′v3 = 0,

ρ̄vt +∇(q̃ + λmN3) = µ∆v + λm∂iN − ϱge3, i = 1 或 i = 3,

Nt = m∂3v,

divv = divN = 0,

(2.6)

其中 ∂i := ∂xi . 问题 (2.4)–(2.6) 的解 (在 Hadamard 意义下) 的稳定/不稳定性称为线性稳定/不稳

定性.
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在研究流体动力学不稳定性时, 常把非线性流体力学方程组在平衡态附近线性化, 得到线性化方

程组. 线性化处理的优点在于绕开非线性项的分析困难,有利于利用 Fourier变换 (积分或离散 Fourier

变换) 把线性化偏微分方程组进一步转化为线性常微分方程组. 相对于偏微分方程组, 常微分方程组

更容易构造出不稳定性解, 也容易寻找出精细的判别稳定性和不稳定性的准则. 相关的具体例子可参

见专著 [4]. 该方法也被广泛运用于流体运动的稳定性问题的研究. 需要注意的是, 稳定性和不稳定性

的研究本质上也可归结为线性化方程组谱分布的研究, 参见文献 [26]. 对线性问题 (2.6), 也可考虑分

层磁流体线性化 RT问题,例如, Kruskal和 Schwarzschild [6] 在 1953年首先研究了磁场对不可压分层

磁流体的线性化 RT 不稳定性的影响. 对条形区域上的线性化 RT 问题, 他们分析得到了水平磁场对

RT不稳定性没有致稳作用的结论,其原因在于,在条形区域和水平磁场的情形,磁场和流体可以解耦,

而流体 RT 问题总是不稳定的. 后来, Hide [27] 于 1955 年进一步考虑了不可压非均匀磁流体 RT 问题

和电导率对不稳定性的影响, 并分析得出, 在条形区域和垂直磁场情形, 由于磁场与流体的相互 (强)

耦合, 垂直磁场对 RT 不稳定性具有致稳作用. 近来, 本文作者重新仔细分析了文献 [4] 中关于水平和

垂直磁场对 RT 不稳定性影响时, 注意到一个特点: 如果考虑有界区域和无滑动边界条件, 即使对水

平磁场 (2.6) 里的磁场与流体也是不可解耦的. 这个特点自然使我们猜测有界区域和无滑动边界条件

可能有助于磁场的致稳作用. 为此, 考虑一般有界区域 Ω 上的方程组 (2.6), 我们利用能量方法和修正

变分方法等, 能建立起如下结果:

定理 1 令 Ω 是 C2- 光滑的有界区域, 平衡态密度函数 ρ̄ ∈ C1(Ω̄) 满足 (2.1) 和 (2.2). 记

mi
C := sup

u∈H1
σ

√
g
∫
Ω
ρ̄′u23dx

λ
∫
Ω
|∂iu|2dx

, i = 1 或 i = 3, 其中 H1
σ := {u ∈ H1

0 | divu = 0}, (2.7)

则 mi
C 是利用磁场强度判别线性化磁流体 RT 问题 (2.4)–(2.6) 稳定和不稳定的阈值, 即

(1) 当 |m| > mi
C 时, 线性化磁流体 RT 问题是稳定的, 即解在 Sobolev 范数下可被初始值控制;

(2) 当 |m| < mi
C 时, 线性化磁流体 RT 问题是不稳定的, 即解关于时间以 eΛt 形式增长, 其中

Λ > 0 称为最大增长率, 它关于 |m| 严格递减, 并满足

当 |m| → mi
C 时, Λ → 0. (2.8)

注 1 上述定理中, 区域 C2- 光滑且有界条件主要保证我们可以构造稳定和不稳定的强解.

定理 1 的证明细节可参见文献 [28]. 这里补充介绍如何确定判别稳定/不稳定性的阈值.

首先, 为说明不稳定性, 我们寻找具有指数增长的规范模式 (normal mode) 解:

ϱ(x, t) = ϱ̃(x)eΛt, u(x, t) = ũ(x)eΛt, q(x, t) = q̃(x)eΛt, N(x, t) = Ñ(x)eΛt,

其中 Λ为正常数. 规范模式解方法是很有效的分析线性不稳定性的工具,其可追溯到 19世纪 Rayleigh

等对流体力学不稳定性的研究. 将上述拟设 (ansatz) 代入 (2.6), 可得
Λϱ̃+ ρ̄′ũ3 = 0,

Λρ̄ũ+∇(q̃ + λmÑi) = µ∆ũ+ λm∂iÑ − ϱ̃ge3, divũ = 0,

ΛÑ = m∂iũ, divÑ = 0,

然后利用第一和第三个方程消去 ρ̃ 和 Ñ , 可得如下关于 ũ 和 q̃ 的边值问题解:Λ2ρ̄ũ = Λµ∆ũ−∇(Λq̃ + λm2∂iũi) + λm2∂2i ũ+ gρ̄′ũ3e3,

divũ = 0, ũ |∂Ω = 0.
(2.9)
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最后, 用 ũ 同乘方程 (2.9)1 两边, 对所得等式在 Ω 上积分, 并利用分部积分公式和条件 (2.9)2, 可得边

值问题 (2.9) 具有下式变分结构:

Λ

∫
Ω

ρ̄|ũ|2dx = Ẽσ(ũ)− Λµ

∫
Ω

|∇ũ|2dx,

其中

Ẽσ(ũ) :=

∫
Ω

gρ̄′ũ23dx− λm2

∫
Ω

|∂iũ|2dx.

从变分方法的观点看, 只要存在非零函数 ũ ∈ H1
σ 满足 Ẽσ(ũ) > 0, 则线性化磁流体 RT 问题是不

稳定的. 显然这等价于 |m| < mi
C . 因此, 关于磁场强度的阈值应该为 mi

C .

定理 1 表明, 在无滑动边界条件 (2.5) 下, 充分强的水平或垂直磁场能抑制 RT 不稳定性的发生.

特别地, 如果区域 Ω 关于 x1 = x3 平面对称且 ρ̄′ 是常数, 则 m1
C = m3

C . 这说明水平磁场具有与垂直

磁场相同的致稳效果.

对于具有有限高度和水平周期的水平层区域 Ωhp := {(xh, x3) ∈ R3 | xh ∈ T , 0 < x3 < h <∞}, 定
理 1 仍然成立, 其中

T := (2πL1T)× (2πL2T), (2.10)

T = R/Z, 2πL1 和 2πL2 > 0分别表示 x1 和 x2 方向的周期长度.但此时, m1
C = ∞, 因此对于区域 Ωhp ,

由于磁场和流体可被解耦, 导致水平磁场不能抑制 RT 不稳定性发生. 我们相信, 关于水平或垂直磁

场的不稳定性结果对于具有有限高度且无限长的水平层区域 ΩhR2 := {(xh, x3) ∈ R3 | 0 < x3 < h <∞}
仍然成立, 但严格证明目前仍有困难. 值得注意的是, 在建立定理 1 之前, 大部分线性磁流体 RT 不稳

定性结果都是建立在 Ωhp 区域上的, 这主要由于可利用离散 Fourier变换方法进行分析.显然这种方法

无法应用到一般有界区域上. 而本文作者能得到一般有界区域上的不稳定性结果, 主要是采用了修正

变分法. 该方法由 Guo 和 Tice [29] 在构造分层流线性化 RT 不稳定解时引入, 主要用于克服黏性项引

起的困难. 我们进一步分析发现该方法能避免使用 Fourier 变换, 从而可用于研究一般有界区域上黏

性流的 RT 不稳定性 [30], 并可进一步应用于磁流体 RT 不稳定性的研究, 以及平衡态磁场强度与不稳

定性最大增长率的定性关系 (2.8) 的推导. 此外, 利用修正变分法的思想, 定理 1 还可推广到一般平衡

态磁场情形.

对于垂直磁场, 且区域为 Ωhp 情形, 其中 h 可取无穷大, 利用 Fourier 级数理论, 我们有如下关系

式 (参见文献 [28]):

m3
C =

√√√√ sup
ψ(x3)∈H1

0 (0,h)

g
∫ h
0
ρ̄′|ψ(x3)|2dx3

λ
∫ h
0
|ψ′(x3)|2dx3

. (2.11)

利用 Wirtinger 不等式, 可得 (参见文献 [31])

m3
C 6

√
gh

4λ

∫ h

0

|ρ̄′+|dx3, 其中 ρ̄′+ =

ρ̄′, 当 ρ̄′ > 0,

0, 当 ρ̄′ < 0.

特别地, 如果 ρ̄′ 是非负函数, 则有

m3
C 6 1

2

√
gh

λ
(ρ̄ |x3=h −ρ̄ |x3=0). (2.12)
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如果 ρ̄′ 是一个正常数, 利用不等式∫ h

0

ψ2dx3 6 h2

π2

∫ h

0

|ψ′|2dx3, (2.13)

(其中 h/π是最佳估计常数)和 (2.11),可推出m3
C =

√
ghρ̄′/(πλ). 从中可看出:当 h→ ∞时,m3

C → ∞.

事实上, 对于 h = ∞, 且 ρ̄′ 不是正常数情形, 我们还有如下结论 (参见文献 [32, 性质 2.1]):

m3
C =


无限, 当

∫ ∞

0

ρ̄′dx3 > 0,

有限, 当

∫ ∞

0

ρ̄′dx3 < 0.

值得注意的是, 不等式 (2.12) 中上界与不可压分层磁流体 RT 问题是有关系的. 事实上, 沿垂直

磁场扰动的不可压分层磁流体 RT 问题也有类似于 (2.11) 的关于磁场强度的阈值

1

2

√
gh

λ
(ϱ+ − ϱ−), (2.14)

其中 ϱ+ > ϱ−, ϱ+ 和 ϱ− 分别表示上下两层均匀磁流体的密度, h/2 表示处于平衡状态时上下两层磁

流体的厚度 [25]. 比较 (2.14) 与 (2.12) 可看出, 如果密度在上下边界的差值给定, 则 (2.14) 恰好就是

m1
C 达到最大值的极限情形.

2.2 线性化 Parker 问题的稳定性和不稳定性

为简单起见, 考虑可压磁流体方程组 (1.1) 中的压力表达式为

P := P (ρ) = Aργ , (2.15)

其中 γ > 1 表示绝热常数, A > 0 为常数. 注意, 多方理想气体的压力就满足 (2.15), 相关的物理介绍

参见编著 [33].

对于上节给定的 ρ̄ (可以允许不满足 RT 条件 (2.2)), 定义一个水平磁场 M̄c := mce1, 其中

mc = ±
√

2

λ
(C − P (ρ̄)− F (gρ̄)), (2.16)

F (gρ̄) 表示 gρ̄ 的原函数, C 是一个正常数且满足 infx∈Ω{C − P (ρ̄) − F (gρ̄)} > 0. 则 (ρ̄,mc) 满足关

系式

P ′(ρ̄)ρ̄′ = −λmcm
′
c − gρ̄, (2.17)

其中 P ′(ρ̄) := Aγρ̄γ−1, m′
c := dmc/dx3. 则 (ρ̄, 0, M̄) 构成可压磁流体方程组 (1.1) 的一个平衡态解, 即

∇
(
P (ρ̄) +

λ|M̄c|2

2

)
= λM̄c · ∇M̄c − gρ̄e3, (2.18)

且 divM̄c = 0. 本文称上述平衡态为 (广义) Parker 平衡态.

注意, 上述 M̄c · ∇M̄c 实际上为 0. 此外, 根据公式 ∇× a× a = a · ∇a−∇|a|2/2, 平衡态 (2.18) 也

可改写成 ∇P (ρ̄) = ∇× M̄c × M̄c − gρ̄e3, 其中右端第一项一般称为 (广义) Lorentz 力.

如果 Parker 平衡态中的平衡态密度满足 RT 条件 (2.2), 则从 (2.17) 和 (2.15) 可得出

m′ |x3=x0
3
< 0. (2.19)
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人们称 (2.19) 为 Parker 条件 (或磁浮力条件). (2.19) 意味着在 Parker 平衡态中, RT 条件隐含 Parker

条件,反之不然. 本文称满足 (2.19)的稳定态为磁浮力平衡态;满足 (2.2)的 Parker平衡态为 Rayleigh-

Taylor-Parker (简称 RTP)平衡态. 在 RTP平衡态中,由 RT条件 (2.2)和 Parker条件 (2.19)可得,至

少存在着一个区域, 使得在此区域内密度随高度的增加而增加 (上重下轻), 但与重力方向相反的磁浮

力 λ∇|M̄c|2/2 支撑着较重的气体悬浮在较轻的之上.

现在, 记相对于 Parker 平衡态 (ρ̄, 0, M̄) 的扰动密度、速度和磁场分别为

ϱ = ρ− ρ̄, v = v − 0, N =M − M̄c,

则可得如下的扰动方程组:

ϱt + div((ϱ+ ρ̄)v) = 0,

(ϱ+ ρ̄)vt + (ϱ+ ρ̄)v · ∇v +∇
(
P (ϱ+ ρ̄) +

λ|N + M̄c|2

2

)
= µ1∆v + µ2∇divv + λ(N + M̄c) · ∇(N + M̄c)− (ϱ+ ρ̄)ge3,

Nt = (N + M̄c) · ∇v − v · ∇(N + M̄c)− (N + M̄c)divv,

divN = 0,

(2.20)

相应的初边值条件为

(ϱ, v,N) |t=0 = (ϱ0, v0, N0), 在 Ω 内, (2.21)

v(x, t) |∂Ω = 0, ∀ t > 0. (2.22)

则初边值问题 (2.20)–(2.22)称为 (非线性) Parker问题.忽略方程组 (2.20)中的二阶项,我们可得如下

的线性化方程组:

ϱt + div(ρ̄v) = 0,

ρ̄vt +∇(P ′(ρ̄)ϱ+ λmcN1) = µ1∆v + µ2∇divv + λM̄ ′
cN3 + λmc∂1N − ϱge3,

Nt = mc∂1v − v3M̄
′
c − M̄cdivv,

divN = 0,

(2.23)

其中 M ′
c := dMc/dx3. 上述方程组与初边值条件 (2.21) 和 (2.22) 构成线性化 Parker 问题.

采用定理 1 的证明思路, 能很容易建立起线性化 Parker 问题 (2.21)–(2.23) 的稳定/不稳定结果.

定理 2 令 Ω 是 C2- 光滑的有界区域, 平衡态密度面 ρ̄ ∈ C1(Ω̄) 满足 (2.1).

(1) 如果 Cr < 0, 则线性化 Parker 问题是稳定的, 即解在 Sobolev 范数下能被初始值控制;

(2) 如果 Cr > 0, 则线性化 Parker 问题是不稳定的, 即解关于时间以 eΛt 形式增长, 其中

Cr := sup
w∈H1

0

Ẽc(u)∫
Ω
λ(|∂1uv|2 + |divvuv|2)dx

, (2.24)

以及

Ẽc(u) :=

∫
Ω

gρ̄′u23dx+

∫
Ω

2gρ̄u3divudx
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−
∫
Ω

(P ′(ρ̄)ρ̄|divu|2 + λm2
c(|∂1uv|2 + |divvuv|2))dx, (2.25)

其中 ui 表示 u 的第 i 个分量, 这里及下文都记 uv := (u2, u3), divvuv := ∂2u2 + ∂3u3.

定理 2 可以看作是定理 1 的推广. 特别地, 将 (2.24) 右端项限制在 H1
σ, 并定义

CIr := sup
u∈H1

σ(Ω)

∫
Ω
gρ̄′u23dx− λ

∫
Ω
m2|∂1u|2dx

λ
∫
Ω
|∂1u|2dx

,

则 CIr 就是线性化磁流体 RT 问题 (2.4)–(2.6) (其中 i = 1) 稳定/不稳定的判别值.

从物理角度来看, 类似于磁流体 RT 问题, RT 条件有助于线性化 Parker 问题的不稳定性. 这也

可从能量 Ẽc(u) 的表达式看出, RT 条件使得 Ẽc(u) 的第一项积分为正, 促进 Cr 的值增大, 从而更易

形成不稳定性. 此外, 还可从 Ẽc(u) 的最后一项积分看出平衡态磁场强度越大, 越导致 Cr 的值减小,

从而起到致稳效果. 不幸的是, 我们不能直接从 Ẽc(w) 的表达式中看出磁浮力的不稳定性作用. 为此,

将 (2.17) 写成

ρ̄′ = − ρ̄(λmcm
′
c + gρ̄)

γP (ρ̄)
. (2.26)

并将其代入 (2.25), 可得

Ẽc(u) = −
∫
Ω

λgρ̄mcm
′
cu

2
3

γP (ρ̄)
dx−

∫
Ω

((√
γP (ρ̄)divu− g

√
ρ̄2−γ

Aγ
u3

)2

+ λm2
c(|∂1uv|2 + |divvuv|2)

)
dx. (2.27)

从上式易看出 Parker 条件促进 Ẽc(u) 的值增长. 特别地, 如果对于某个函数 u, Ẽc(u) 为正, 则必有

Cr > 0,从而导致 Parker不稳定性. 此外,比较 CIr 的定义,可看出 Parker条件不会促使磁流体 RT问

题的不稳定性. 因此, Parker 不稳定性是可压磁流体独特的现象, 即与磁流体自身气体压强状态有关.

下面进一步分析稳定性条件 Cr < 0.

(1) 根据 (2.27), 可直接看出, 如果

m′
c > 0, 在 Ω 内, (2.28)

则 Cr < 0. 故 (2.28) 可作为稳定性条件. 根据关系式 (2.26), 条件 (2.28) 是等价于 Schwarzschild 稳定

性条件

−ρ̄′ > gρ̄2

γP (ρ̄)
, 在 Ω 内. (2.29)

这个稳定性条件也可从下列不等式看出:

E(u) 6
∫
Ω

g

(
ρ̄′ +

gρ̄2

γP (ρ̄)

)
u23dx−

∫
Ω

(λm2
c(|∂1uv|2 + |divvuv|2))dx.

特别地,设 Ω是上半空间, Newcomb [34]在 1961年通过使用 Fourier分析方法,根据能量负性判定 (2.29)

是线性稳定性的充分条件 (也可参见文献 [8]). 反之, 对于某个 x03 ∈ {x3 | (xh, x3)T ∈ Ω}, 条件

−ρ̄′ |x3=x0
3
<

gρ̄2

γP (ρ̄)

∣∣∣∣
x3=x0

3

(2.30)
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称为 Schwarzschild不稳定性条件 (Parker条件的等价变形). 在第 5.2小节, 我们会进一步介绍有关该

条件在 Ωhp 区域上的非线性结果.

(2) 如果 mc 满足 Parker 条件, 定义

n̄ := sup
u∈H1

0 (Ω)

√ ∫
Ω
g(ρ̄′ + gρ̄2/γP (ρ̄))u23dx∫

Ω
λ(|∂1uv|2 + |divvuv|2)dx

,

其中 Ω表示在 x1 方向有界的区域,则可验证 n̄ ∈ [0,+∞). 需要注意的是 x1 方向有界,意味着在磁场

方向有非滑动的边界条件,将致使磁场和流体不能解耦,因而有助于水平磁场的致稳效果.根据 (2.16),

对于给定 P 、̄ρ、g 和 λ, 可选择充分大的 mc, 使得 infx∈Ω |mc| > n̄, 则易证明 mc 满足 Cr < 0. 这表明

充分强的水平磁场 M̄ 具有抑制线性 Parker 不稳定性的发生. 特别地, 如果对 RTP 平衡态作小扰动,

则在磁场致稳作用下, 较重的气体仍可悬浮在较轻的气体之上.

最后, 我们给出 Ω 为有界区域时, n̄ 的上界估计, 其有益于实验和数值模拟研究. 根据 n̄ 的定义,

我们有 n̄ 6 ϖχ, 其中

ϖ :=

√
∥gρ̄′ + g2ρ̄2/γP (ρ̄)∥L∞(Ω)

λ
, χ := sup

u∈H1
0 (Ω)

√ ∫
Ω
u23dx∫

Ω
|∂1uv|2dx

.

令 a := inf{x1 | (x1, xv) ∈ Ω}, b := sup{x1 | (x1, xv) ∈ Ω}及 Ω′ := {(x1, xv) ∈ R3 | xv ∈ T , a < x1 < b},
其中 T 由 (2.10) 定义, 则我们能选取充分大的 L1 和 L2, 使得 H1

0 (Ω) 可被认为是 H(Ω′) 的一个子空

间. 所以有

n̄ 6 ϖ sup
u∈H1

0 (Ω
′)

√ ∫
Ω′ u23dx∫

Ω′ |∂1uv|2dx
. (2.31)

另一方面, 类似于 (2.11), 可得

sup
u∈H1

0 (Ω
′)

√ ∫
Ω
u23dx∫

Ω
|∂1uv|2dx

= sup
ψ(x1)∈H1

0 (a,b)

√√√√ ∫ b
a
ψ2(x1)dx1∫ b

a
|∂1ψ(x1)|2dx1

. (2.32)

因此, 从 (2.31) 和 (2.32) 及 (2.13) 可推出 n̄ 6 (b− a)ϖ/π.

3 Lagrange 坐标下的磁流体方程组

目前,关于无磁耗散的磁流体方程全局稳定解的存在性已被许多学者证明,参见文献 [35,36]及其

中引用的文献. 已有存在性结果的证明思想基本都是基于某种变换, 使得动量方程中的 Lorentz 项变

换为具有二阶弱耗散的项, 然后充分挖掘其弱耗散性质以实现能量估计的封闭. 考虑三维问题, 我们

将通过定义流映射,把 Euler坐标下的磁流体方程组等价变换成 Lagrange坐标下的方程组. 下面依次

介绍 Lagrange 坐标下的磁流体 RT 问题和 Parker 问题.

3.1 Lagrange 坐标下的磁流体 RT 问题

假设存在一个可逆映射 ζ0 := ζ0(y) : Ω̄ → Ω̄, 使得对于任意 y ∈ Ω̄, 有

∂Ω = ζ0(∂Ω), ζ03 = y3 和 det∇ζ0 ≡ 1, (3.1)
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其中 ζ03 表示 ζ0 的第三个分量. 定义流映射 ζ 为下列方程的解:ζt(y, t) = v(ζ(y, t), t),

ζ(y, 0) = ζ0,

并且 Ω = ζ(Ω, t), 则 Euler坐标下的 (x, t) ∈ Ω×R+, 通过流映射 x = ζ(y, t)后, 与 Lagrange坐标下的

(y, t) ∈ Ω×R+ 发生对应关系.为了使 Euler坐标与 Lagrange坐标能相互变换,进一步假定 ζ(·, t)可逆.

此外, 由非滑动边界条件 (2.5), 有 ∂Ω = ζ(∂Ω, t); 并且如果 det∇ζ0 = 1, divv = 0, 则有 det(∇ζ) = 1.

由此可推出 divη = O(|∇η|2), 这个性质在稳定性估计的推导中非常重要.

现在, 我们进一步定义如下的 Lagrange 未知量:

(σ, u, p̃, B)(y, t) =

(
ρ, v, P +

λ∇|M |2

2
,M

)
(ζ(y, t), t),

其中 (y, t) ∈ Ω× R+, 则在 Lagrange 坐标下关于 σ、u、p̃ 和 B 方程组可改写为

ζt = u

σt = 0,

σut − µ∆Au+∇Ap̃ = λB · ∇AB − σge3,

Bt −B · ∇Au = 0,

divAu = 0.

(3.2)

对应的初边值条件为

(u, ζ − y) |∂Ω = 0, (ζ, σ, u,B) |t=0 = (ζ0, σ0, u0, B0).

此外, 如果初始值 ζ0 和 B0 满足

divA0B0 = 0, (3.3)

则仍有 divAB = 0, 这里 A0 表示 A 的初始值.

下面对 (3.2) 中涉及 A 的记号作如下说明:

(1) A 由流映射定义:

A := (Aij)3×3 := ((∇ζ)−1)T;

(2) 微分算子 ∇A 定义为: 对于向量函数 u := (u1, u2, u3)
T,

∇Au := (∇Au1,∇Au2,∇Au3)
T, ∇Aui := (A1k∂kui,A2k∂kui,A3k∂kui)

T.

微分算子 divA 定义为: 对于向量函数 fi := (fi1, fi2, fi3)
T,

divA(f1, f2, f3) = (divAf1,divAf2,divAf3)
T, divAfi := Alk∂kfil.

在上述微分算子定义中, 已采用 Einstein 求和约定以略去关于成对出现的指标而进行的求和号, ∂j 表

示 ∂j := ∂yj . 此外, 定义 ∆AX := divA∇AX, 其中 X 表示标量函数或向量函数.
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(3) A 具有下列性质:

divAu = ∂l(Akluk) = 0, (3.4)

∂iζkAkj = Aik∂kζj = δij , (3.5)

其中

δij =

0, 对于 i ̸= j,

1, 对于 i = j.

性质 (3.4) 主要用于后面稳定性估计的推导.

下面利用类似于 “磁冻结” 的物理概念将 B 用 ζ 表示, 其推导细节参见文献 [25, 37, 38]. 把算子

Ajl 作用到感应方程 (3.2)4, 并利用 (3.5), 可推出 Ajl∂tBj = −Bj∂tAjl, 故 ∂t(AjlBj) = 0. 因此,

AjlBj = A0
jlB

0
j . (3.6)

注意, 本文记号 f0 同样表示关于时空函数 f := f(x, t) 的初始值函数. 关系式 (3.6) 表明

B = ∇ζAT
0B0. (3.7)

为了获得稳定条件下磁流体 RT 问题的全局稳定解, 人们自然希望当 t→ ∞ 时, 有

(ζ,B) → (y, M̄). (3.8)

由 (3.7) 可推出

AT
0B0 = M̄, 即 B0 = ∇ζ0M̄ = m∂iζ0, i = 1 或 i = 3. (3.9)

将上述 B0 的表达式代入 (3.7), 可得

B = m∂iζ. (3.10)

因此, 利用 (3.10)、(3.9) 和 (3.6), Lorentz 可表示为

B · ∇AB = m2∂2i ζ. (3.11)

现在, 我们分析 Lagrange 坐标下密度函数表达式. 利用 (3.2)1, 可得 ϱ̃ = ρ0(ζ0). 与 (3.8) 类似, 我

们希望当 t→ ∞ 时, ϱ̃ 收敛到平衡密度分布 ρ̄(y3). 另一方面, 由

ρ0(ζ0) = ρ̄(y3), (3.12)

有

ϱ̃ = ρ̄(y3). (3.13)

综上分析, 我们可看出, 在初值条件 (3.12)、(3.9)、(3.3) 和 (3.1) 下, 利用关系式 (3.11) 和 (3.13),

可将方程组 (3.2) 改写成带有源项 (涉及流函数 ζ 和平衡态密度面 ρ̄) 的 Navier-Stokes 方程组
ζt = u,

ρ̄ut − µ∆Au+∇Ap̃ = λm2∂2i ζ − ρ̄ge3,

divAu = 0,
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其中 (ϱ̃, B) 由 (3.13) 和 (3.10) 确定. 现在, 进一步引入变换 η = ζ − y, q = p̃− p̄(ζ3), 其中 p̄(ζ3) 满足

Lagrange 坐标下的平衡态方程 ∇Ap̄(ζ3) = −ρ̄(ζ3)ge3, 则可得如下关于 (η, u, q) 的方程组:
ηt = u,

ρ̄ut − µ∆Au+∇Aq − λm2∂2i η = gGe3,

divAu = 0,

(3.14)

其中 A = (I +∇η)−1, I = (δij)3×3, G := ρ̄(y3 + η3(y, t))− ρ̄(y3). 对应的初边值条件为

(η, u) |t=0 = (η0, u0), (η, u) |∂Ω = 0. (3.15)

这里需要注意的是,在 Lagrange坐标下, q 是在 Lagrange坐标下的磁压及扰动压强的和.为简便起见,

仍然称 q 为扰动压强.

在本文中, 我们称初边值问题 (3.14) 和 (3.15) 为变换的磁流体 RT 问题. 注意, 变换后的动量方

程组中的 Lorentz 具有 ∂23η 项, 其具有的弱耗散性将在先验能量估计中发挥重要作用. 因此, 与 (原始

的)磁流体 RT问题 (2.20)–(2.22)相比较,变换后的磁流体 RT问题相对具有更好的能量结构,以至于

可以通过能量方法来证明垂直磁场的稳定作用.

3.2 Lagrange 坐标下的 Parker 问题

对于 Parker 问题, 可以把可逆映射 ζ0 满足的条件放松为, 对于任意 y ∈ Ω̄,

∂Ω = ζ0(∂Ω) 且 det(∇ζ0(y)) ̸= 0. (3.16)

类似于变换的磁流体 RT 问题的推导, 定义流函数 ζ, 并定义 Lagrange 坐标下的密度、速度和磁场函

数为

(σ, u,B)(y, t) = (ρ, v,M)(ζ(y, t), t).

则在 Lagrange 坐标下, σ、u 和 B 满足如下的方程组:

ζt = u,

σt + σdivAu = 0,

σut − µ1∆Au− µ2∇AdivAu+∇A

(
P (σ) +

λ|B|2

2

)
= λB · ∇AB − σge3,

Bt −B · ∇Au+BdivAu = 0,

divAB = 0.

(3.17)

对应的初边值条件为

(u, ζ − y) |∂Ω = 0, (ζ, σ, u,B) |t=0 = (ζ0, σ0, u0, B0).

如果初始值 (σ0, B0, ζ0) 满足 divA0
B0 = 0, σ0 = ρ̄J−1

0 , B0 = mcJ
−1
0 ∂1ζ0, 并且 (ζ, σ, u,B) 满足

当 t→ ∞ 时, (ζ, σ, u,B)(t) → (y, ρ̄, 0, M̄c). 利用 ζ 的性质和感应方程, 可得

divAB = 0, σ = ρ̄J−1 且 B = mcJ
−1∂1ζ, (3.18)
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其中 J0 表示 J 的初始值.

记 η := ζ − y, 利用 (3.18) 的后两式, 可将 (3.17)3 中的 Lorentz 项、压强和重力项进行如下改写:

λB · ∇AB − λ∇|B|2

2
= LM +NB − λ∇A|M̃c|2

2
, (3.19)

∇AP (σ) = −∇(P ′(ρ̄)div(ρ̄η)) +NP +∇AP (ρ̃), (3.20)

σge3 = −gdiv(ρ̄η)e3 +Nσ + ρ̃ge3, (3.21)

其中

ρ̃ := ρ̄(ζ3), M̃c := M̄c(ζ3),

LM := λ(m2
c∂

2
1η −m2

c∂1divηe1 +∇(mcm
′
cη3 +m2

cdivvηv)),

NB :=λ(M̄c · (∇A −∇)(B − M̄c) + (B − M̄c) · ∇A(B − M̄c)

+ (B − M̄c) · (∇A −∇)M̄c − M̄T
c (∇A −∇)(B − M̄c)

− (B − M̄c)
T∇A(B − M̄c)− (B − M̄c)

T(∇A −∇)M̄c

+mcm
′
cJ

−1(∂1η2∂2η3 − ∂1η3∂2η2)e1

+
(∇A −∇)(|M̃c|2 − |M̄c|2)

2
+

∇(|M̃c|2 − |M̄c|2 − 2mcm
′
cη3)

2

+m2
c∂1((J

−1 − 1)∂1η + (J−1 − 1 + divη)e1)

−∇(m2
c((J

−1 − 1)∂1η1 + J−1 − 1 + divη))),

NP :=(∇A−∇)(P ′(ρ̄)ρ̄(J−1 − 1))−∇(P (ρ̃)− P (ρ̄)− P ′(ρ̄)ρ̄′η3)

− (∇A −∇)(P (ρ̃)− P (ρ̄)) +∇(P ′(ρ̄)ρ̄(J−1 − 1 + divη))

+∇A

∫ ρ̄J−1

ρ̄

(ρ̄J−1 − z)P ′′(z)dz,

Nσ := (ρ̄′η3 + ρ̄J−1 + ρ̄divη − ρ̃)ge3.

注意到, Parker 平衡态 (2.18) 在 Lagrange 坐标下的表达式为

∇A

(
P (ρ̃) +

λ|M̃c|2

2

)
= −ρ̃ge3. (3.22)

所以, 把关系式 (3.19)–(3.22) 代入 (3.17), 可得下列关于 (η, u) 的方程组:
ηt = u,

ρ̄J−1ut − µ1∆Au− µ2∇AdivAu−∇(P ′(ρ̄)div(ρ̄η)) = gdiv(ρ̄η)e3 + LM +N ,
(3.23)

其中

N := NB −NP −Nσ,

A = (∇η + I)−1, I 表示单位矩阵, (σ,B) 由 (3.18) 给出. 相应的初边值条件为

(η, u) |t=0 = (η0, u0), (η, u) |∂Ω = 0. (3.24)

在本文中, 称初边值问题 (3.23) 和 (3.24) 为变换的 Parker 问题. 类似于变换的磁流体 RT 问题, 相对

于 (原始的) Parker问题 (2.20)–(2.22),变换后的 Parker问题相对具有更好的能量结构,方便人们利用

能量方法证明水平磁场的致稳效果.
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4 磁流体 RT 问题的数学分析

本节先介绍平衡态磁场为垂直情形的非线性磁流体 RT问题的结果,然后介绍平衡态磁场为水平

情形的结果, 最后介绍具有上下无限水平周期区域上的 RT 不稳定性结果.

4.1 垂直磁场情形

我们先介绍变换的磁流体 RT问题的 (有条件)全局稳定性结果,然后再介绍 (原始的)磁流体 RT

问题的稳定性结果. 为了使结果阐述简洁, 引入以下简化符号:

R+
0 := [0,∞), ∥ · ∥k := ∥ · ∥Hk , ∥ · ∥m,k :=

∑
α1+α2=m

∥∂α1
1 ∂α2

2 · ∥2k.

定义下列关于时间的泛函:

EL := ∥∇η∥23,0 + ∥(η, u)∥23 + ∥(ut,∇q)∥21,

DL := ∥(∂3η,∇u)∥23,0 + ∥(η, u)∥23 +
2∑
k=1

∥∂kt u∥24−2k + ∥∇q∥21 + ∥∇qt∥20,

EH := ∥∇η∥26,0 + ∥η∥26 +
3∑
k=0

∥∂kt u∥26−2k +
2∑
k=0

∥∇∂kt q∥24−2k,

DH :=∥(∂3η,∇u)∥26,0 + ∥(η, u)∥26 +
3∑
k=1

∥∂kt u∥27−2k +
2∑
k=1

∥∇∂kt q∥25−2k + ∥∇q∥24,

G1(t) = sup
06τ<t

∥η(τ)∥27, G2(t) =

∫ t

0

∥(η, u)(τ)∥27
(1 + τ)3/2

dτ,

G3(t) = sup
06τ<t

EH(τ) +

∫ t

0

DH(τ)dτ, G4(t) = sup
06τ<t

(1 + τ)3EL(τ).

此外, 下文中字母 c 表示一般的正常数, 其依赖于区域 Ω 以及已知的物理参数 ρ̄、g、µ、λ 和 m (或

mc). 请注意 Ω 在不同定理中可能表示不同形状的区域. 下面的结果是关于变换的磁流体 RT 问题

(3.14) 和 (3.15) 的稳定性, 表明了充分大的垂直磁场具有致稳效果, 即可抑制磁流体中 RT 不稳定性

的发生.

定理 3 令 Ω := Ωhp 是一个具有有限高度的水平周期区域, ρ̄ ∈ C6(Ω̄) 满足 (2.1) 和 (2.2), 且

|m| > m3
C , 则存在一个充分小的常数 δ > 0, 使得对任意 (η0, u0) ∈ H7 ×H6 满足下述条件:

(1) ∥η0∥27 + ∥u0∥26 6 δ;

(2) ζ0 := y + η0 满足 (3.1) 中第一和第三条件;

(3) (η0, u0) 满足相容性条件 (即对于 j = 1 和 2, ∂jt u(x, 0) |∂Ω = 0).

对于 i = 3 的变换的磁流体 RT 问题 (3.14) 和 (3.15), 存在唯一全局解 (η, u) ∈ C0(R+
0 , H

7 ×H6) 和扰

动压强 q. 此外, (η, u, q) 具有以下稳定性估计:

G(∞) :=
4∑
k=1

Gk(∞) 6 c(∥η0∥27 + ∥u0∥26). (4.1)

上述正常数 δ 依赖于区域 Ω 和已知的物理参数 ρ̄、g、µ、λ 和 m.

定理 3 的证明细节参见文献 [31], 下面简要介绍证明的思路.
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通过标准能量方法, 存在关于 (η, u) 的两个泛函 ẼL 和 Q 满足下列低阶能量不等式:

d

dt
ẼL +DL 6 QDL, (4.2)

其中可充分利用稳定条件 |m| > mC 证明泛函 ẼL 等价于 EL. 遗憾的是, 由于 Q 不能被 ẼL 控制,

导致不能从 (4.2) 推出封闭的能量估计. 值得注意的是, 上述能量不等式的结构与 Yan 和 Tice [39, 40]

所研究的无表面张力的表面波问题的能量不等式结构极为相似. 为得到表面波问题的全局稳定性解,

Strain和 Guo [41] 引入了两层能量方法. 根据两层能量方法,需要寻找与低阶能量不等式 (4.2)相匹配

的高阶能量不等式. 因为 ẼL 包含 ∥η∥3, 为了使 ẼL 能被 DL 所控制, 通过插值计算, 高阶能量 EH 至
少包含 ∥η∥6. 因此, 类似 (4.2) 推导, 可建立如下高阶能量不等式:

d

dt
ẼH +DH 6 c

√
EL∥(η, u)∥27, (4.3)

其中可利用稳定条件证明泛函 ẼH 与 EH 等价. 此外, 我们还有如下关于范数 ∥(η, u)∥27 的最高阶能量
不等式:

d

dt
∥η∥27,∗ + ∥(η, u)∥27 6 c(EH +DH), (4.4)

其中范数 ∥η∥7,∗ 与 ∥η∥7 等价. 在先验估计中, Q . EH , 从而 (4.2) 可改写为

d

dt
ẼL +DL 6 0. (4.5)

所以, 基于 (4.3)–(4.5), 并通过两层能量方法可推导出全局稳定性估计 (4.1). 事实上, 我们使用了三个

能量不等式推导稳定性估计. 因此这里所用的两层能量方法也可称为三层能量方法. 需要注意的是这

里之所以考虑水平板区域, 是因为它能直接提供关于 x1 和 x2 的偏导数估计, 然后利用 ∂23η 进一步可

得到 x 的偏导估计. 由于 ∂23η 只是在 x3 具有弱耗散性, 缺乏各向同性, 因此, 我们不能把该想法推广

到一般的有界区域.

两层能量估计的基本想法在磁流体中的应用可追溯到 Ren 等在文献 [36, 定理 1.1] 中证明了具有

零磁导率的二维不可压、均匀、黏性磁流体方程组 Cauchy问题的时间衰减解的整体存在性. Abidi和

Zhang [35] 在研究相应的三维 Cauchy 问题时间衰减解的存在性时, 也部分地采用了类似的想法. Tan

和 Wang 则在文献 [42, 定理 2.2] 中完全用两层能量估计方法证明了三维初边值问题时间衰减解的存

在性, 他们要求 ∥η0∥17 + ∥u0∥16 具有小性. 相比 Tan 等的结果, 定理 3 只需要 ∥η0∥7 + ∥u0∥6 充分小,

原因在于基于更精细的插值不等式估计可降低初始值的正则性要求.

定理 3 的证明难点主要在于如何利用稳定性条件, 证明能量不等式 (4.2) 和 (4.3) 中的两个能量

泛函 ẼL 和 ẼH 分别与 EL 和 EH 等价. 由于 RT 平衡态密度分布的存在, 磁流体 RT 问题的能量包括

涉及重力的负能量和涉及磁场的正能量. 这个关系反映在数学上便是能量泛函包括

λm2∥∂3∂jt u∥20 − g

∫
Ω

ρ̄′|∂jt u3|2dy (4.6)

和

λm2∥∂3∂jhη∥
2
0 − g

∫
Ω

ρ̄′|∂jhη3|
2dy. (4.7)

因此, 在稳定性条件下, (4.6) 和 (4.7) 中涉及磁场的正能量必须占主导作用, 否则两层能量方法将失

效. 注意到 div∂jt u = 0, 利用稳定性条件, 可直接看出 λm2∥∂3∂jt u∥20 − g
∫
Ω
ρ̄′|∂jt u3|2dy 与 ∥∂3∂jt u∥20 等
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价. 所以, (4.6) 中磁场的正能量确实占主导作用. 然而, 由于 divη = O(|∇η|2) ̸= 0, 这并不能直接应用

于 (4.7). 为了克服这些困难, 采用驻波形式 Bogovskii 函数和利用 divη 的性质, (4.7) 可被修正为

λm2∥∂3∂jhη∥
2
0 − g

∫
Ω

ρ̄′|∂jhη3|
2dy

= λm2∥∂3(∂jhη − B[∂jhdivη])∥
2
0 − g

∫
Ω

ρ̄′(∂jhη3 − B3[∂
j
hdivη])

2dy +三阶小项.

由于 ∂jhη − B[∂jhdivη] ∈ H1
σ, 因此根据稳定性条件, 可从上述等式中推导出

∥∂3∂jhη∥
2
0 6 c

(
λm2∥∂3∂jhη∥

2
0 − g

∫
Ω

ρ̄′|∂jhη3|
2dy + F

)
,

其中 F 为三阶小项, 并可被 ẼH 中其他正的积分项所控制. 利用上述结论, 即可通过能量方法证明 ẼL

和 ẼH 分别与 EL 和 EH 等价.

利用 Lagrange 逆变换, 可从定理 3 推导出 (原始的) 磁流体 RT 问题 (2.3)–(2.5) 的稳定性结果,

即定理 4.

定理 4 设 Ω := Ωhp 是具有有限高度的水平周期区域, ρ̄ ∈ C6(Ω̄) 满足 (2.1) 和 (2.2), M̄ = me3,

|m| > m3
C , 则存在充分小的常数 δ0 > 0, 使得对任意满足下列条件的 (ϱ0, v0, N0) ∈ H6:

(1) 存在可逆映射 ζ0 := ζ0(x) : Ω → Ω, 满足 (3.1), 且 divA0∂3ζ0 = 0, 其中 AT
0 = (∇ζ0)−1;

(2) ϱ0 = 0 且 (M̄ +N0)(ζ0) = m∂3ζ0;

(3) ∥ζ0 − x∥27 + ∥v0∥26 6 δ0;

(4) 初始值 ϱ0、v0 和 N0 满足相容性条件 (即对于 j = 1 和 2, ∂jt v(x, 0) |∂Ω = 0),

磁流体 RT问题 (2.3)–(2.5)存在唯一全局解 (ϱ, v,N) ∈ C0(R+
0 ,H

6)和扰动压强 q̃,并且, (ϱ, v,N, q̃)具

有以下稳定性估计:

sup
06t<∞

(
∥(ϱ,N)∥26 +

3∑
k=0

∥∂kt v(t)∥26−2k +
2∑
k=0

∥∇∂kt q̃(t)∥24−2k

)
+ sup

06t<∞
(1 + t)3(∥(ϱ, v,N)∥23 + ∥(vt,∇q̃)∥21)

6 c(∥ζ0 − x∥27 + ∥v0∥26), (4.8)

上述正常数 δ0 依赖于区域 Ω 和物理参数 ρ̄、g、µ、λ 和 m.

下面进一步论证当 |m| ∈ (0,mC) 时, 磁流体 RT 问题是不稳定的. 这表明当垂直磁场的强度小于

临界值时, 磁流体 RT 问题中的 RT 不稳定性仍会发生.

定理 5 设 Ω := Ωhp 是具有有限高度的水平周期区域, ρ̄ ∈ C3(Ω̄) 满足 (2.1) 和 (2.2), M̄ = me3,

|m| ∈ (0,m3
C), 则磁流体 RT 平衡态 (ρ̄, 0, M̄) 是不稳定的, 即存在正常数 ε、ι 及函数组 (ϱ̄0, v̄0, N̄0)

∈ H2, 使得对任意给定 δ ∈ (0, ι) 和初始值 (ϱ0, v0, N0) := δ(ϱ̄0, v̄0, N̄0), 磁流体 RT 问题 (2.3)–(2.5) 存

在着定义在 [0, Tmax) 上的唯一强解 (ϱ, v,N), 但在某个时刻 T ∈ (0, Tmax), 有

∥(ϱ, u,N)(T )∥2 > ε, (4.9)

其中 divv̄0 = 0, divN̄0 = 0, Tmax 表示解 (ϱ, v,N) 的最大存在时间, ε、ι 和 (ϱ̄0, v̄0, N̄0) 依赖于区域 Ω

和磁流体 RT 问题中的物理参数.

定理 5 的证明细节参见文献 [31]. 注意, 上述定理对于一般的 C3- 光滑有界区域仍然成立.
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磁流体力学中的 RT 不稳定性常被称为磁 RT 不稳定性, 关于无黏性情形的磁 RT 不稳定性的数

学证明可参见文献 [43],其证明思想是利用脱靴不稳定性方法从线性不稳定性推导出非线性不稳定性.

该方法也被本文作者进一步用于证明有黏性情形下的磁 RT 不稳定性 [32], 细节请见后面定理 7. 脱靴

不稳定性方法由 Guo 和 Strauss [44,45] 引入. 随后, 许多学者提出了各种版本的脱靴不稳定性方法以

适应不同物理模型的非线性不稳定性的证明, 如文献 [26, 46]. 据本文作者所知, 对于带有边界条件的

非线性 RT 不稳定性仅有两个结果, 参见文献 [30,47]. 这两篇文献都是通过构造不稳定的强解以证明

RT不稳定性. 强解的优势主要在于线性不稳定解的初始值可直接用于构造非线性不稳定解的初始值.

如果考虑古典解, 则非线性不稳定解的速度必须满足相容性条件 ∂tv(x, 0) |∂Ω = 0. 然而对于不可压磁

流体,利用线性化问题的初始值构造满足相容性条件的非线性问题的初始值相当困难.为此,类似于文

献 [30], 我们选择证明非线性不稳定性强解的局部存在性. 但是直接采用文献 [30] 中的方法, 证明磁

流体 RT 问题不稳定性有技术上的困难, 困难主要在于磁场在边界上会出现难于处理的非零积分项.

注意, 这种边界困难是不会出现在空间周期或具有无限高度的水平周期区域情形, 因此, 文献 [32, 43]

分别能直接运用文献 [48, 49] 中的两种不同版本的脱靴方法, 证明无黏和有黏磁流体 RT 问题的不稳

定性.

为克服定理 5 中由于磁场在边界上引起的困难, 本文作者提出了一个新的脱靴方法, 建立了具有

无滑动边界条件的磁 RT 不稳定性 (证明细节参见文献 [31]), 其中证明的关键点在于充分利用磁流体

RT 方程组的结构和插值技巧, 给出非线性解与线性解间的误差估计.

4.2 水平磁场情形

下面把垂直磁场的结果进一步推广到水平磁场情形. 众所周知, 对具有有限高度的水平周期区域

上的线性化磁流体 RT 问题, 水平磁场 (即 M̄ = me1) 没有致稳效果 (参见文献 [28, 注 2.4]), 因此, 定

理 4 不能直接推广到水平磁场的情形. 基于线性不稳定结果和定理 5 的证明, 同样可证明在水平磁场

的情形下, 具有有限高度的水平周期区域上的磁流体 RT 问题存在在 (4.9) 意义下的不稳定解. 因此,

为得到水平磁场的致稳效果, 需要考虑具有有限宽度的垂直周期区域. 对此, 我们有下列结论:

定理 6 设

(1) Ω := Ωwp := (0, w)× T , 其中 w 表示正常数;

(2) ρ̄ ∈ C6(Ω̄) 与变量 (x1, x2) 无关, 并且满足 (2.1) 和 (2.2), 对任意整数 n 和 m, 有

ρ̄ |x3=2πnL2= ρ̄ |x3=2πmL2 ;

(3) |m| > m1
C ,

则存在充分小的正常数 δ0, 使得对任意 (ϱ0, v0, N0) ∈ H6, 其满足定理 4 中的条件 (3) 和 (4) 以及下列

两个条件:

(i) 存在可逆映射 ζ0 := ζ0(x) : Ω → Ω 使得 (3.1) 成立, 且 divA0∂1ζ0 = 0, 其中 AT
0 = (∇ζ0)−1;

(ii) ϱ0 = 0 且 (M̄ +N0)(ζ0) = m∂1ζ0,

对于 M̄ = me1 的磁流体 RT 问题 (2.3)–(2.5), 存在唯一全局解 (ϱ, v,N) ∈ C0 (R+
0 ,H

6) 和扰动压强 q̃,

并且, (ϱ, v,N, q̃) 满足稳定性估计 (4.8).

此外, 如果 |m| < m1
C , 则对于 M̄ = me1 的磁流体 RT 问题是不稳定的.

类似于定理 4 和 5 的证明即可得到定理 6.
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注意, 在定理 6 的假设条件 (1) 和 (2) 下, 有

m3
C = sup

u∈H1
σ

√
g
∫
Ω
ρ̄′u23dx

λ
∫
Ω
|∂3u|2dx

= ∞.

因此根据定理 5的证明,很容易验证对具有限宽度的垂直周期域上的磁流体 RT问题 (2.3)–(2.5),垂直

磁场 M̄ = me3 不具有致稳作用. 这也再次表明在磁场方向的无滑动边界条件导致磁场与流体不能解

耦,从而有助于磁场的致稳定作用. Chandrasekhar在其编写的专著中指出 Kruskal和 Schwarzschild [6]

首先证明了水平磁场对 RT不稳定性没有致稳作用 (参见文献 [4]中第 X章 97节的注记),然而,上述

的定理 6 更新了该论断.

4.3 水平周期区域上的不稳定性结果

如果考虑上下无限的水平周期区域 T × R, 则可以得到比 (4.9) 更精细的不稳定结果.

定理 7 记 Ω := T × R, m3
C 重新定义为

m3
C :=

√
sup

ψ(x3)∈H1(R)

∫
R gρ̄′|ψ(x3)|2dx3∫
R |ψ′(x3)|2dx3

> 0.

设 ρ̄ 满足 (2.1) 和 (2.2), 且对于任意 k > 1 有 ρ̄ ∈W k,∞(Ω);

M̄ =

me1, m ̸= 0,

me3, |m| ∈ (0,mc),

则磁流体 RT平衡态 (ρ̄, 0, M̄)是不稳定的,即存在正常数 Λ∗、ε、m0 和 ι,以及向量函数组 (ϱ̄0, v̄0, N̄0)

∈ H∞ :=
∩∞
k=0H

k, 使得对任意的 δ ∈ (0, ι) 和初始值 (ϱ0, v0, N0) := (δϱ̄0, δv̄0, δN̄0), 磁流体 RT 问

题 (2.3)–(2.5) 存在定义在 [0, Tmax) 的唯一古典解 (ϱ, v,N), 其在某个时刻 T δ := 1
Λ∗ ln

2ε
m0δ

∈ (0, Tmax)

满足

∥ϱ(T δ)∥0, ∥(v1, v2)(T δ)∥0, ∥v3(T δ)∥0 > ε, (4.10)

其中 divv̄0 = 0, divN̄0 = 0, Tmax 表示解 (ϱ, v,N) 的最大存在时间. 此外, 对 M̄ = Me3 情形, 进一

步有

∥N3(T
δ)∥0 > ε.

注 2 定理 4 对于有限高度的水平板区域 ΩhR2 情形仍然成立. 然而定理 5 和 7 是否对板区域

ΩhR2 成立, 目前仍不清楚. 此外, 上述定理中的 m3
C 满足

m3
C =


无限, 如果

∫
R
ρ̄′dx3 > 0,

有限, 如果

∫
R
ρ̄′dx3 < 0,

其证明参见文献 [32, 性质 2.1].

定理 7 之所以能得到更精细的不稳定性估计 (4.10), 主要在于区域 T × R 上的磁流体 RT 问题

(2.3)–(2.5) 具有下列的能量结构: 对于充分小的 δ0, 如果 E(t) 6 δ0, 则

E2(t) + ∥vt(t)∥22 + ∥(∇q, vt)t∥20 + ∥∇q∥22 +
∫ t

0

( 1∑
i=0

∥∂is(∇v, vs,∇vs)(s)∥20 + ∥∇4v(s)∥20
)
ds

6 C(δ0)E2
0 +

∫ t

0

(C(δ0)∥(ϱ, v,N)(s)∥20 + Λ∗E2(s))ds,
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其中 E(ϱ, v,N) := (∥(ϱ,N)∥23 + ∥v∥24)1/2, E0 表示 E 的初始能量, C(δ0) 表示依赖于 δ0 的正常数. 由于

上式右端中可以有低阶范数 ∥(ϱ, v,N)(s)∥20, 故可采用文献 [49] 中标准的脱靴不稳定性方法证明磁流

体 RT 问题的解在 L2 范数下是不稳定的. 然而对于带有非滑动边界的磁流体 RT 问题, 本文作者不

能得到类似于上面的能量结构.

5 Parker 问题的数学分析

类似磁流体 RT 问题, 对于一般区域, 稳定性结果目前还不能得到. 但对于有限宽度的垂直板区

域情形, 即

ΩwR2 := (0, w)× R2, 其中 w 为正常数, (5.1)

我们仍然可以建立 Parker 问题的稳定性. 下面先介绍区域 ΩwR2 上的 Parker 问题的数学结果, 然后陈

述在区域 ΩhT 上的不稳定性结果.

5.1 有限宽度的垂直板区域情形

首先, 重新定义第 4.1 小节中关于时间的泛函:

EL(t) := ∥η(t)∥24 + ∥u(t)∥23 + ∥ut(t)∥21, EH(t) := ∥η(t)∥27 +
3∑
k=0

∥∂kt u(t)∥26−2k,

DL(t) := ∥(∂1η,divη)(t)∥23 +
2∑
k=0

∥∂kt u(t)∥24−2k, DH(t) := ∥(∂1η,divη)(t)∥26 +
3∑
k=0

∥∂kt u(t)∥27−2k,

G1(t) = sup
06τ<t

EH(τ) +

∫ t

0

DH(τ)dτ, G2(t) = sup
06τ<t

(1 + τ)3EL(τ).

由于考虑的区域是垂直条形的, 为了使磁场强度表达式 (2.16) 有意义, 我们将重力常数 g 修正为

以下形式:

0 6 g := g(x3) ∈ C7
0 (R), (5.2)

并进一步假设

ρ̄ ∈ B8(R) := {f ∈ C8(R)
∣∣∣∣ sup
x3∈R

∣∣∣∣difdxi
∣∣∣∣ <∞, 0 6 i 6 8

}
, (5.3)

则在条件 (5.1)–(5.3) 和 (2.1) 下, 通过 (2.18) 方式仍可构造一个 Parker 平衡态 (ρ̄, 0, M̄), 其中 mc 满

足 mc ∈ B8(R). 下面的定理是关于变换的 Parker 问题的稳定性, 表明了充分强的水平磁场具有抑制

Parker 不稳定性增长的作用.

定理 8 令 Ω := ΩwR2 为有限宽度的垂直板区域, (ρ̄, g,mc) 满足 (5.3)、(5.2)、(2.16) 和 (2.1). 如果

Cr < 0, 则存在充分小的 δ < 0, 使得对任意满足以下条件的 (η0, u0) ∈ H7 ×H6:

(1) ∥η0∥27 + ∥u0∥26 6 δ;

(2) ζ0 := y + η0 满足 (3.16);

(3) (η0, u0) 满足兼容性条件 (即对于 j = 0, 1, 2, 有 ∂jt u(x, 0) |∂Ω = 0),

变换的 Parker问题 (3.23)和 (3.24)存在唯一的全局解 (η, u) ∈ C(R+
0 ,H

7 ×H6),并且满足下列稳定性

估计:

G(∞) := G1(∞) + G2(∞) 6 c(∥η0∥27 + ∥u0∥26), (5.4)
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上述正常数 δ 依赖于区域 Ω 和问题中的物理参数.

定理 8 的证明参见文献 [50, 定理 2.1].

下面简评一下定理 8 的证明. 类似于定理 3 的证明, 仍可用两层能量法证明定理 8. 众所周知, 压

强的梯度项在证明可压 Navier-Stokes 方程组小解的整体存在性时, 会提供扰动密度函数的好估计. 这

在变换的 Parker问题上表现为 −∇(P ′(ρ̄)div(ρ̄η))会提供有关 divη 的好估计.利用 divη 的估计,我们

只需推导下列两个能量不等式:

d

dt
ẼL +DL 6 0,

d

dt
ẼH +DH 6

√
EL∥η∥27,

其中能量泛函 ẼL 和 ẼH 在稳定条件 Cr < 0 下分别等价于 EL 和 EH . 结果通过标准两层能量方

法, 即可得到全局稳定估计 (5.4). 此外, 在证明能量泛函等价性时, 不需要像磁流体 RT 问题那样

引入 Bogovskii 算子, 而是直接利用稳定性条件和正项
∫
Ω
P ′(ρ̄)ρ̄|divu|2dy 直接证明 −E(u) 等价于

∥(u, ∂1u,divvuv,divu)∥20.
最后, 利用 Lagrange 逆变换, 可从定理 8 推出如下关于 (原始的) Parker 问题的稳定性结果.

定理 9 令 Ω := ΩwR2 (w ∈ (0,∞)), (ρ̄, g,mc) 满足 (5.3)、(5.2)、(2.16) 和 (2.1). 如果 Cr < 0, 则

存在一个充分小的 δ < 0, 使得对于任意满足以下条件的 (ϱ0, v0, N0) ∈ H6:

(1) 存在可逆映射 ζ0 := ζ0(x) : Ω → Ω 满足 (3.16);

(2) ∥ζ0 − x∥27 + ∥v0∥26 6 δ;

(3) ρ0(ζ0) = ρ̄(det(∇ζ0))−1, (N0 + M̄c)(ζ0) = mc(det(∇ζ0))−1∂1ζ0 且 divA0((N0 + M̄c)(ζ0)) = 0, 其

中 AT
0 = (∇ζ0)−1;

(4) 初始值 (ϱ0, v0, N0) 满足兼容性条件 (即对 j = 0, 1, 2, 有 ∂jt v(x, 0) |∂Ω = 0),

Parker 问题 (2.20)–(2.22) 存在唯一的全局解 (ϱ, v,N) ∈ C(R+,H6), 且满足以下估计:

sup
06t6∞

(
∥(ϱ,N)∥26 +

3∑
k=0

∥∂kt v(t)∥26−2k

)
+ sup

06t6∞
(1 + t)3(∥(ϱ, v,N)∥23 + ∥vt∥21)

6 c(∥ζ0 − x∥27 + ∥v0∥26),

上述正常数 δ 依赖于区域 Ω 和物理参数.

下面的定理 10 给出 Parker 问题在 Cr > 0 时的不稳定性. 定理 10 结合定理 4, 表明 Cr 可作为

Parker 问题的稳定性/不稳定性的判别值.

定理 10 令 Ω := ΩwR2 (w ∈ (0,∞)), (ρ̄, g,mc) 满足 (5.3)、(5.2)、(2.16) 和 (2.1). 如果 Cr > 0, 则

Parker 平衡态 (ρ̄, 0, M̄c) 是不稳定的, 即存在一个正常数 ε 和 ι, 以及函数组 (ϱ̄0, v̄0, N̄0, vr) ∈ H3, 使

得对任意给定的 δ ∈ (0, ι) 和初始值

(ϱ0, v0, N0) := δ(ϱ̄0, v̄0, N̄0) + (0, δ2vr, 0),

Parker问题 (2.20)–(2.22)存在定义在 [0, Tmax)上的唯一古典解 (ϱ, v,N),其在某个时刻 T ∈ (0, Tmax)

满足

∥(ϱ, u,N)(T )∥3 > ε.

上述初始值 (ϱ0, v0, N0) 满足 Parker 问题的相容性条件 ∂itv(x, 0) |∂Ω = 0, i = 0, 1, 并且 divN0 = 0,

Tmax 表示解 (ϱ, v,N) 的最大存在时间, 常数 ε、ι 和 (ϱ̄0, v̄0, N̄0, vr) 依赖于区域 Ω 和物理参数.

定理 10 的证明参见文献 [50, 定理 2.2].
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上述定理表明 Parker问题在 Cr > 0时会出现 Parker不稳定性. 定理 10的证明思路与定理 5类

似. 不过由于考虑的是古典解, 因此利用线性不稳定性推导非线性不稳定时, 需要对线性不稳定解的

初始值函数进行修正, 使得修正后的初始值能满足相应的非线性问题的相容性条件. 幸运的是, 我们

可以利用椭圆方程的理论实现这个想法. 此外, 定理 5 对于 C4- 光滑的有界区域仍然成立.

5.2 水平周期区域上的不稳定性结果

现在,我们把 Parker不稳定性结果进一步推广到具有有限高度的水平周期区域 Ωhp . 对此情形,容

易验证: 如果 ρ̄ 满足 Schwarzschild 不稳定性条件, 且 L1 充分大, 或者 ρ̄ 满足 Tserkovnikov 不稳定性

条件 [51]:

对于某个 x03 ∈ (0, l), −ρ̄′ |x3=x0
3
<

gρ̄2

γP (ρ̄) + λm2
c

∣∣∣∣
x3=x0

3

, (5.5)

则必有 Cr > 0. 所以,类似于定理 5的证明,很容易建立起 Schwarzschild不稳定性条件或 Tserkovnikov

不稳定性条件下的 Parker 不稳定性结果.

在给出具体的结果前, 先引入下列记号:

χ(ψ) :=

∫ h

0

(
λm2

c

(
|ψ′|2 + ψ2

L2
2

)
−
(

g2ρ̄2

γP (ρ̄)
+ gρ̄′

)
ψ2

)
dx3,

ξ3D := sup
ψ∈H1

0 (0,h)

√√√√√
√
χ2(ψ) + 4

L2
2

∫ h
0
λm2

cψ
2dx3

∫ h
0
( g2ρ̄2

γP (ρ̄) + gρ̄′)ψ2dx3 − χ(ψ)

2
∫ h
0
λm2

cψ
2dx3

,

κ(h) := sup
ψ∈H1

0 (0,h)

√√√√∫ h
0
( g2ρ̄2

γP (ρ̄) + gρ̄′)ψ2dx2∫ h
0
λm2

c |ψ′|2dx2
,

ξ2D := sup
ψ∈H1

0 (0,h)

√√√√∫ h
0
(( g2ρ̄2

γP (ρ̄) + gρ̄′)ψ2 − λm2
c |ψ′|2)dx2∫ h

0
λm2

cψ
2dx2

.

注意, 为简单起见,在上述 ξ3D 和 ξ2D 定义中,我们省略了说明: ψ 需进一步满足分母不为零及开根号

有意义的限制性条件. 本节的主要结果为定理 11.

定理 11 令 Ω := Ωhp 为有限高度的水平周期区域, g 为常数, ρ̄ ∈ C4(Ω̄) 满足 (2.1), mc 由 (2.16)

给出. 如果下列两个条件有一个满足:

(1) ρ̄ 满足 Schwarzschild 不稳定性条件 (2.30), 且 L1 > ξ−1
3D;

(2) ρ̄ 满足 Tserkovnikov 不稳定性条件 (5.5),

则 Parker 问题 (2.20)–(2.22) 是不稳定的, 其不稳定性详细表述类似于定理 5.

定理 11 的参见文献 [50, 定理 2.3].

注 3 不稳定性条件 (5.5) 最早由 Tserkovnikov 于 1960 年从 (离散) Fourier 像空间下能量的角

度分析得到. 特别地,当 mc = 0时, (5.5)就变成著名的 Schwarzschild不稳定条件.关于该条件下的非

线性磁对流不稳定性问题, 我们将在后续工作中开展研究. Newcomb 于 1961 年推广了 Tserkovnikov

的工作, 并进一步验正了条件 (2.30) 是 Parker 不稳定性的充分条件 [34]. 显然, 条件 (2.30) 比 (5.5) 更

好. 利用己有的 Fourier 相空间下的能量方法, 并进一步使用函数构造的小技巧, 可在定理 11 假设条

件下, 推出 Cr > 0. 所以, 定理 11 的证明可归结为定理 10 的证明. 据本文作者所知, 定理 11 首次从
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动力系统角度严格证明了 Schwarzschild 不稳定性条件和 Tserkovnikov不稳定性条件可以作为非线性

Parker 不稳定性的充分条件.

注 4 根据 Schwarzschild不稳定性条件,存在一个开区间 I ⊂ (0, h)满足,对于任意的 x3 ∈ I,有

−ρ̄′ < gρ̄2

γP (ρ̄)
.

故可选取一个函数 ψ0 ∈ H1
0 (0, h) 使得 ψ0(x3) > 0 在 I 内, 且 ψ0(x3) = 0 在 (0, h) \ I 内. 所以,∫ h

0

(
g2ρ̄2

γP (ρ̄)
+ gρ̄′

)
ψ2
0dx3 > 0.

因此, ξ3D 必为非零正常数. 并且对于给定的 ρ̄, 可以看出当 |m| → ∞ 时, ξ3D → 0.

注 5 前面已陈述过 Schwarzschild 不稳定性条件与 Parker 条件是等价的. 因此, 定理 11 表明,

如果定义域中存在一个点, 使得 Parker 平衡态 (2.18) 中的磁浮力在该点的方向与重力场的方向相反,

则 Parker 问题是不稳定的. 这是可压磁流体 Parker 不稳定性的本质特征, 这也是为何称之为磁浮力

不稳定性的原因. 根据定理 8, 人们知道, 如果平衡态的磁力方向与重力场方向一致, 则 Parker 问题是

稳定的. 然而, 定理 8 的证明依赖于水平方向的无滑动边界条件. 人们自然会问, 如果水平方向没有无

滑动边界条件或者说区域是水平周期的, 那么定理 8中的稳定性结论仍然成立吗? 关于这个问题的研

究, 我们将在今后的工作中继续开展.

注 6 如果区域为 T × R, 且 g ∈ C3
0 (R), 则可以建立起类似于定理 11 的 Parker 不稳定性结果

(包含二维和三维两种情形), 并且解在 L2 范数下是不稳定的.

最后, 我们介绍二维情形下的 Parker 不稳定性.

定理 12 令 h ∈ (0,∞), Ω := 2πL1T × (0, h) ⊂ R2, g 为正常数, ρ̄ := ρ̄(x2) ∈ C4(Ω) 满足 (2.1),

mc := mc(x2) 由 (2.16) 给出. 如果 κ > 1 且 L1 > ξ−1
2D, 则对于 M̄c = (mc, 0) 的二维 Parker 问题

(2.21)–(2.23) 是不稳定的, 其不稳定性详细表述类似于定理 5.

注 7 注意 κ 的定义是非常类似于定义在区域 Ω := Ωhp 上沿垂直磁场扰动的三维磁流体 RT 问

题稳定/不稳定性的临界值 m3
C .

注 8 在 Schwarzschild 稳定性条件下, 对于 h < ∞, 有 0 < κ(h) < ∞. 并且对于给定的 ρ̄, 当

mc → ∞ 时, κ → 0. 另一方面, 如果 κ ∈ (0, 1], 使用离散 Fourier 分析方法, 则对于任意的 w ∈ H1
0 ,

E(w) 6 0. 因此, Cr 6 0. 所以, 在二维情形下, 充分大的水平磁场具有致稳效果. 这与二维情形

下沿着水平磁场扰动的磁流体 RT 问题的结论相一致. 此外, 如果 h = ∞ 且 0 6 g ∈ C0
0 (R), 则在

Schwarzschild 不稳定性条件下, 有

κ(∞) =


无限, 如果

∫
R+

(
g2ρ̄2

γP (ρ̄)
+ gρ̄′

)
dx2 > 0,

有限, 如果

∫
R+

(
g2ρ̄2

γP (ρ̄)
+ gρ̄′

)
dx2 < 0,

(5.6)

证明参见文献 [32, 性质 2.1]. 注意, (5.6) 中积分区域改成 R 后仍然成立.

6 黏弹性流体力学 RT 不稳定性

本节主要考虑磁流体 RT 问题在黏弹性流体中的推广. 之所以考虑这样的问题, 是因为我们注意

到, 如果方程组 (3.14) 中的 ∂23η 替换成 ∆η, 则所得到的方程组刚好就是下列运动方程组在某些条件
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限制下变换到 Lagrange 坐标后所得到的方程组:

ρt + v · ∇ρ = 0,

ρvt + ρv · ∇v − µ∆v − κdiv(ρUUT) +∇p = −gρe3,

Ut + v · ∇U −∇vU = 0,

divv = 0.

(6.1)

因此, 我们自然期待弹性系数 κ 将在方程组 (6.1) 中具有类似于磁场的致稳效果. 方程组 (6.1) 也称为

在重力作用下非均匀理想黏弹性流体的 Oldroyd-B模型,其中 ρ、v 和 p仍分别表示流体的密度、速度

和压强; 3× 3 矩阵函数 U := U(x, t) 表示形变张量; µ、g 和 κ 分别表示黏性系数、重力常数和弹性系

数. 更多关于黏弹性流体模型的数学结果, 参见文献 [52–56]; 关于可压情形的模型可参见文献 [57,58].

许多学者已从物理角度研究了黏弹性流体中的 RT 不稳定性, 参见文献 [59, 60] 及其中引用的文

献. 我们这里考虑的模型 (6.1) 与已有的物理文献中所研究的黏弹性流体模型略有不同. 众所周知, 黏

弹性流体受到外力作用时, 具有黏性和弹性两种物理特性. 特别地, 当弹力受外力拉直时, 其会产生抵

抗形变的弹力 (或称回复力), 一旦移除外力, 黏弹性流在弹力作用快速恢复原状. 因此, 弹力具有像表

面张力那样的致稳效果. 关于表面张力在 RT 问题中的致稳作用, 参见文献 [29, 61, 62]. 但据本文作者

所知, 目前还没有任何关于弹性致稳的严格数学证明. 下面介绍一些最近的数学分析结果.

考虑方程组 (6.1) 的黏弹性流体 RT 平衡态:

v(t, x) = 0, U = I, ∇(p̄+ κρ̄) = −ρ̄ge3, 在 Ω 内,

其中 I 仍表示恒等矩阵, ρ̄ 满足 (2.1) 和 (2.2). 不难证明该平衡密度分布 ρ̄ 仅依赖于 x3. 并且对于给

定的 ρ̄, 可通过流体静力学公式计算出平衡压强 p̄.

记扰动量为

ϱ = ρ− ρ̄, v = v − 0, q = p− p̄, V = U − I,

则方程组 (6.1) 可写成如下的扰动方程组:

ϱt + v · ∇(ϱ+ ρ̄) = 0,

(ϱ+ ρ̄)vt + (ϱ+ ρ̄)v · ∇v +∇β = µ∆v + κdiv((ϱ+ ρ̄)(V + V T + V V T)− gϱe3,

Vt + v · ∇V −∇v(I + V ) = 0,

divv = 0,

(6.2)

其中 β := q + κϱ. 对应的初边值条件为

(ϱ, v, V ) |t=0 = (ϱ0, v0, V0), 在 Ω 内, (6.3)

v |∂Ω = 0, ∀ t > 0, (6.4)

其中初始值满足相容性条件 divv0 = 0.

我们称初边值问题 (6.2)–(6.4) 为黏弹性 RT 问题. 类似于 (2.7), 定义

κC := sup
u∈H1

σ

2g
∫
D
ρ̄′u23dx

∥√ρ(∇u+∇uT)∥20
,
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则 κC 是弹性系数判别黏弹性 RT 问题稳定性/不稳定性的阈值. 具体结果如下:

定理 13 令 ρ̄ 满足 (2.1) 和 (2.2), 且 ρ̄′ 为常数. 如果弹性系数 κ > κC , 则存在充分小的 δ0 < 0,

使得对于任意 (ϱ0, v0, V0) ∈ H2, 满足

v0 ∈ H1
σ, ∥(v0, V0)∥2 6 δ0, det(I + V0) = 1,

对于某个 ψ0 ∈ H3 ∩H1
0 , V0 = (∇ψ0 + I)−1 − I,

ϱ0 = ρ̄′ψ0
3 ,

则黏弹性 RT 问题 (6.2)–(6.4) 存在唯一的强解 (ϱ, v, V ) ∈ C(R+
0 ,H

2), 满足如下的指数衰减稳定性

估计:

∥(ϱ, v, V )(t)∥22 + ∥vt(t)∥20 6 c∥(ϱ0, v0, V0)∥22e−ωt,

上述 c、δ0 和 ω 仅依赖于区域 Ω、ρ̄ 和物理参数 ρ、µ、g 及 κ.

定理 13 证明的细节参见文献 [63, 定理 1.1]. 值得指出的是上述定理中去掉条件 (2.2) 后仍然成

立. 类似地, 在定理 4 去掉条件 (2.2) 后, 且只要 m ̸= 0, 则修改后的定理仍然成立.

注 9 类似于定理 4,还有如下版本的稳定性结果,其稳定解的存在性条件与定理 13中的条件略

有不同: 令 ρ̄ ∈ C2(Ω̄) 满足 (2.1). 如果弹性系数 κ > κC , 则存在 δ > 0, 使得对于任意满足下列条件的

初始值 (v0, V0) ∈ H2:

(1)存在可逆映射 ζ0 : Ω → Ω,满足 η0 := ζ0(y)−y ∈ H1
0 ∩H3, V0 = ∇ζ0(ζ−1

0 (x))−I 和 det∇ζ0 = 1;

(2) ϱ0 = 0 且 ∥(v0, V0)∥2 6 δ (根据假设 (1), 该小性条件同样可推导出 ∥η0∥3 具有小性), 黏弹性

RT 问题 (6.2)–(6.4) 存在唯一强解 (v, V ) 和扰动压强 q; 并且

∥(ϱ, v, V )(t)∥2 6 ce−ct∥(v0, V0)∥2, ∀ t > 0,

其中 c 依赖于区域 Ω 和物理参数.

定理 14 令 Ω 是 C3- 光滑的有界区域, 且 ρ̄ 满足 (2.1) 和 (2.2). 如果 κ < κC , 则黏弹性 RT 平

衡态 (ρ̄, 0, I) 是不稳定的, 即存在正常数 ε、ι 和 (ϱ̄0, v̄0, V̄0) ∈ H2(Ω), 满足: 对任意给定的 δ ∈ (0, ι)

和初始值 (ϱ0, v0, V0) := δ(ϱ̄0, v̄0, V̄0), 黏弹性 RT 问题 (6.2)–(6.4) 存在着定义在 [0, Tmax) 的唯一强解

(ϱ, v, V ), 其在时刻 T ∈ (0, Tmax) 满足

∥(ϱ, v, V )(T )∥2 > ε,

其中 divv̄0 = 0, Tmax 表示解 (ϱ, v, V )最大的存在时间, ε、ι和 (ϱ̄0, v̄0, V̄0)依赖于区域 Ω和黏弹性 RT

问题中的物理参数.

定理 14 的证明参见文献 [64, 定理 2.2].

注 9中的稳定性结果也可以进一步推广到上重下轻两层不相溶的不可压均匀黏弹性 RT问题 (简

称分层黏弹性 RT问题),并得类似的稳定性结果.由于其模型较为复杂,我们这里不对其进行介绍,有

兴趣的读者可参见文献 [64, 定理 2.1]. 目前, 我们还不能利用定理 14 的方法证明小弹性系数下分层

黏弹性流体的 RT 不稳定性, 主要原因在于利用传统脱靴不稳定性方法时, 很难把线性不稳定解的初

始值修正成非线性不稳定解的初始值, 关于此困难的细节介绍参见文献 [64, 注 4.3].
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Rayleigh-Taylor and Parker instabilities in MHD fluids

JIANG Fei & JIANG Song

Abstract We present a brief survey of recent mathematical results on the stability and instability of magneto-

hydrodynamic flows in the presence of a gravitational field, which include the incompressible magnetic Rayleigh-

Taylor instability, and the Parker instability (i.e., the magnetic buoyancy instability) in compressible magne-

tohydrodynamics. In particular, the stabilizing effect of some factors (e.g., steady magnetic fields, boundary

conditions, domains) are analyzed. In addition, the mathematical results on the Rayleigh-Taylor instability

problem in viscoelastic flows are discussed.
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