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椭圆型方程的并行迭代区域分裂法

— 多子区域情形
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摘 要

本文提出了一个有内交叉点的多子域区域分裂法
.

无交叉点的多子域分裂可 归

为两子域情形
.

在每一交叉点处取一子域覆盖之
.

称其为覆盖子域
.

不 同交叉点的

覆盖子域互不相交
.

本文的算法是把求解子区域上的 D 泪
。 h le 、 问题

,

沮合问题和

覆盖子域上的 D iir
c hl o t 问题相结合而得到的

.

利用了两子域 S o h w a
rz 交替法和两

子域并行迭代分裂法的思想
.

本算法具有高度并行性和通信局部性
,

适 立示任意多

个子区域的分裂
.
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这里 11
·

{}是 月 ,

( 。 ) 中的 s o b o l e v 范数
,

由 ( 1 2 )式
,

此范数等价于 由 a
(

· , ·

) 玄 刀 ; (口 ) 中

引人 的范数
.

在以下讨论中
,

将视 H ; (口 ) 为赋内积 a(
· , ·

) 的 H i l b e rt 空 石:
.

对口做一有限元剖分
,

假定满足拟一致性和反假设等条件
.

为简单起见
,

用一次连续元对

l(
.

1) 式进行离散
.

有限元空间记为 砚 ( 口 )
.

后为口 内的有限元结点之集
.

为确定起见
,

对 磨

中的结点排定次序
.

心各子集中的结点将袭承这种次序
.

仲
` ,

注 蘑} 是通常的有限元基函数

之集
.

( 1
.

1) 式对应的离散问题是
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磨* 一 口 , 自心
.
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如图 l ,

对 口做区域分裂
,

有如下要求
:

1
.

分裂线与有限元剖分线重合
.

2 子区域可用红黑两种颜色分类
,

使同色子

域除交叉点外无公共边界点
.

3
.

每个交叉点处取一子域覆盖之
,

其边界亦

与有限元剖分线重合
.

不同交叉点的覆盖子域互

不相交
,

但边界可以相切
.

引进下述符号
:

{。 * ;及一 1
,

2 ,

…
,

M } 是子

区域集合
,

。 一 日 口*
,

口 , n 口 :
一 必以 共 0

.

七 = 1

R 日 B
.

R n B ~ 必
.

R 和 B分别是红色和黑色子区域标号的

集合
,

口 , 一 U
凌` R

口灸
,

口 B

,

M } ~

一 U
乏` B

口 ; 。

厂 ~ 口。 * 一 口口 是分裂线
.

r

上结点之集
.

v 〔 心 是所有交叉点之集
.

r 一 V
,

。么 一 口。 * 自心
,

:

r 自必 是 分裂 线

a 粼 一 。口 ; n 户
.

月

日ó邝

5 “
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.

由此定义乘积空间 n “ ( “
次

) 一 { 。 ; “

此乘积空间的子空间
,

其中的函数在交叉点上连续
.

在 护 ( 口户 中定义双线性型

。 * 。 S` ( ” 、 ) }
.
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一 (
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`
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”
) 十
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.
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)
, a e ( 。 , 。
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。
)

.

a
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a
(
“ , 。
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(
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)引人了 X 中的

.、JR,
t,ù̀尹一七、扫」主一、/工吸、 ./.夕

内积
.

由于讨论的是离散问题
,

故 X 是有限维空间
.

因此
,

在上述内积下是 H i l b e rt 空间
.

我

们引人如下两个 x 到 R ’ `” ’ 中的线性算子 :

刀: ( 。 ) 一 干。
:

(
。 ,
甲 ) 一 ( j

,

叨
,

)
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,

刀。
(
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.

在下面的讨论中
,

要用到 x 的子空间 动 ~ {州
、 。 x

,

D试tt) + D式的 一 0} 和有限元空

间 以
.

对 i o v ,

以 Q
`
表示它的覆盖子 域

,

口
、 一 Q

:
!一! 夕

,

口夕
` ~ 口Q`

n 心
,

N 一 {训 (交 叉 点

的个数 )
.

在算法中
,

凡是涉及到 口Q 上的边值
,

一律取 iD
r i比 le t 零边值 (这仅是为了叙述问题方

便 )
.

如果 。 ` X
,

则 “ * , “ 。
分别表示 “ 在 Q ;

和 口
,

上的限制
.

求解 ( 1
.

3 ) 式的多子域并行迭

代区域分裂法如下 :
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算法
.

任取0 u〔 砒 为迭代初始函数
,

并假定 砂 ` S 是 n 次近似
.

求
“ 川 “ 砒 的步骤

如下 :

步 1
.

求解 Q`
(

, 〔 V ) 上的 D i r i c h l e t

}
“
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` ,
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问题 :
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。。 ,

)
,

z ` 夕
`

1 ` 己口加

这是 N 个并行的子问题

沪 ” ` 斗
.

步 2
.

求解 口 * (反

,

将所得结果延拓到整个 口上
,

仍记为 “ ” ” ,

使 “ . ”
~

“ . 。 一 。
_ _

。 , ,

显然
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,
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,

…
,
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,
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.

这是 M 个并行的子问题
,

仍有
“ , ,2 任砒

.

计算 R ’ `。 l
中向量 D试

。 ,
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,

D式砂 ,)z 和

D (
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,
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步 3
.

对 反〔 R 求解 口 , 上的混合问题
:

{
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.

上的混合问题 :
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乙

( j )

这是M个并行的子问题
,

可以看出
, 。

1 〔 V
.

〔 六
.

计算 R ’ luI 中向量 g :

步 4

g ( j ) 一 日2 , 盗
, ,

( j ) + ( 1 一 日2

)
u 会

, ,

( j )
,

1 。 户
.
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…
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易

这是 M 个并行的子问题
,

显然
, “ ” ,

布 ` 砚
.

u . + 1
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迭代过 涅中每一步的设计都是为了使方程 (l
.

3 )中的两个条件
。

(
“ ,

补 ) 一 ( f
·

卿 )
,

V注

心 和
。 、 斗 在 必的每一点得到满足或交替地满足

.

步 2 和步 3 中的 日: , 0 2 。 ( o ,

l) 是两个

组合系数
.

关于它们
,

将在收敛性分析中讨论
.

二
、

收敛性证明的若干准备

在空间 X 中引人下述子空间
:

5 1( Q、
) 一 { 。 ; u 〔 S合

, s u p p “ 〔 Q`
}

, i 〔 y
.

x
:

一 艺 砚 ( Q ;
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.
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中的正交补
.

中的正交补
.

凡 一 {
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, 。
(
。 ,
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X ,

~ X ,
自X 3 ,
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( i ) ~ o

,

i 〔 V }
,

X兮~ X 3

门 X O ,

X兮= X ;

门 X O .

以上各子空间中的内积和范数均由 x 中的内积导人
.

这些子空间有下述简单性质 :

2
.

X ;

自X2 ~ {o }
,

X
,

门x
Z

一 { o }
.

2
.

凡 n 凡 ~ 凡
。

3
.

X ~ 弋 + X
“ ,

凡 一 弋 十 形
,

X ;
~ X

Z

+ X牙
.

4
.

沼 与 凡 正交
,

划 与 州 正交
.

下面给出证明收敛性所需要的几个引理
.

引理 2
·

1
.

设子区域 {。 , ,

畏一 1 , 2 ,

…
,

M } 满足拟一致性条件
,

其直经为 H ,

有限元剖
;

分满足拟一致性和反假设
,

则关于 X旦中的函数有

s u
只

u 〔 x 葺

a 。
(
。 , 二

)
。 ,

(
二 , : `

)
-

万孟乙;不) 一 J ’

:提五及̀石而 ) 一
公 ’

“ , · 毛 。

(
` 十

嘴 )几

证
.

设 u
是 川 中任一函数

,

口 * 是任一子区域
,

为简单起见
,

假定其为三角形
.

则 “
在

热 内部是离散调和函数
,

在 口 , 的三个顶点上为零
.

。口 * 一 r l

U r Z

U r 3 , r , , r Z , r ,

都是直戎

段
,

文献 [ 11 证明了存在与 H
,

h 无关的常数 C : ,

C
:

使

。 1

(
, 一 ,·

餐)
一 ’

客
}· ,

:氛
、 : 、 , 、 二 * (一 ) 、 ` 2

客
}· ,;盒

(: ,。
.

就所有红色子域和所有黑色子域对上式作和
,

可得引理结论
.

引理 及2
.

对引理 2
.

1 中的
, , : ,

州 中的函数有下述性质
:

su 。

呵州 、
, S U。 旦衫

妙2、
.

。 ( X军
a 刀火“

, u Z
“ 仁X甘a 尺戈“ , “ 夕

利用引理 2
.

1 和子空间性质 4 容易证明此引理
.

定义 x { 到 R “ 。 ’

中的两个线性算子
,

对 “ 〔 x 尹

刀是(
二 ) 一 {

a ;

(
: , , (尸 , )

,
, ` 户 }

,

刀吕(
“

) 一 {
a 。

(
。 ,

甲 ,
)

, z ` 户}
.

在 X旦中做如下迭代 : 任取
“ 。 任 X { 为迭代初始函数

,

由 “ ”

到 “ , 十 `
的过程是 :

步 1
.

计算 R `101 中的向量 D畏(
“ 。

)
, D只(

“ ”

) 和

D o

(
。 `

) ~ 口: D吴( 。
”

) 一 ( 1 一 乡:

) D昙(
: , ”

) ;

在红色域 口 * (履〔 尺 ) 上求解混合问题
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` , 甲 , ) -

l。
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( z ) ~ 0 ,

在黑色域 口 , (友〔 B ) 上求解混合问题

o
,

z 。 心*

仁刀
。

(
。 ”

) 〕( I )
,

少。 。安呈

2 〔 V ;

a
(

,` ” ’ ,

甲 , ) ~ 0 , z。 磨*

a * (
。 一` ,

华 , ) 一 一 [ D 。

(
。 ·

)〕(少)
,

j 〔 。户

。 ” ,
,

(了) ~ o
,

z 〔 V

f
..件z、 ,es.se、

得到
,` ” , , ` X牙

.

步 2
.

计算 侧 均 中向量 扩

、
”

( j ) ~ 日: “ 是
,

,

( j ) + ( z 一 夕2

)
, `另

,
,

( z )
,

i 、 户 ;

求解 口 * (友一 1
,

2 ,

…
,

M ) 上 的 D i r i e h一e t
问题 :

j 。 必*

了̀ 口必

1 〔 V

一一烈0,补ù一,、 ,了、 .

2砂+l(+l(

得到
。 “ + ` 〔 X }

,

其中 日; , 乡: 〔 ( o , 一) 是组合因子
.

引理 .2 3
.

存在 乡; , 夕2 ` ( o ,

l) 使上述迭代过程收敛于零
,

并存在收敛因子 畏~ 畏
, ·

及: <

,

使
}{
。 ” 十 ’

}j
,

提 反!{
u ”

}{
’ .

此引理的证明与张胜
、

黄鸿慈文
”
中算法收敛性定理的证明几乎一致

.

只不过要利用引理

2 1和 引理 2
.

2 的结论
.

乓
,
一 创 + ( 1 一 。 ,

)
, : ,

+ 2。 :

(。
;

一 1)上
,

及
2

一 。子+ ( 1 一 。 2

)
, a ,

+ 20 2

(。
:

一 1) 生
,

。 , 。 ,

八
曰 口 1 吮 、 1 一 2 一

一
了

一
若T

a 十 1

+ J + 2

1

)
时

,

丁 十 1

及
1

< 1
. 当 。 2 。

(
l 一 2 丁 + 1

尸了 十 丁 + 2

, ,

)
。寸

,

*
2

< `
·

当

乡: ,

日2

取最优值 日
;

~ l 日2

~ 1
丁 十 1

价口 十 了 十 2 a 之丁 十 r + 2
时

,

及
一 ,一一一 (二土里里一

尸尹 十 少 + 2了 ,

龟
:

一 1 _ (
: + l)z

了 2
尸 + 尸

一

卜 Z r ’

引理 2
.

4 〔3了 设月是一 H i l b e r t 空间
,

H l ,

万 2

是其子空间
,

P , , P Z

分别是 月中向 万工 ,

H :

的

正交投影算子
.

则当 H户十 H步一 H 时 }lp 尸
:

}}
,

{!尸
2尸:

}} < 1
.

引理 艺
.

5
.

设 H 是一 H i l
’

、

e r t 空间
, H : ,

H Z ,

H 。

是其子空间
,

H ;
自 H Z

一 H 。 ,

p , ,

p Z , 厂 分另{}

是 H 中向 H I , H Z ,

H 。

的正交投影算子
.

则对任意
x 。 ` H

,

由 戈*
:

~ 尸1气
。 ,

孔
, 、 :
一 凡毛

, * : ,

刀 一 。 , 1 , 2
,

…
,

产生的序列强收敛于 p xo
.

如果 ( H矛自 H ,

)
土 一

卜 ( H步自H Z

)
止

~ H ,

则存在收

敛因子 左> 1
.

使

}1丸
。 + 2

一 P x。 ,

毛 及!l x 2,

一 P x 。
l}

,

{!
x Z , + ,

一 P x 。 `

{簇 和{ x Z。 + :

一 P x 。

{l
,

[ 2 ] 张胜
、

黄鸿慈
, 椭圆型方程的并行迭代区域分裂法—

两子区域情形
,

计 算数学待发表
.
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x,

一 P x 。 ` H矛
, n = 0

,

l
,

2 ,
·

…
此引理利用引理 2

.

4 不难证明
,

此处从略
.

我们用到的空间是有限维的
,

此时条件 H户+

H劳~ H 等价于 H `
门H ,

~ { 0}
.

而条 件 ( H价门 H ;

)
一

L 卜 ( H矛n 从丫 ~ H 则 等 价 于 H矛几

( H :

自 H Z

) 一 { 0}
,

自动满足
,

不需验证
.

三
、

收 敛 性 证 明

用 。 *
表示 ( 1

.

3 )式的解
,

算法中各步近似的误差记为

沙 一 俨 一 “
*,

s , ·
z

~ “ ” ,
l

一 对 * ,

l ~ 1
,

2
,

3
,

4
,

扩
+ 1

~ 砂 +l 一 矿
汽

~ 沙 ,’.

从迭代过程中可以看出
。 ’ , 。 ” 】` , 。 ” 忍 , 。 ” ,

, , 。 ” ,4

之间的下述关系 :

。 ”
〔 X

,

(
, ) 1 )

.

由步 1 知

{
a

(
。 ” ,

` ,

甲 ,
) 一 。 z 〔 夕

, , , ` v

￡月 ,
1

因此
, s 一 , ` x

t .

由于 s 一 ,

一 。 ·
、
名

s台( Q`
) 一

o n 口 一 口 Q` .

X叔砚 )
,

所以

扩
,l
一 尸 x

护
.

这里
,

我们用 X户( s扮 表示 X ,

在 以 中的正交补
,

尸x ,

表示 以 中向 戈

由步 2 知

( 3
.

1 )

的正交投影算子
,

下同
.

不
“

(
“ ” ” , 甲 , ) 一 0

,
, 〔 。 、 ,

友一 ,

(。
, , ,

( 1 ) 一 s , ,`

( z )
,

, 。 口磨* ,

夜一

2
,

…
,

M
.

,

2
,

…
,

M
.

因此
, 。一 , ` X 3 ,

由于
。二 ,

一 。一 , 。
另

S君(口 * ) 一 %梦( s ; )
,

所以

。 ” ,
2
一 p : 3` ” ’

1 .

注意到 X ,
一 X ,

自X 3 ,

由引理 2
.

5 知
,

存在
。 ` ( 0

,

l) 使

)
, 。 ” , ,

一 p x , 。 ”

{{毛 a l。 ”

一 p x , 。 ’

!!
.

由步 3 ,

我们看到

( 3
.

2 )

( 3
.

3 )

沙
” _ 3

州
、

一 。
,
了 〔
礼 ` -

` a 叭￡“ ’ J ,

甲 ,
) 一

a
从 6 ” ’ ,

俘; ,

夕一

,

2
,

…
,

M

z 任广
。 ,

所以

6 ” , 3 〔 X -

由步 4 ,

所以

a ( s 一` ,

甲s ) 一 。
,

z 〔 夕*
,

及一 z
,

2 ,

…
,

M
.

。一` 〔 S佘
,

` 一月 〔 X 3

由步 3
、

步 4
,

我们还看到
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。 ” ,
,

( , ) 一
。 ’ , ,

(少) ~ 。 , , `

( 了)
,

V i ` V
.

由此确定 占. 〔 X Z ,

使 占
.

( j ) 一
。 ” ,

`

( z ) 一
。 ” ,

,

( r ) 一
。 ’ , `

( z )
,

z ( V
.

不难看出
s 一 ,

一 。 ,

。 x 】
, 。 ` ,`

一 。
”
〔 x 里

.

由于 x 兮与 x Z

正交 (子空间性质 4 )
,

所以

。一 ,

一 占
”
任 X晋

;

一
, x , 。一 ,

一 p : , 。一` .

( 3丹 )

从 护 ,2 一 尹 到 护 ,3 一 护 到 护
,斗

一 护 的过程
,

正好就是引理 2
.

3 沂论述的过程
.

由引理 2
.

3 有

【}。
” , `
一 占

,

【1
,

成 及
: ·

及
2

!}
。一 ,

一 占
.

}
, .

证 吞一 了硫
,

有
11。 ` ,`

一 占
.

}} ( 夕{】。
, ,

,

一 占
`

!
.

( 3
.

5 )

由于 X Z

门X
,
一 { o } (子空间性质 1 )

,

由引理 2
.

4 知 m
a x

{ {}p x :

p x ,

l!
,

}{p x ,

p x :

!}} < 1 ,

令

丫 ~ {}p x ,

p x
、

!}
.

( 3
·

6 )

有了以上准备
,

便可证明主要定理
.

定理
。

本文提出的多子域并行迭代区域分裂法是收敛的
,

并存在收敛因子 互

灸~ l 一 ( l 一 a
) ( l 一 夕) ( l 一 了 )

使

1】s , + ’

}} ( 及1】:
,

日
, 刀

~ 0
,

1
,

2
,

…
,

其中 。 ,

吞产 ` ( o
,

l ) 分别由 ( 3
.

3 )
,

( 3
.

5 )
,

( 3
.

6 )给出
.

证
.

由上述分析过程我们得到了
。 ’ ,

1

一 p x , 5 ’ , ` 韶 ’
z

~ p x 3 ￡ ” ’ 1 .

由引理 2
.

5
, s “ · ,

一 p x , 。 , , s ff

一 p : , s ”

都与 X
,

正交
,

且

“`
” ” 一 p 二 , “ ”

I}提 a !!
。 “

一 p 二、 s ,

}!
.

( 3
.

4 )
,

( 3
.

5 )式说明
。 : `
一 p : , 8 ” ” 一 “ ” `

一 占
.

与 X Z

正交
,

。一 ,

一 p 二 , 8 , , ,
一 “ , , ,

一 占
,

与 X
Z

正交
,

且

{{
` “ ’ `

一 p : , 8 ’ , ,

}1镬 月{js ” ’ 2

一 p : : “ ” ,
,

}}
.

令
! !。

’

一 p : , 。 ”

况
。 ; 一 p : , “ ’

+ 下爵了= 沪护下
由 e一 ,

一 p : , 。 ·

与 p x , s ’

的正交性得

p :
、

。 : ~ p : . 。 ” ,

{l。菜{
~ }

(
。 。 ,

`

一 p 、 , s ”

)
,

15 ’

。 。 ,
2
一 户; 。呆+ ( 1 一

,。 ,

) p : 匕二
,

( 3
.

7 )

( 3
.

8 )

其中 o 提 p ;

攫 .a

令

则不难看出

`朵
’ `
一 p x : 。 . ” +

s票
,`

}}~ !!

{{6
” ’ `

一 p 二 2。

11
“ ` ,

,

一 p : , 。

6 . ’ `

}}
,

`
可

一

(
` ” ” 一 p x : “ ” ”

)
,

p x : 8票
’ `

~ p x : 8 . ’ `
~ p x , 6 ” ” ,

。票
,
`
一 。 2 。 ” ” 十 ( l 一 。 2

) p : : 5 . ” .

( 3 9 )

( 3
.

2 0 )

( 3
.

1 1 )

其中 。 成 p Z

提 夕
,

把 ( 3
.

8) 式代人 ( 3
.

1 1) 式得



12 4 0

s 柔
, `

~

所以
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( 1 一 。 2

) ( l 一 。 :

) p : :

p 二
, 。朵+ 。 :

( l 一 几 ) p : : 。朵+ 八 ( 1一 。 1

) p 二
, s票+ 。 : 、 : : 柔

,

l{
8柔

,`

}{成 ( 1 一 。 :

) ( 1 一 几 ) !}p 二 Z

p 二 , 。朵{}+ ( 1 一 。 2

) ; :
}lp 二 , 。票}}

+ ; 2

( 1 一 。 1

) 1lp 二
, 。粱!I + p ,。 2

11
。票}I

蕊 [ ( 1 一 。 ;

) ( l 一 。 2

)丫 + 户;

( z 一 p Z

) + 户2

( l 一 。 ;

) + 。、内 〕}}
s朵!}

~ ( 1 一 ( l 一 。 ,

) ( z 一 八 ) ( 1一 丫 ) ) 11
。柔11

成 ( 1 一 ( l 一 a
) ( l 一 尽) ( -一 丫 ) ) {}。采{!

.

由 ( 3
.

7 )和 ( 3
.

9 )式得 {}
。 ” 十 ` {i镇 ( z 一 ( 1 一 。

) ( z 一 夕) ( 1 一 了 ) ) !{
6 ”

{1
.

定理证毕
-

算法中的误差变化情况可从图 2 中看到
.

=场门石
·

之

上
口

沁 )肠
￡而 + 2

.

2 茂 二 Xl 自肠

尸尤
; ` ”

厂厂厂厂
222222

门门门门门门
0000000

辈辈辈

四
、

关于收敛因子的进一步讨论

首 先
,

不难看到对算法咯加改造
:
执行完步 2 得到 砂

.z
返回步 1

,

将
“ , ,2
代人

“ ”

位置
,

再

执 厅步 1
、

步 2
,

如此循环 P 次
,

再执行步 3
、

步 4 得
“ , ,4 ,

代人 砂
, ,

的位置执行步 3 和步 4
.

如

此循环 q 次
,

再将所得结果作为
“ ” 十 ` .

这样改造后
,

算法的收敛因子将是

及
’

一 l 一 ( 1 一 。 尸
) ( l 一 厅q

) ( l 一 了 )
.

关于 下
,

由 丫一 {{尸
x Z

p x
.

“ ( 沪 x
一

p x .

}{ 知 了不超过以 口 ;
一 日 Q

、
和 口 2

一

一
V 为

子域的两子域 cS h w a r z 交替法的收敛因子
,

可以证明 (参见张胜文
`

))

丫 《 l 一
尺

2

C ( l + 尺 ,

)

其中 C 是与一切参量无关的常数
, R 是 { Q` ,

汪 V } 内切圆直径的最小者
,

由此可知
,

当覆盖子

域选取得相对大时
, 丫将减小

.

关于 召
,

从其表达式可以给出一个保守的估计

夕成 1

C ( 1 十 I n )
/ 了 了 \ 4 -

1 ) 张胜
, 椭圆型万程 的分裂并行算法

, 中国科学院计算中心博士论文
,

19 89
.
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至于
a,

除 a 〔 ( o
,

l) 外
,

未得到估计
.

五
、

数 值 试 验

我们 以矩形域上 P io s s
on 方程的齐边界 D iir

c hl e t 问题为模型
,

用均匀三角部分上的 线

性连续元作有限元逼近
.

如图 3 ,

区域内部只选取了一个交叉点
,

子区域和覆盖子域都是矩形
.

以误差函数在坐标轴上限制的二范数作误差 E (这样做是合理的
,

因为误差函数在子区域内部

是离散调和函数
,

而在子区域其它边界上为零 )算法循环一次叫迭代一步
.

表 1列出了误差随

迭代步数 N 和离散步长 h 的变化情况
.

第 。 步表示初始状态
.

在迭代过程中
,

我们选取了一些中间量来估算和校正引理 2
.

1和引理 2
.

2 中的
。 和 : .

所

用组合系数是用第二节的最优值表达式计算 的
.

对 h 一

做数值试验时
,

我们所取的问题的真解是零
.

在各迭代步所用参数列人 表 2
.

表 l

一口一
表 2

一一川一一生
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