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计算应力强度因子的无限相似单元法

应 隆 安
( 北京大学数学力学系)

摘 要

为了计算应力强度因子
,

将平面弹性体所 占的区域作三角形单元剖分
.

在裂纹

尖端附近
,

三角形单元为可数无穷多个
,

且具有和似性
,

它们组成组合单元体
.

用矩

阵方法求出组合单元体的组合刚度矩阵
,

从而得到问题的解
.

与有限单元法比较
,

无

限相似单元法更好地反映了解的奇性
,

因此提高了精确度
.

同时
,

由于组合刚度矩阵

的求得
,

使代数方程组的阶数大为降低
.

结构材料的断裂韧性是它的重要性能指标之一 无论是 为了计算某一部件允许的最大裂

纹深度
,

还是测定某一试样的临界应力强度因子
,

或是讨论材料在交变载荷下的裂纹扩展速

率
,

都需要计算一定形状的弹性体在一定载荷下的应力强度因子
.

因此
,

应力强度因子的计算

是断裂力学的一个重要组成部分
,

人们在这方面作了大量的工作
,

提出了不少行之有效的方

法
.

近年来
,

应用有限单元体方法计算应力强度因子 日益广泛
,

这是因为有限单元体方法有其

突出的优点
.

它可以计算形状极其复杂的弹性体
,

对裂纹的形状
、

位置
、

数量上都没有特殊的

限制
.

正由于它的广泛适用性
,

才得到了普遍的注意
.

早在应力强度因子的概念出现以前
,

人们就知道弹性体内裂纹前缘附近的应力是有奇性

的
,

它与到裂纹前缘的距离的平方根成反比
.

所谓应力强度因子
,

就是刻划这一奇性的比例常

数
.

在有限单元体方法中
,

弹性体被分解成有限个单元体
,

通常在每个单元体中
,

应力或是等

于常数
,

或是按某一有界函数 (例如按多项式 )分布
.

应力的奇性消失了
,

所以为了计算应力强

度因子
,

在裂纹尖端往往要作非常细的划分
,

使得节点个数很多
.

例如
,

经计算表明川
,

要达到

弓% 的精确度
,

需要 1 0 0 0 个节点以上
,

即需要解一个大于 2 0 0 0 阶的代数方程组
.

为了减少计

算工作量
,

现在往往不直接用位移计算
,

而借助于计算弹性能的释放率
,

间接地计算应力强度

因子
.

也有人克服了此困难
,

在裂纹尖端采用一个奇性单元
,

这样就 自然而然地得到了带有奇

性的近似解
.

一些文献表明
2̀

,

习 ,

这样处理后
,

大约只需要一
、

二百个节点就够了
.

为了克服应力的奇性带来的困难
,

我们采用了另一种处理方法
.

在裂纹尖端处划分出无

限多个相似的单元体
,

这无限多个单元体组合成一个组合单元体
.

用代数方法可以计算出组

合单元体的组合刚度矩阵
,

它与其他单元体的刚度矩阵构成总刚度矩阵
.

解代数方程组后
,

就

得到了一个在裂纹尖端处确有奇性的近似解
,

而且保证了位移函数的连续性
.

本文 1 9 7 6 年 4 月 3 日收到
.
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无产阶级革命导师恩格斯曾经十分深刻地阐明有限与无限之间的辩证关系
:

.

“

无限性是

一个矛盾
,

而且充满种种矛盾
.

无限纯粹是由有限组成的
,

这已经是矛盾
,

可是事情就是这

样
.

” 反杜林论
》

48 页 ) 根据这一观点
,

我们认识到
,

用有限单元体方法计算包含有无限多个自由

度的弹性体
,

这本身就是一个矛盾
,

它反映了人们对无限是由有限所组成的认识
,

并通过有限

来认识无限
.

但是
,

无限与有限又有质的不同
,

它是有限的总和
.

例如在裂纹尖端处
,

用有限

个单元体不可能完全地反映出应力的奇性
,

需要把有限发展为无限
. “
无限相似单元法

”
就是

在这个基础上提出来的
.

当然
,

这一
“
无限单元体

” 仍然需要通过有限来认识
,

我们利用组合单

元体的穷法来完成这一认识的飞跃
,

它仍是从无限到有限的转化
.

本文给出无限相似单元法的详细数学证明
,

最后概括了计算步骤并举了例
.

利用这方法

可以大大减少节点的总数
.

在本文最后给 出的例子中
,

我们最大限度地减少节点的数目
,

实际

参与计算的只有 16 个节点
,

达到了预期的效果
.

为了确定起见
,

下面讨论平面应变状态
,

显然
,

可以很容易把它改为对于平面应力状态的

计算
.

一
、

解的存在唯一性

给定一个平面多边形弹性 区域
.

在此区域内有一条直线的裂纹
,

它开始于区域的内点
,

终

止于多边形的一个顶点
.

在裂纹上没有外力作用
,

即它是自由边界
.

不失一般性
,

不妨设直线

裂纹位于直角坐标系的正
x
轴上

,

且尖端为坐标原点 (如图 1 所示 )
.

任取常数 夸( 0 < 夸< 1 )
,

以 。 点为相似中心
,

杏为比例常数
,

作上述多边形的相似多边

形
.

同样
,

以 。
点为中心

,

分别以 梦
,

…
,

护
,

… 为比例常数
,

作出相似多边形
.

我们得到了可数

个互相相似的多边形
,

按照 由外向内的次序
,

依次称它们为第 。 个多边形
,

第 1 个多边形
, · , ·

…

等等
.

两个多边形之间称为一
“

层
” ,

按照由外向内的次序
,

称为第 1层
,

第 2 层
,

… …第 友层
,

… …等等
.

在第一层中
,

用直线段联结两个多边形的对应顶点
,

将这一层划分成若干个四边形
,

再将

每个四边形划分成两个三角形 (如图 2 所示 )
.

其余各层的划分方式与第 1 层完全相同
.

以 D 记多边形区域除去裂纹后所得的区域
,

如果 D 上的函数
“
(

x ,

力 满足下列条件
:

( a ) u 〔 C ( D ) 自 L Z

( D )
,

心 u 〔 L Z

( D ) ;

图 2
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) b (在每个三角形单元上
。

(
x ,

力 为线性函数
,

就称为
“ 〔 亏

.

以 w ; ( D ) 记 Co6 彻
e B
空

间
,

则 亏〔 牙 ; ( D )
,

且在空间 班抓D ) 的范数意义下
,

J 为闭集
.

任取
“ ,

牙 ( “
, 。

) ~

。 〔 s
,

应变能是二次泛函
:

E

2 ( l + , ) ( l 一 2 ,
)
{{ ! (

“ ; + ,
; ) 一

,

( “
二

一
。 ,

)
·
+

牛早
竺 (

U y
+ · 二

)
2

{
、 ? 、 ,

,

( , )

J J D L 名 」

其中 E表示弹性体的杨氏模量
, 2, 为泊松比

, u
和

t,
是弹性体各点的横向与纵向位移

.

当 。 <

·
<

含
时

,

W (
一

,非负
·

设多边形边数为 。 一 1
,

取
“ , 。 〔 亏

,

设它们在第 。 个多边形的顶点上取值 u0I
, ,

…
, “ 卿

和 刃
, ,

…
,

.stt
, ,

作列向量 y
。
一 (

二

10)
, ,

10)
,

…
, “ 黔

, 。
留, )

了
.

同样
,

在第 及个多边形的顶点上
,

设 “
和

,

取值 川劝
,

…
, “ 梦

’
和 城U ,

…
,

川尸
,

作列向量 八 ~ u( 州
,

城妇
,

…
, “ 华

, 。
甲 )

T
.

令
,

~ 2 , ,

则 y
。 ,

…
,

入
,

… 是
,
维向量

,

它们称为各多边形上的位移向量
.

取定
n
维常向量 g ~ ( g

, ,

g
, ,

…
,

g
。

)
丁 ,

我们作函数对 ( “
, 。

) 的集合
:

s
`

= { (
u , ,

) ,
u , , 〔 亏

,

y
。

一 g }
,

在 S’ 内
,

由于 W u(
, 。 ) 非负

,

它有下确界
:

i n f 砂 (
u , 。

) ~ c .

《 “ 一口 )妥了
,

不难证明
“
:.s]

定理 1
.

存在唯一的 ( “
,

刃 〔 S’ ,

使

W ( u , 。 ) ~ e
.

由定理 1所得到的函数
。 , ,

就是有裂纹的多边形弹性体
,

在边界条件 y。
~ g 之下的分块

线性解
.

二
、

刚 度 矩 阵

对于第一层弹性体
,

u( 二 ,

力 与 城 x ,

力 由 y。
与 y

:

线性确定
,

因此应变能 w
:

( “
, 。

) 是二

次型
,

即

砰
1

(
一卜合(:{)

`

(立买
丁

)(:))
,

( 2 )

其中 K
。 ,

斌 都是对称矩阵
.

如果在第 。个多边形顶点上作用有外力 f
。 ,

在第一个多边形顶点上作用有外力 f
: ,

其中 f
。 ,

f
:

都是
。

维向量
,

则由 W
:

( “
,

刃 一 ( fO
,

y0 ) 一 ( f
, ,
夕

,

) 取极小值
,

得

(九丁淤 )
一

(穿)
,

只口

oK y。
一 A T y

,

~

一才夕
。

+ K ;夕一
由于各层都相似

,

所以刚度矩阵完全相同叭

而在其余节点上外力都等于零
.

令

{): } ( 3 )

现在假设在第 。 个多边形上作用有外力 j
。 ,

K ~ 0K + 瑟
,
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由 (3 )式得

K o y
。

一 A勺
:

~ f
。 ,

K夕
:

一 ( A夕。
+ A T夕2

) ~ o

一 ( A夕* 一 :

+ A T夕* + :

) ~ o
,

方程组 ( 4 ) 与 w ( “ , 。
) 一 ( f

。 ,

儿 ) ~ m in 等价
.

同样
,

对第一节中的位移边界条件来说
,

把 ( 4 ) 式的第一个方程换成 y。
~ g

,

它与变分问题 w ( “
, 。 ) ~ m in 等价

.

引理 1
.

K
。 ,

K孟是正定矩阵
.

证
.

由于 牙
:

(
“ , 。

) 非负
,

在 ( 2 ) 式中取 ,
。
笋 。

,
,

:

一 。
,

或取 , 。 一 0
,

,
:

铸 o
,

得

( 4 )

只要

1 二 , ,
~

万 y 6五 `y。
多 u , 夕万K a夕

.

李 0
.

由 ( l ) 式
,

当 邵
:

(
u , ,

) ~ 0 时
,

必有
u 二

~ o , 。 ,

= o
,

以及
u ,

+
。 二

~ o
,

即 u , 。
皆为线

性函数
.

在现在的情形
, u , ,

不是线性函数
,

所以 w
:

( “
, 。

) > 0
,

等号不可能成立
.

因此 K
。 ,

凡 都是正定矩阵
.

三
、

矩 阵 X

给定
。
维实向量 g ,

由定理 1
,

它唯一地确定了分块线性解 u( 二 ,

力 与 代
x ,

力
.

特别地
,

位移向量 y
,

由 g 唯一确定
.

容易看出
,

g * y
,

是线性变换
,

因此存在唯一的
。
阶实矩阵 X

,

使

夕
:

~ X g
,

又 由 S’ 的定义
,

y。
~ g

,

所以有

y
,

= X y o
.

( 弓)

本节需要将实的边界条件推广到复数域
,

定义如下
:

定义 1
.

任给
。
维复向量 g = ( g

: ,

…
,

g
,

)
T ,

记 g
,

= R e

[ g ]
,

g 、
= Im [ g ]

,

则

“ ( x ,
y ) ~

u ,

( x , y ) + i u ,

( x , y ) 与 。
(

x , y ) =
。 ,

(
x ,

y ) + i , i

(
x ,

y )

称 为对应于边界条件 g 的分块线性解
,

其中 (
“ , ,

外 )
,

u(
` , 。 `

) 由定理 1与 g
, ,

g ,

分别确定
.

由定理 1
,

对于任给的
,
维复向量 g ,

分块线性解 u(
x ,

力 与
。
(

x ,

力 是存在且唯一的
.

按定义
,

对于复数解来说
,

(幻 式依然成立
. 几

如果我们取第 及层
,

第 左+ 1层
,

第 受+ 2

层
,

… …的和
,

构成一个区域
,

由于它的刚度矩阵与区域 D 上的刚度矩阵无异
,

所以如以

y 次一
:

一 g

为边界条件
,

则得到的解也完全相同
,

即有

y走 ~ X g
,

或

夕, ~ X 夕,一 (左~ l
,

2
,

… )
,

归纳得
`

一 〕 一
_

入 ~ X勺
。

(友~ 1
,

2
,

… )
.

( 6 )

引理 .2 存在常数
￡ > 0

,

使
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6

艺I ,
,

、 一 , * 一
: 、

l{
。

( ,甲
·

,
’

+
,7

·

,
2

,` · ` , 镇
含馨 , ,

七
,
’ ·

证
.

任取一个三角形单元
,

由图 2
,

它必有一边指向 。点
,

设这边长为

面积
,

人记三角形的最短高长度
.

指向 。点的这一条边的两端点上的
“ , ,

与 ( u
娇

’ , 。
}天

, )
,

则有

L ,

以 △记三角形的

值为 ( u
冬交
一 ` ) , ,

}卜
` , )

1丝子旦引伽
} 、 丛男到

,

.

!业子巴
( 。二 ·

卜、 丛导
2业土

.

因此

全( I
“

;
, 、

一 。
:*一

)
!

2
+ !

。

:
* )一

。

; ,一
)
一) 、 {{ ( l二

“
一+ 一二

。

!
2

) 、 x 、 , 、 华 ( l ,
*

1
2
+ 一, * 一

:

一)
.

L
` J J O h

`

由相似性
,

弓l理 3
.

典与典与 , 无关
,

对全体三角形求和
,

便得到引理 : 的结论
.

L
子

h
`

如果 又

证
.

设对应于 又

为矩阵 X 的特征值
,

且有 】引 ) 1 ,

则 又 ~ 1
.

的特征向量为 g
,

以 g 为边界条件
,

得唯一的分块线性解 u( x ,

力 与
。
( x ,

力
,

相应的位移向量为 y0
,

y
, ,

…
,

y * , ·

… 则由

X g ~ 几g
,

与 y。
~ g ,

得

X y o

~ 凡y o
.

由 ( 6 ) 式有

因此

艺 l , * 一 , ,一 l
’
一

夕人 ~ 几左夕0
.

艺 J; “ 一 : “一 I
,

·

l ,
。

I
,
一 艺 l` I

, `一 ,
·

Ì 一 , l
’ ·

l ,
。

I
’ .

介二 1 处= l

由于 甲“ ,

甲 , 〔 几
,

由引理 2 ,

此级数收敛
.

但 y
。
为非零向量

,

如果 !引 ) l, 且 几笋 l ,

则此

级数就发散
,

因此必须有 几 ~ 1
.

引理 3 得证
.

引理 4
.

矩阵 x 对应于特征值 又~ 1的初等因子是一次的
.

证
.

若不然
,

特征值 几~ 1有高于一次的初等因子 。 一 l)
r ,

(
;

> 1 )
,

则有向量 g0
, g

,

使

( x 一 了) g
。
~ o

,

( x 一 I ) g ~ g
。 ,

其中 I 为单位阵
.

即有

X g ~ 9
0
+ g ,

归纳得

x 走g ~ 友肠 + g
·

以 g 为边界条件作解 u( x ,

力 与
。
( x ,

力
,

则由 ( 6 ) 式得

夕* = X互g ~ 友g 。
+ g ,

艺 I ,
, 一 , *一

:

l
,

一 艺 I:
。

I
’
一 的

·



科 学 19 7 7

由引理 2,

与 甲 “ ,

甲 , 〔 L :

矛盾
.

引理 5
.

X 有两个特征值 又 ~ 1
,

对应的特征向量是 厅 ~ ( l
,

o
,

亩= ( o , I , o
,

l ,

…
,

o
,

z ) T
.

证
.

分别以 岔和 茸作为边界条件
,

得到常数解
,

即 y * 一 廖(左~ o , 1
,

o
,

l
,

… )
.

由 ( 5 ) 式

廖~ X g ,

茸~ X茸
.

因此
, g ,

营都是矩阵 x 对应于 又 ~ 1的特征向量
.

引理 6
.

对于任给的复向量 y
。 ,

X勺
。

” y co
(咬一 co )

,

其中

y co ~ “ 岔十 口箩
,

“ ,

夕是常数
.

证
.

由引理 3
,

4
,

X “ (咬一 的 ) 的极限存在 7I]
,

以 知 记 X 友y
。
的极限

.

以 y
。

作为边界条件
,

作分块线性解
“ , 。 ,

相应地有 y
, ,

…
,

y * ,
·

…

扭
y * 一 , 。

.

令 , 。 ~ ( u : , 。 : ,

…
, u 二 , 。 二 )

T ,

我们证明

o
,

…
,

1
,

O )
T

和

·

) 和 入 ~ 武左~

由 ( 6 ) 式有

“ .

岁 l

= u Z , u Z
-

一
夕 2 5

令 母 -

“ 3 ,

夕 3 ,

, “ m一 ]

~

岁别一

“ 阴 ,

夕用
.

若不然
,

不妨假设
“ ,

笋 “ 、
: ,

“ i 一 u i斗 i 在第 友层对应的三角形上
,

以 L 记对应的边

长
,

以 △记三角形的面积
,

则有

!二
。

} ) 坦坦二理丝过
I

因此

{{ }二 。
1

ZJ x 、 , 、 典 r
二

:“
, 一

“

: , } }
`

.

J J也 L
`

由相似性
,

全与 及无关
,

对 左求和得
L

`

甲̀ · `
’

dx dy )

会薯
u
}
夜’ 一 “

{聋、【
’ .

D

产.几1,!é
盛

I
J

由于 甲 “ 〔 乙 2 ,

所以右端级数收敛
,

但

1im }
“
:交

, 一 “
:年} !

2

= I u 、
一 u i 、 :

!
’
~ 占2

> O ,

走。 .

导致矛盾
.

因此

u x

~
u Z

=
. . .

一 u 功 ~ “ ,

。 .

~
。 刁

= … ~
。 阴 = 夕

,

耳p
y二 ~ a厦十 夕东

引理 6 得证
.

引理 7
.

矩阵 x 除两个特征值 几~ 1外
,

其余特征值的模均小于 1
.

证
.

若不然
,

除引理 5 中的两个特征值 又 ~ 1外
,

还有一个特征值 几~ 1
.

对应于这个特
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征值的特征向量记作 了
,

则有

X g
’

一 g
, .

由引理 6

五m x 灸g
’

~
a J + 夕亘

·

花峙 .

但 x 及g
’

~ g
’ ,

故有

了 ~
。厦十 口承

与 叮 ,

女
,

g
’

线性无关矛盾
.

引理 7 得证
.

弓}进矩阵 笼是求解无穷阶代数方程组 ( 4 ) 的关键
.

因为
,

以 ( 5) 式代人方程组 ( 4 ) 的第

一个方程得

( 0K 一 A T X )夕
。

~ f
。 ,

( 7 )

方程组 ( 4 ) 就归结成了 y。

满足的
。 阶代数方程组 ( 7 )

.

利用方程组 (叻 的特殊形状
,

我们将

在下节中导出矩阵 x 满足的方程
,

这个方程的解多于一个
,

根据本节中对矩阵 x 性质的讨论
,

我们就可以从众多的解中唯一地确定矩阵 X
.

四
、

矩 阵 方 程

任取
,
维实向量 g

,

以 g 为边界条件
,

求得分块线性解
“
与

, ,

相应地有 y。 , y
: ,

…
,

y 、
,

…
,

则有 夕。
~ g ,

由 ( 6 ) 式 夕
:

~ X g
,

夕2

= X Z
g

,

代人 ( 4 ) 式得

K X g 一 ( A g + A 丁X Z
g ) 一 o ,

即

(理
T x Z

一 兀x 一 A ) g ~ 0
.

由 g 的任意性得

A了

尸 一 K X 十 左 ~ 0
.

s( )

它就是矩阵 x 满足的矩阵方程
.

定理 2
.

确定矩阵 x 的充分必要条件是

( a ) X 满足方程 ( s ) ;

( b) x 有两个特征值 又 ~ l ,

对应的初等因子为一次的
,

对应的特征向量为 窗
,

承

(
。

) X 的其余特征值的模均小于 1
.

证
.

由引理 3一 7及 ( s) 式
,

必要性为显然
,

现证明其充分性
.

设矩阵 x 满足条件 (
。
)

,

( b)
,

(
c )

,

对于任给的实向量 g
,

令

夕。
~ 君 , 夕

』

~ X 夕。 ,

… 夕* ~ X 夕* 一 , ,
·

… ( 9 )

由条件 ( a ) 知
,

它们满足方程组 ( 4 ) (除去第一个方程 )
.

以 y 。 ,

y
: ,

…
,

八
,

… 作为节点上的

值
,

作分块线性函数
u

(
x , y ) 与

。
( x , y )

.

由条件 ( b ) 和 (
c

)
,

X 友(左” co ) 的极限存在
,

令

夕二 = il m X 咬夕。
.

左、 .

由于
X 夕二 ~ X li m X 凌夕。

= il m X 掩+ ,夕。
~ 夕。 ,

灸分 . 左砷 .

所以 知 是对应于 又~ 1 的特征向量
.

因为 八 对 友一致有界
,

所以
“ , 。

是有界函数
,

因此 “ ,

。 〔 几
.

我们只要证明 甲 “ ,

甲
。 〔 L : ,

则 “ , 。

就是定理 1 所确定的唯一解
,

由 ( 9 ) 式
, x 即为所

求的矩阵
.
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令

y 欠 ~ y 走一 y. ,

只口

夕 , ~ 夕又+ 夕二
.

因为卜 对应了
“
x(

,

力 一 常数
, 。

x(
,

力 一 常数
,

所以我们只要证明 疾

就够了
.

由 ( 9 ) 式有

X 夕又
一 :

~ X ( , * 一
:

一 夕· ) 一 , * 一 , 二 ~ 夕又 (左~ l , 2 ,

化 x 为若当标准形

X ~ T J T一 , ,

其中

对应的 7 “ , 7 。 〔 乌

( 10 )

( 1 1) 一

、、

l
产产

,1

,上

J
产了f口̀.̀.龟、、
、

一一J

J
:

由特征值小于 1 的若当块组成
.

令

~ T 一 t

疾 (友~ 0
,

1
,

2
,

… )
,

则 由 ( 10 )
,

( 一z ) 式得

权 ~ zJ
、 一 :

(友一 l
,

2
,

… )
,

归纳得

z 凌一 J弋2 0 ,

了片 、
“ “ 一 }

`

}
“ 。 ·

\ 1 /

( 1 2 )

由于

il m 夕又

所以

一 忽饥 一 间 一 “
,

怒
z * 一 。

.

由 ( 12 ) 式
, : 。

的最后两个分量必为零
,

否则
: * 的极限不为零

,

令

则由 ( 1 2 ) 式得

名* ~ J
`
反名 0 .

由文献 L7 ]
,

当 左” co 时
,

.几

十P一奋
、

a

`

l
/

I}z
,
* 11一 (

甲

反

一 1

其中 p 为某个初等因子的阶数
,

}aI < 1 ,

所以只要 天
。

充分大
,

就有
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卜
艺 卜左 l

,

毛 习 }}J
,火

,,
2

·

,一 ,
2
一

息!(
,

主
,

) a友一夕+ i

丸= 火。

右边级数收敛
,

因此

习 ! ,又!
, 一 艺 I了

。 , I
,

( 1IT !l
,

名 一z , 一
’ .

也是收敛的
.

由引理 2 ,

疾对应的 7 “ ,

7 , 〔 几
,

这样就证明了充分性
.

五
、

组合刚度矩阵

令

K
二

~ 0K 一 A T X ,

由 ( 7 ) 式得

K
z

y。 ~ f
o .

定理 3
.

K
二

是对称正矩阵
.

证
.

任取
,
维实向量 y0

,

对应的第 及层应变能是

( 1 3 )

( 1 4 )

牙 * 一

含(雀窃
。

)
r

(几《
了

)(岌之
。

)
( ` 一 , , , ,

…

令

K * ~ ( X T
)互
一`

( 0K 一 A T X 一 X T A + X 丁K二X )X 乏
一 , ,

则有

1 , , ,

伴 走
~

一二户 y 6八乏y o

Z

由 ( l) 式
,

W * ) 。
,

所以 K * 是对称正矩阵
.

由 ( 8 ) 式有

K * = ( X T

)灸一
,

( K
。
一 A 了

,

X ) X 及一 ,
+ ( X T

)灸(一 A + K ;x )尤卜
,

~ ( X T
)
灸一`

( 0K 一 A丁 X ) X无一 ,

一 ( X T

)掩( 0K 一 A T X )X
左

.

由 ( 1 3 ) 式得

K , = (X
T
)互
一`

K
二

X 及一 ,

一 ( x T )及尤
, x 及,

所以

艺 尤* 一 丑
:

一 ( x T
)
“ 尤

二

二“ ,

见 牙 * 一 ` 习 K * ,
。

一 ` 二
二

, 。 一 ` ( X `

)
”

K
二

x “ , 。
.

( 1弓)

令 N 、 co
,

由引理 6 有

l im 夕百( X T

)
N K

二

X N夕。 = 夕乙K
:

夕。 ,

( 16 )

其中

y co 一 a 岔十 夕承

以 y二 为边界条件
,

求得解
“

~ 常数
, 。

~ 常数
,

因此 w (
“ ,

心 ~ 0
,

特别地
,

对于第一层

弹性体
,

由 ( 2 ) 式得
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合 (霖 )
r

(几斌
丁

) (
y。

Xy二 )
,口向量 (

_

了
“

、是对称正矩阵 `
\入 y。 / \

0K 一 A

一 A K ;

T

)对应于特征值 几 ~ 0的特征向量
,

因此有

K
。
一 A

一 A K台

了

)(
_

知 、
X y co /

从第一行得到

K
o夕。 一 A 了X 夕。 = o

,

K yz
。 ~ 0

.

( 17 )

由 ( 1 5 )一 ( 1 7 ) 式得
!

艺栩怒2 艺 、 * 一

由 y。
的任意性

il m y百
N峥 .

K
二

~

K * )
,。
~ ,百K

z

夕。 .

艺 K , .

( 18 )

K * 是对称正矩阵
,

所以 K
:

也是对称正矩阵
.

定理 3 证完
.

名 二 * 是组合单元体上的应变能
,

( ; 8 ) 式说明无限剖分的应变能仍表为有限的二次型
,

走= 1

K
:

就是相应的组合刚度矩阵
.

由于 0K 是对称矩阵
,

从 ( 1 3 ) 式可得一明显推论
:

推论
.

A T x 是对称矩阵
.

六
、

矩阵 X 的计算公式

我们利用 ( 1 1) 式计算矩阵 X
,

由矩阵论知

T 一 (
x
{。

,

…
, x

{:
, , x {

, , ,

…
, x
二:

, ,

…
, 。 ,

营)
,

( 1 9 )

其中
x
{l)( i ~ 1 ,

…
, ;

l)
, x
钾( ,’ ~ 1

,

…
,

九 )
,

… 是对应于特征值 }引 < 1 的若当链
,

即它

们是非零向量
,

且有 X x
{l) ~ 又

: x l l}
, x xll

, 一 又,

珍
, + 城

。 ,

…
,

X欢
, 一 几

:

欢
, 十 欢址

: ,

… 等等
.

x 的特征方程是

(兄I 一 X ) x 一 0
.

( 2 0 )

由 ( 8 ) 式得

( A TX Z

一 K X + A ) x ~ 0
,

以 ( 2 0 ) 式代入得

(护 A 了

一 又K + A )
x
一 。

,

( 21 )

因此矩阵 x 的特征向量
x
也是方程 ( 2 1) 的非零解

.

令 q 一 脉
,

代入 ( 2 1) 式
,

得

几A与 一 K q 十 A x ~ 0
,

写成矩阵形式
:

nU

一一

、

、
少/ /了l、 \、

l
了K 一 几A T

一 A

一 几I
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r / K一汉、 / A T

l 气
, 0

)一
又
戈
。 ( 2 2 )

厂

!
、,

!
` .̀J、

!
了

我们首先讨论行列式 !川 笋 。的情形
,

令

(才
了

)
一 ,

K

I

一 ( “ 勺
一 ’ “
、

0 /

容易看出
,

方程 ( 22 ) 等价于

、

/ q \

(。 一 又了 )戈
二

少一
”

· ( 2 3 )

间题 已经归结为矩阵 Q的特征值问题
.

将方程组 ( 2 。 )
,

( 2 1) 的系数行列 式记作 甲(劝 ~

}盯 一 X l
,

f以 ) ~ {护 A T 一 又K + A l
,

通过直接验算
,

不难证明 :

引理 8
.

矩阵 Q的特征多项式 !对 一 Q】~ IA !一
I

f(劝
.

下面的引理给出矩阵 x 与矩阵 Q的特征值之间的关系
:

引理 9
.

f。 ) 一 护 ! A T x 一 K !
·

甲 ( 1 /劝甲 (劝
.

证
.

由 ( s) 式有

护A 丁

一 又K 十 A ~ ( 护不 一 又K ) 一 ( A T X Z
一 K X )

~ A飞护 I 一 x Z

) 一 K (又I 一 x ) 一 〔A义几I 十 X ) 一 K l (又I 一 X )
,

即

护 A 丁

一 又K 十 A ~ (又A 7
一

十 A 了 x 一 K ) (又I 一 x )
.

( 2 4 )
1

由定理 3 的推论得

以A 丁
+ A T X 一 K ! ~ }又A丁

十 X T才 一 K }
,

将右端转置得

!又A 丁
十 A了X 一 K ! ~ !又A 十 A 了 X 一 K l

,

设 几笋 。 ,

以 (s ) 式代入得

!又A了
十

~ 1( A T X

A T X 一 K } ~ !双 K X 一 A了X勺 + A TX 一 K !

二 ) ( , 一 ; x ) r一 ;
·

! , 了、 一 二二 }生
: 一 x l

,

! 又 l

即
}凡A 丁

十 A T x 一 K ! ~ 护 }A
T X 一 K l

·

甲( l/ 几)
.

( 25 )

由 ( 2 4 ) 式有

f( 又) ~ 1又A T
+ A T X 一 K l

·

甲 ( 又)
,

( 2 6 )

由 ( 2 5 ) 式有

f (凡) ~ 护 IA
了X 一 K }

·

甲( 1 /又) 甲(又)
.

上式两端均为 又的多项式
,

因此在 又 ~ 0 时也成立
.

引理 9 得证
.

引理 9 说明矩阵 Q的特征值 由矩阵 X 的特征值及其倒数所组成
.

至于矩阵 X 与矩阵 Q的

若当链之间的关系
,

可 以证明
:

引理 1 0
.

如果 又是矩阵 X 的特征值
,

对应的初等因子为
/ 次

,

对应的若当链是
x : ,

…
,
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一
~ ~月` .

r x
,

则向量组

卿
,

一令
是矩阵 。 “ 应于特征值 ` 的” 当链

·

反“
,

“ 果 ,

。
`

,

`

是矩阵口的特征值
,

对应的初等因子 ” ·
次

,

对应的” 当链是
(::),..

一

(:: )
·

其中 xl, …
,

xr, qt, “
· ,

q
,

是
,
维向量

,

则有

宁
:

~ X x : ,

…
,

q
,

~ X 二 , ,

而且
丫 : ,

…
, x ,

是矩阵 x 对应于特征值 凡的若当链
.

证
.

由假设

( X 一 几I ) x ;

=
x i一 :

( i ~ l
,

…
, r

)
,

其中
x 。

~ 0
.

由 ( s) 式有

x ( x 一 衬 )
x , = ( A 了

)
一 ,

( A 了
,

x ,

一 又A 了 X ) x , 一 ( A 了

)
一 ,

( K X 一 A 一 又A 了X )
x , ,

因此

( A 了

) 一
,

( K X 一 A 一 又A T X ) 刃 ,
~ X 介一 ,

不难看出

( 。 一 。 )

印
一

(
(理

T

) 一
,
K 一 又了

I

一 ( A T

)
一 , A

一又I
丫
义 “

)
一

(
x x `一

)
,

/ 、 x i J 、 x i 一 l

(
尤 ’ ·

)
、 X , l

是矩阵 Q的若当链
.Xxl

xl

反之
,

如果有

(口一 “ ,
(:: )

一

(
( A丁 )一

,
K 一 凡I

I

一 ( A 了

)一
,才

一又I
丫

“ `

卜 {
“ `一 ’

)
( `一 ` ,

’ ` ’ , 犷

,
,

、 工 ` / 、 x 矛一 l’

其中
x 。

~ o
,

q
。
~ 。

,

展开得

[ ( “ 勺一
lK 一 几̀ 琢 一 ( “ 勺一 ` “ 丸 一 “

,

一 冬
q , 一 兄 x i

= x `一 . . -

( 2 7 )

我们归纳证明

叮`
~ X x ,

(苗= O
,

l
,

…
, r )

.

( 2 8 )

当 i 一 o ,

( 2 8 ) 式是显然的
,

现假设 ( 2 5) 式对某个 i 一 1 已成立
,

即 q i一 :

一 X为一
: ,

代入 ( 2 7)

式
,

并且消去 q , ,

整理得

( A 丁

) 一
,

( 一尸 A
’
十 几K 一 A ) x `

+ ( 才勺一 ,

( K 一 又A勺幻
一 :

~ X x, 一
, ,

民口

( A协一 ,

{ ( 一护 A 了
十 又K 一 A )

: ,

一 ( 凡A 丁

一 K + 矛 X ) ix 一 :

} ~ 0
.

由 ( 2 4 ) 式

一 ( A勺一 ,

(又注
r
十 A T x 一 K ) { (又I 一 X x)

,

十 丸一 :

} ~ 。
.

所以 1邝 不是矩阵 x 的特征值
,

由 ( 2约式得行列式由假设
,

!刘 < 1 ,

以 ( A 了

)
一 ,

(几A 丁
十

】几A 了
+ A T

X 一 K ! 铸 0
,

A 丁 x 一 K ) 的逆矩阵左乘上式得

(又I 一 x )
x ` 十 x 卜

:

~ o ,

X 幻 ~ 又x ,

+ 为一 , .

( 2 9 )
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以 (2 9 )式代入 (2 7)式的第二式
,

得 q `
~ x x , ,

因此 ( 2 5) 式对 i 也成立
.

这样
,

( 2 8 ) ( 2 9 ) 式

对 i ~ 1 ,

…
, 犷
都成立

.

引理 10 证完
.

下面讨论行列式 I IA 一 o 的情形
,

任取实数 石
,

使 f (石) 笋 0
,

由引理 9 , 甲 (而) 笋 0
.

令

Z ~ 几。X (几
。 I 一 X ) 一

` ,

( 3 0 )

它的特征多项式是 叭 ( 产) ~ !产 I 一 Z !
.

引理 n
.

一又
。

不是矩阵 z 的特征值
.

证
.

甲
:

(一几
。

) ~ !一几
。了一 2 1~ 卜兔。 z 一 孟。 x ( 几

。了一 X )
一 ,

】

~ 一石(几 I 一 x ) 一 肠x ! / }几 I 一 X I ~ 又乙叮甲 (石)
.

因为 又。

不是 了(劝 的零点
,

所以 又
。
笋 。 ,

因此

叭 ( 一肠 ) 笋 0
.

引理 11 证毕
.

由引理 1 1
,

矩阵 礼 I 十 z 有逆
,

由 ( 3 0 ) 式解得

X ~ 又。
(又

。 I + Z ) 一
, 2

.

( 3 1 )

代入 ( s) 式得
A T

[见
。
(兄

。 I + Z )
一 , Z ]

2

一 K [又
。

(几
。 I + Z )

一 , Z ] + A ~ 0 ,

以矩阵 (石 I 十 Z )
2

右乘之
,

并且令

A
l

~ 端A T

一 肠K 十 理
,

B
:

~ 又孟K 一 2石 A
,

则有

刁
1

2 2

一 刀
:

z 一 又界A ~ 0
.

( 3 2 )

方程 ( 32 ) 与方程 ( s) 形状是类似的
,

令

、、.尹/A。 一

(
A尸B

.

I

一端A r

对于矩阵 z 和 p ,

有类似于引理 10 的关系
,

此处从略
.

至于矩阵 X 和矩阵 z 之间的关系
,

可以

证明 :

引理 12
.

如果 群是矩阵 z 的特征值
,

对应的若 当链为
: : ,

…
, z , ,

则

x i-一 艺 占,声
,

( * 一 1
,

…
, r

) ( 3 3 )
, = 1

是矩阵 x 对应于特征值 又的若当链
,

其中

又~
又。那

肠 十 那
( 3 4 )

气 由以下的递推公式所决定
:

:
_ 厂又

。
+ 那 v

i一 , ` :
_

,

…
。 、

“ i了

— 龟

—
l \ `

—
l , , 矛 / ,

、 石 /

~ 0

~ 兄。
+ 那

( i ~ 2
,

…
, r

)
,

[ (又
。

+ 产 ) b ;一 , ,

s一
:

+ b ,一 , ,

, ] ( i 一 3
,

…
, r ,

{
,

( ’ 5 ’

~ 2
,

…
,

i 一 1 )
.

J
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证
.

由假设

(Z 一 拜 I) z, = z ;一 :

( i = r )
,

( 3 6 )

其中
z 。
一 0

.

令

式
一 ,

~ ( x 一 又I ) ix
.

由 ( 3 1 ) 式
x
:
一 ,

~ [又
。
( 又

。了 + z ) 一
, z 一 打 l x , ,

以 ( 3 3 ) ( 3 4 ) 式代入得
,

万同x
:
一 : :

x0( 0I 十 z ) 一
, z 一 卫皿址 I

肠 十 产

b , , 2 5 ,

以矩阵 肠 I + z 左乘之得到
:

, 。 , . 7 、
_

_ ,

_ 「
。 7 而群

/ 1 ; , 二 、

1 令
: _

_
( 又

。

I 十 Z )太 _
.

~ l瓜 Z 一 一二望二一 (石 I 十 Z ) l 》 反
` 2

.

~
L

一

又。
十 群

- - 一

」厂二丫

以 ( 3 6 ) 式代入得

端

石 十 拼
( z 一 。 , ) 艺 乡

,

声 ,
,

(肠 I 十 Z )式
一 ,

~

肠 十 那
艺

右
` ’ “ `一”

( 3 7 )

另一方面
,

由 ( 33 ) 式

(石 I 十 Z ) , i一 :

~ (0z
, + )z 艺 ib

一

、
,

i( 一 2 ,

…
, ,

)
,

以 ( 36 ) 式代入得

b 、一 , ,
,

[ (又
。

+ 一` )
二 ,

+
2 5一

占*一 : .

,一 :

( ;
。
+ ,` )

。 了一 + 艺 乡̀一
, ,

, z ,一
: ,

由 ( 35 ) 式并利用
z 。

~ o
,

得

(石 I 十 Z )幻一 :

~
端

礼 十

,

一

万 占` , z ,一 : .

拼 j = 1

比较 ( 3 7 ) ( 3 8 ) 两式得

x i一 ,

一 x :

一 ,

因此

( X 一 又I )
x ,

由 ( 3 7 ) 式
,

式
一 ,

~ o
,

从而有

~ ix 一 :

( i ~ 2
,

…
, , .)

( x 一 又I ) x :

一 0
.

这样
,

我们已经证明了
x 。 ,

…
, x ,

确是矩阵 x 对应于特征值 又的若当链
.

综合以上各 引理
,

我们得

定理 4
.

当行列式 I IA 笋 0 ,

设矩阵 Q所有模小于 1 的特征值所对应的若当链是

x
{{
’ )

,

…
,

聪
,

一 (熟
则

,.’,(
xl1

, ,

…
,

欢
, ,

…
,

xl’ , ,

…
,

欢
, ,

厅
,

营
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构成 ( 1 1)式中矩阵 T的各列向量 ;当行 列式 }川

卜三丝匕
}又。

十 拜

。
,

设矩阵 尸所有满足不等式

的特征值所对应的若 当链是
(络… :) …

,

(粼
则入、以

尹

IP之V /八
、

川1) ,

…
,

钾
,

同样构成 ( 1 1) 式中矩阵 T 的各列向量
,

定
.

x {
, , ,

对琳ù
z

/厅、、
。

其中 城
1) ,

二

· , x
{二

, , 岔,

营
, 、

· , x
李;

, 由
:

l
` , ,

…
, z

七
, 和公式 ( 3 3 ) 所确

下面叙述定理 4 的一个推论
.

在应用上
,

各初等因子往往都是一次的
.

这时
,

求解 X 的过

程可以大为简化
,

我们只要计算特征值和特征向量就够了
,

并且可以避免复运算
二

如果 兄;
是实特征值

,

对应的特征向量为
二 , ,

则有

X x , ~ 又
, x , .

如果 凡 ~ 夕
,
+ i呜 是复特征值

,

由于特征值必成对共扼 出现
,

可以只取其中之一
,

例如为确定

起见
,

取 。 ,

> 0
,

又设对应的特征向量为
x ,

~
a ,
十 t’b , ,

则有

X (
a ,

+ i b
,

) ~ (口
,

+ i田 ,

) (
a ,

+ i b ,

)
,

分离实部与虚部得

X a ,
= 夕, a , 一 。 ib , ,

X b ,

一 田 , a ,

+ 夕
,

b ,
.

作矩阵

{
”

’

/
, ·

…
_ _ _ _ _ _ _ _ _ 一 _ 一 _ . _ _ _ .

)
A 一

} { “
, 〔一 : }

\
}二望!一宜一̀ :

… !
它由位于主对角线上的元素 又,

以及用虚线表示的二阶矩阵构成
,

其余元素为零
.

再作矩阵

T 一 ( …
, x : ,

…
, a , ,

b , , · ` · ,

窗
,

女)
.

则有

X = T A T 一 ,
.

( 3 9 )

七
、

应力强度因子的计算

以 (
r ,

O ) 记平面上点的极坐标
,

在 。 点附近真解可以表为
:

留 (一 “ , 一

(:卜鑫
,

一【
· `, )拟 ,

, )
( “ ) + · 、、)留 、、)

(。 ) :
,

( 、 。 )

I
,

n 分另lJ表示对称与反对称分量
.

当取

留 ;
, ) ( 8 ) =

卜孚鉴
{ v ”

卿
l 1
1 we es es 二二二二尸 es es C U 万

L / 。

· 。̀

号卜
一 ` + ,

一 (号)1

誉卜
+ , 一 ,

S ,一

(号)」
( 4 1 )

斌丽
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、

1
.

\ /

I
J

了

aú 2日一 z
/

l
、 /了̀、、 、r.....,L.ree

.

es
ó

20ù2丫云
;

1

丫蕊 ;

8
C O S

—
尤 + l 十 2 s i n

( 4 2 )

`
一 1 一 2 e o s Z

一一!
、 leseses̀L

一一
、 .了

0
尹̀、

E

2 ( 1 + , )
’

a
{
` , = g : , a

{}, ~ K ; r ,

对于平面应变情形
: ~ 3 一 4 , ,

K
: ,

lK
:

就是通常所谓的应力强 度因中8[]
.

时其子

设第 左个多边形在极坐标下的方程为
犷

~ 凡 (的 (受~ 0
,

R * ( 日) 一 杏咬R。

( 8 )
,

二 )
,

则由第一节

令

留女

它表示第 及个多边形上的位移函数
.

如果给定 天。

(日) 上的位移函数 留。 ,

由 。 。
唯一确定

,

因此存在线性算子 v
,

~ 留 ( R * ( 8 )
,

8 )
,

由解的存在唯一性
,
留 (

: ,

0) 被唯一确定
,

特别地
,

叭

使

留
,

= V州。 .

由相似性

阳 * = V 留* 一 :

(左= 1
,

2
,

… )

也都成立
,

从而有

。 * 一 F 凌留。

(友一 l
,

2
,

… )
.

( 4 0 ) 式中的每一项都对应了算子 V 的一个特征值与特征函数
.

例如
,

当 j ~ o
,

特征值

凡
,

~ 又2
~ 1

,

特征函数是 阳 0)I ( 0) 和 留钾( 0)
,

它们对应平移 ; 当 j ~ 1
,

特征值 凡。
~ 凡4

~ 夸内
,

特征函数是 风气 。 ) 阳 ll)( 0) 和 R护( 0) tt, 汗 ( 0)
,

它们对应对称和反对称基本奇解 ; 当 j ~ 2
,

特

征值 凡,
~ 又` 一 夸

,

特征函数是 0R ( 0 )留 {仪 0) 和 0R ( 0) 留 }}’ ( 0)
,

它们对应旋转和沿
x
方向的简

单拉伸 ;等等
.

矩阵 X是算子 V 的离散化模型
,

所以在适 当剖分之下
,

X 前几个特征值应该近似地与 V 的

特征值相等
:

又: s+ 1

六夸
, , 兄2 , + 2

弃夸
,

.

在第三节中已证明了 凡 ~ 又:
~ 1

,

所以近似式精确地成立
.

另外
,

由于三角形单元上插值函

数的线性性质
,

可以证明
, 又,

~ 又` ~ 夸也是精确地成立的
.

设 川 (
: ,

0) 为真解
,

令
拟 ( ` , (

: ,

夕) 一 尤
l r
圣留 }

, ) ( a ) + 尤 “ :
备洲 }}, ( o )

,

( 4 3 )

它是解的奇性分量
.

设 y
。

是分块线性解的位移向量
,

将 y。

按矩阵 T 的各列作分解
:

夕。
=

a :

g(
` , + a Zg`, , + … +

a 。

g(
” , ,

此处已假定 梦
l) ,

…
,

g `
” , 按特征值模递减次序排列

.

令

g =
a 3 9 ( 3 ) +

a 4
g ( 4 ) ,

它是分块线性解的奇性分量
.

。 〔
l)(

; ,

0) 是由 g 来自动体现的
,

利用已知的向量 g 可以求得近
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似的 K ,

与 凡
,

值
.

设多边形 D 的各顶点为 x(
, ,

y *

) i( ~ 1 ,

…
, 。 )

,

它们的极坐标为 (r
; ,

氏)
.

又设向量

( r , + :

一 x ` ,

夕*+ :

一 夕、

) 的极坐标为 (
; ` , a `

) ( i ~ z
,

…
,

。 一 1 )
.

以 ( 4 3 ) 代人 ( 1) 式
,

并利

用 ( 4 1 ) ( 42 ) 式
,

经过一些计算
,

得到奇性分量对应的应变能

w 一 止生
8兀产

{ K ; I
:

一 ZK
:
K

,:了2
+ K }

: 1 3

} ( 4 4 )

其中
I

:

一

馨
毕

{(
1 一 2 , 十 生

2

S ,

一)
。̀ g

苦
e o s

(
。 ,
一 B ,

)
c o s

(
a , 一 o , + :

)

( 3 一 4 , 一
。 0 5 0 1

) ( 1 +
。 o s a , ) 10 9 一

二` 一 ( l 一 2 ; ) ( a
, 、 :

一 a` )
, i n a ,

r , + l

1一2
十

、 l、I、 、/1
,

.

。 、
1

---t 一
C o s 气a 了一 口 i+ :

少一 一
c o s 又a i

十 U -

艺 y
r+ :

二- 」

二 1 万矛 {卜
` 一 ’ · ’ s ǹ “ `

’

l 一
c o s

(
a *

一 口̀ )
l 一

c o s

(
a , 一 8 1+ :

)

_ , 。 _
.

1
, _

_ ,
·

; + :

5 1 1 , 乙 , ,

!
且U g

—J r 矛

,斗xix

+ 生
。 i n Za

10 9 一 ( 1 一 2 ; ) ( 8 1十 :

一 0 `
)
。 o s a ,

、 .、rse
.

、少
ō

+
s i n ( a 、

+ 白i ) 一
s i n ( a 、

+ 8 1」

I ;
一

呈
十

!

益血
万i

3 一 2 ; 一 三
2

S i n Z a 矛

)
,。 g 1 一

。 0 5

(。
;

一 8
,

)

1 一
c o s

( a , 一 8 1+ :

)

/了.龟、、r眨,、

L

3 一 2 ; 一 立
2

S i n Z a ,

一 ( 1 一 2 :
)
。 。 S a 、

1
10 9

立
J r i十 1

+ ( 1 一 2 ,

) ( 0 1+ :

一 a i )
s i n 。 , 一粤

。 。 s ( a i

Z

。 、 .

3
月~ 口 i十 .

夕 月~

—
2

c 。 s

( 。 , + 。`
)
}

.

另一方面
,

由 ( 1 5) 式有

1 , , ,

体 ~
,

二
一

g
`

八
:

9
.

艺

( 4 5 )

( 4 4 ) ( 4约 两式中的应变能近似地相等
,

合并两式
,

我们得到应力强度因子 K l 、

lK
,

满足的一个

二次代数方程
.

为了求出 K
:

和 lK
, ,

我们还需要找出它们的一个关系式
.

利用 ( 4 1 ) ( 4 2 ) 式
,

可求 出 即 `仪 , ,

e) 在正
x
轴上的跃度

:

留“ ) (
, , 0 ) 一 留 “ , (

r ,

2二 ) ~

了云
。

:
奋( 二 + l ) (博

“

\ K
l

令 g 一 ( g
: ,

…
, g

。

)
了 ,

则近似解的跃度为 ( 9
1

一 岛一 , , 9 2

一 g
。

)
了

.

又得到 K
; 、

lK
;

满足的一个关系式
:

K
: : K

, ;
~ ( 9 2

一 g
,

)
: ( g一

:

一 g
:

)
.

以 ( 4 6 ) 代人 ( 4 4 ) 式
,

解得

两个跃度近似地相等
,

我们

( 4 6 )
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二 _
。

了
二 E w 针

_ g :

一 乳 _
_ _

J l l — ` l

—
l

—
—

—
二二 尸二

刁

了二 ,

\ 1 + , / [戈豹一 g
。

)
`
I

:

+ 2 ( 9 2

一 g
,

)又g
:

一 g
, 一 :

) I
:
十 戈g

,

一 g一
t

)
`

I
:
J
“ f

一 一
/ , E W 、备

八 1 1

~
乙 t

—
l

\ 1 十 , /

g
。一 ,

一 g
,

【( 韵 一 g
。

)
, ,

:

+ 2 (肠 一 g
,

) ( g
一

g一
:

) , 2
+ ( g

:

一 g一
:

)
, , 3

]
’ “

’

其中附由 ( 4 , ) 给出
.

八
、

关于对称情形的一点注解

如果区域及边界条件对
`

翔一 1

的 2户
.

- - 一~ - 一

图 3

轴都对称
,

则此时仅存在 K
:

值
,

利用对称性可仅考虑上半平面
.

在上半平面取组合单元体
,

它的第一层如图 3所示
.

设此组合单元体除
x
轴以外的边界共有 m 一 1 个直 线

段
,

则对位于负
x
轴的第 m 个顶点应该加边界条件

。
一

。
.

取位移向量 入 ~ (川妇
,

讨习
,

…
, u
汉

: , 。

梁
, , 。梦’

)
了 ,

灸一 0
,

1
,

2 ,

…
,

它是一个
,
维向量

,

此时

尤 ~ 2加 一 1
.

前几节的推理几乎可以完全不变地 用 于现在 的情

2 形
,

所不同的一点是
:
矩阵 x 只有一个特征值 又一 1

,

它

匕 的特征向量是 ( 1
,

0 ,
1

,

0
,

…
, 1 )

T ,

这是因为边界条件

限制了沿 y 方向的平移
.

在计算应力强度因子的公式中
,

由于 lK
l
~ 0 ,

所以

只要计算 I
:

就够了
,

而应力强度因子的计算公式为
:

, 石牙 1告

( 1 +
,

) I

,̀

一一
K

其中 不V 一 扩 K
二

: 一 (
a Zg ` , ,

)
T
五

二

(
a Zg ( , ,

)
.

它表示了上半平面以及与之对称的下半平面上的组合单元体上的总应变能
.

九
、

计算步骤与举例

对于平面上的有裂纹的弹性体
,

我们把它分割成若干个二角形单元
,

而每个裂纹尖端包含

在一个组合单元体中
.

对于每个组合单元体
,

计算矩阵 才
,

0K 与 K
,

这只要在一层 中计算三

角形单元的刚度矩阵即可得到 (计算公式可参看文献 〔6」)
.

作出矩阵 Q或 p
,

并且求出它的特征值以及若当链
.

根据计算实践
,

我们发现矩阵 x 所有

的初等因子都是一次
,

因此只要求出 Q或 尸的特征值和特征向量就够了
,

我们采用了 Q R 方法
.

利用 ( 3 9 ) 式求出矩阵 X ,

再用 ( 1 3 ) 式得到组合刚度矩阵 K
二 .

将 K
,

和其他三角形单元

的刚度矩阵构成总刚度矩阵
,

然后在给定外力和位移的条件下
,

解此代数方程组
,

得到各点的

位移
,

再用第七节中的公式求出应力强度因子
.

定理 3 保证了通常有限元方法中使用的代数

解法在这里都适用
,

并且还可以利用 K
二

的对称性检验计算结果的正确性和精确度
.

按以上步骤
,

在 6 9 12 型电子计算机上编制了语言程序
,

并作了计算
.

现举一例
.

考虑矩形三点弯曲试样
,

其长度为
; ,

宽度为 牙
,

在长度
,
/ 2处有一边缘裂纹长为

。 ,

厚

度 B ~ 1
,

计算应力强度因子 凡 (图 4 )
.
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卜一一

一
我们取作用力 P

图

= 2
,

///// 丫丫
///// ///
///// ///

两两两两两两两两两两两两两方方方方方方方方方方方方方{{{{{{{
、、 ///////

///////////////

厂厂厂厂厂
z / ///////

岭岭岭岭岭 产产产产

门曰é
|叫
.

召ì,

;
一 8

,

沐 一 2
, 。
一 1 , , 一 .03

,

这时弯矩 M 一 生 p ,
一 4

.

由于
4

对称性
,

只要计算一半就够了
,

实际参与计算的节点只取了 16 个
,

如图 5 所示
,

图上双线内部

表示组合单元体
,

比例常数取 杏~ 0
.

8弓,

在组合单元体内部
,

我们只画了一层三角形单元
.

对组合单元体
,

我们算出 x 的特征值为
:

又~ 1
.

0 0 0 0 0 , 0
.

9 1 8 9 8
,

0
.

8 5 0 0 0 ,

…
相应的准确值是 ; 一 1 ; : 一 了砚百歹* .0 9 2 19 , (近似值相对误差 .0 3多 ) ; 、 一 0

.

85
.

计算结

果证实了第七节中的论断
.

由 ( 1 3 ) 式得到组合刚度矩阵
,

它在六位有效数字范围内是对称

的
,

由此可见
,

整个计算 K
:

的过程是可靠的
,

并且有足够的准确度
.

计算得应力强度因子 K ,

~ 1 4
.

7 0 3
,

对应的无量纲值为 :

丛型些 _ 2 0
.

3 9 7

M

在文献 【9 ]中
,

给出了用边界配 位法计算同一问题所得的结果
:

K I B 体
3左

M
~ 1 0

.

6 2

两者符合得很好
,

仅相差 2
.

1多
,

一

因此互相都得到了验证
.

这一事实
,

说明用我们的方法计算

应力强度因子
,

可以达到减少节点数 目和提高精确度的目的
.
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