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光学共振腔稳定性的普遍条件

谈 镐 生 朱 如 曾
( 中国科学院力学研究所)

摘 要

x
方向和 , 方向有祸合的光学共振腔的稳定性问题是激光的理论 问题之一 本

文对此进行 了分析研究
,

得到了光腔稳定性的充分必要条件
,

制
·

出了稳定性图
.

以往
x
方向和 y 方向可以分别考虑的情况是本文的特例

.

当光学共振腔是轴对称情况时
,

光腔的光线往返矩阵是两个相同的二阶矩阵的直接和
.

问

题可以归结为一个二阶矩阵系统对光线的作用
.

oB yd 和 K og el in kll , 以及后来其他研究者
,

甩

不同方法得到这类光腔的稳定条件为
:

IT
r

D 2

1 < 2
,

丁
:

表示求矩阵的迹
, D Z

表示二阶光线往返矩阵
.

这一条件我们
〔幻进一步修正为

:

! rT D Z

】< 2 或 D
Z

一 士 1
.

( l)

当光腔不是轴对称情况
,

但光线往返矩阵是
x
方向和 y 方向的往返矩阵的直接和时

,

光腔的稳

定条件就是
x
方向和 y 方向稳定条件之和

.

关于非稳定腔
,

几何光学理论应用得很有成效 31[
,

近来对非稳定腔进行了严格的几何光学分析 4[]
.

其中
,

首先引进
“
光束变换矩阵

”
的新概念

,

导

得了准模和已知的稳定的模 ; 同时在几何光学框架里
,

实现了对 iS e gm an 假定 5[J 的证明
.

文

献 [6 ]还讨论了非稳定腔模的二维稳定性问题
.

但是
,

在许多实际情况中
,

光腔的
x 和 夕方向存在藕合

.

此时
,

光腔的光线往返矩阵不是

两个二阶矩阵的直接和
.

例如
,

当腔镜不是轴对称
,

而且介质的自聚焦作用又有象散效 应

时 〔,
,

8] ,

腔的光线往返矩阵就不是两个二阶矩阵的直接和
.

直角棱镜象散腔 9[] 就是其中一例
.

近

年来
,

人们开始研究用四阶矩阵所表示的光腔
.

方洪烈
〔l0j 对可分离为两个二阶矩阵直接和的

光腔给出了正则描述
.

他在文献 [ 91 中就特殊取向情况讨论了直角棱镜象散腔
.

王之江和方

洪烈 〔刃
就直接可分离或将坐标轴旋转后可分离为两个二阶矩阵直接和的光腔

,

总结了其中的

光束类型
.

总之
, x
方向和 y 方向有藕合的情况已受到越来越多的重视

.

这种腔的稳定性间

题尚未有严格而完善的解决
.

本文 目的在于对四阶矩阵所表示的光腔的稳定性问题作出完整

的解决
,

其中包括可分离和不可分离为二阶矩阵直接和的情况
.

特别是
,

将包括对稳定区边界

上各点的细致而严格的结论
.

需要指出
,

稳定区边界上的点具有极为重要的实际意义
.

而对

以往人们所讨论的轴对称光腔恰恰落在本文所给出的稳定区的边界上
. 几

本文 1 9 79 年 7月 26 日收到
.



国 科 学 198 1年

一
、

用特征值所表示的稳定性充分必要条件

光腔中光线第
n

次往返后的参数
,

与起始参数之间的关系是

( 2 )

一............J
x0氏y0扬

r...........L

少ē

l .......esesesesJ

礼氏儿饥
r....esesesesesesL

其中 D 是 4 x 4 阶矩阵
,

称为光腔的光线往返矩阵
.

D 的元都是实数
.

为了进行严格而完整的

讨论
,

必须把光腔稳定性的物理内容
,

用严格的数学定义表示 出来
.

定义 光腔称为稳定的
,

如果对任意给定的正数
。 ,

存在正数 舀 ,

使得当

l
x 。】

.

< a ,

1日
。
! < 占 ,

1夕
。
} < 舀 和 1小

。】< 占

时
,

对任意 , 正整数都成立
,

l
x 。

! < 。 ,

1白
。

1 < s ,

1夕
。

】< 8 和 】价
。

1 < 。 .

不满足这一
“

稳定性定义
” 的光腔称为

“
非稳定腔

” .

这一定义保证在四维初条件空间 x(
。 , 日。 , y。

,

饥 ) 中的原点周围存在一个四维区域 A ,

当

光线的起始条件落在 A 中时
,

它将永远不逸出腔外
.

所以光腔的光轴附近就能维持
“
大量

”
的

光线
,

从而从物理上符合光腔稳定的要求
.

这里
,

我们把物理上的
“
大量

”
与数学上 A

`

的
“
四维

,,

性质相对应
.

反之
,

容易证明
,

当违反了
“

稳定性定义
”

时
,

便没有
“
大量

”
光线能维持在光轴附

近
.

由此定义可证
:

判据 !
.

光腔稳定的充分必要条件是 D ”

的矩阵元有界
.

证明可见附录一 以后我们称 D ”

的矩阵元有界的系统为
“

矩阵有界
”
的系统

.

判据 .2 设光腔的光线往返矩阵 D 的特征根为 又1 , 又2 ,

肠
, 又, ,

若它们满足如下条件之一
,

则光腔是稳定的
,

否则不稳定 :

( 1 ) 1又
,
1 < 1 ,

i ~ 1 , 2 , 3 , 4
.

( 2) 虽然有些特征根的模等于 1 ,

但不是多重根
,

而其余特征根的模小于 1
.

( 3 ) 虽然有些特征根 凡;

的模等于 1
,

而且又有重数 群* ,

但对于这些特征根
,

特征矩阵的秩

等于 ( 4 一 脚 ) ; 而其余特征根具有 ( 2 ) 的性质
.

证
.

由代数学的定理可知
,

对任意矩阵 D ,

必存在复数域上满秩矩阵 V ,

将 D 化为 oJ r d a 。

型 :

H 浦 v 一
DI v 一 H ` 牛H ` 丰… + H标

,

(。 成 4 ) ( 3 )

其中每一子块 H ,`都是 oJ r d an 块
,

友, 是阶数
.

于是

护 一 脚产峨
:

+ … + 峨
,

.

(劝

先证条件的充分性
:

l( ) 所有特征根的模小于 1 ,

由 ( 3 )式和附录二 中引理 1 可知 H
”

有界
.

又因

D
”

~ V H
”
V一 1 ,

-

所以 D
”

有界
.

根据判据 1 ,

光腔稳定
.

( 2 ) 由附录二引理 1 的 ( l) 和 ( 3 ) 可知 H
”

有界
.

所以 D
”

有界
,

故光腔稳定
.

( 3 ) 对于重数为 产;

>
,

l 的特征根 、 : ,

因为特征矩阵的秩为 ( 斗一 脚 )
,

故相应的本征向
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量构成内 维子空间
,

所以相应的 oJ r d an 块是 1 x l 阶的
.

又因 1又
;

1~ 1 ,

故 oJ r d an 块的 n

次方有界
.

其余特征根具有 ( 2 ) 的性质
,

所以对应的 oJ
r da n

块的
,
次方也有界

,

故 H
”

有界
.

所 以 D
”

有界
,

故光腔稳定
.

下面证明必要性
:

假定光腔稳定
,

由判据 l , D
”

有界
,

故 H
”

有界
,

即 ( 4 ) 式右边各项均有界
.

再由附录二

引理 1 可知
,

H , ,

仅有两种可能性
:

(
a
) 1又 ! < 1 ; ( b ) 1兄】~ l ,

但 左;
~ 1

.

若 (约 确实出现
,

则模为 1 的特征根所对应的 oJ r dan 块都是 1 x l 阶的
.

所以这些特征

根要么是单重根
,

要么对于这些特征根 ( 又力
,

特征矩阵的秩等于 ( N 一 脚 )
,

而 产;

是 又* 的重

数
,

故 D 必满足本判据所提条件中的 ( 2 ) 或 ( 3 )
.

若 (劝 不出现
,

即所有 oJ
r
da

n
块全是情况 ( a)

,

则定理 中的 ( l) 得到满足
.

判据证毕
.

判据 2 使我们能根据光线往返矩阵的特征值来判断光腔稳定与否
.

但是当特征值是重根

时
,

需计算相应的特征矩阵的秩
.

这较麻烦
.

下面的判据 3 给我们一个等价的
,

然而是方便的

方法来处理这后一情况
.

判据 .3 上述判据 2 的条件 ( 3 ) 等价于

f (D )

n ( D 一 * : z )
。 一`

~ 0 , ( 5 )

其中 f (又) 是 D 的特征多项式
, 才表示不同的模为 1 的多重特征根的种数

.

证
.

条件 ( 3 ) 表示
,

与模为 1 的多重特征根 又; 对应的 oJ
r dan 块是 1只 l 阶的

.

其充分

必要条件是 D 的最小多项式一定能除尽

f( : )

/ n ( D 一 “ I )
“ `一` ·

而这又等价于 ( 5 )式
.

证毕
.

我们给出的判据 2 和判据 3 的最大优点是
,

它们是充分必要的
,

因而构成一套完整的判别

法则
.

在其他有些稳定性理论中
,

当出现特征值的简并情况时
,

即所谓
“

临界情况
” ,

往往不能

进行彻底的判断
,

因而常常只能给出充分条件
.

可是
,

在光腔情况下
, “
临界情况

”
特别重要

.

下

面可以看到
,

以往人们考虑的轴对称光腔
,

全都属于 ,’1高界情况
” ,

因为其特征根至少是二重

的
.

运用以上法则
,

需先求出特征根
,

很不方便
.

我们将给出用矩阵元表示的稳定的充分必要

条件
,

从而可以消除这些麻烦
.

二
、

用矩阵元表示光腔的稳定性充分必要条件

光腔的光线往返矩阵 D 的特征方程为
:

f ( ; ) ~ 护 十 。护 + b护 +
` 、 十 d ~ .0 ( 6 )

我们在附录三中根据光路的可逆性
,

证明了 ( 6 ) 式是倒数方程
,

即特征根必由互成倒数的数对

构成
.

所以
: 。

一 。 ·
d ~ l

二
_

( 7 )

判据 4
.

光腔稳定的充分必要条件是满足如下六个条件之一
:
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r;、 生 + 2 >西 > 2 1
a

l一 2
、 一

/ 4

( 111)

( i v

)

一 4 <` < o
, b ~ 一 2 (

a + 1 )
,

D 3
+ (

a + 1)刀
2

一 (
a
+ 1 ) D 一 1 ~ o

o < 口 < 4 , b ~ 2 (
a 一 1 )

,

护 十 (
口 一 l) D ,

十 。 一 l )D + 1 ~ .0

f
、

t、
1
/.

月 .儿
:
胜ùZ̀、

,

D Z

~ 1
.

兰 十 2,

斗

(
v

)

( vi ) D 一 士 I (此时必有
口 一 干 4

,

b 一 6 )
.

其中 I 为 斗 火 4 单位矩阵

( 8 )

( 9 )

( 10 )

( 1 1 )

( 1 2 )

( 1 3 )

“
- 一乙D

,

(抖 )

b 一 D 的所有二阶主子式之和
,

( 巧 )

一
`
一 D 的所有三阶主子式之和

.

证
.

现在我们把使得光腔稳定
,

也就是使得 D 的特征方程之根满足判据 2 和判据 3 的 `

和 b 的取值范围寻找出来
,

就构成了稳定区
,

此区域之外便是非稳定区
.

因为特征方程

了(又) ~ 几4
+ a 又3

+ b几2 + a 又 + 1 一 O ( 1 6 )

的常数项为 1 ,

所以特征根的模要么全为 1 ,

要么必有大于 1的
.

按判据 2 ,

后一情况光腔不稳

定
,

故只需考虑特征根的模全为 1 的情况
. `

由于方程 ( 1 6 ) 是实系数的
,

故复数根成对出现
.

又 由于常数项为 + l ,

故实数根 十 1成

对出现
,

一 l 也成对出现
.

所以四个根可表示为
:

又1 一
e `口, , 又2

~
e 一` 0 1 , 几3

一
e `口, , ` 4

一
。 一 `口 2 ,

( 1 7 )

其中 8 1
和 8 :

为实数
.

把 ( 17 ) 式代人 ( 1 6 ) 式得到

a 一 一 2 (
e o s a l + e o s 日2

)
,

( 15 )

b ~ 2 + 斗C o s o , C o s e 2
.

( 19 )

。
1

。
/

,

c o s 口 l

一 — 上一召 日卜 丫 a -

一 兮夕 日~ 万 J

。
1

二
/不

一一一二兀一叮一 t户
,

c o s 口2

一 一 L一 a 一 V a -

一 什 b 十 乙 J
。

( 2 0 )

分析 铭0) 式得到
,

本判据中的条件 l( )一 ( 6 ) 分别对应着以下情况
:

( l) 有 4 个模全为 1 的互不相等的特征根
.

( 2 ) 有 2 个不相等的模为 1 的根
,

还有一个二重根 又 一 l ,

但此时又有 (j D ) (/ D 一 l) 一 0
.

( 3 ) 有 2 个不相等的模为 1的根
,

还有一个二重根 又 ~ 一 1 ,

但同时又有 j( D ) (/ D 十 z )

目O所ē



第 乡 期 谈镐生等 : 光学共振腔稳定性的普遍条件

( 斗) 有 2 个不同的二重根又一 士 1 ,

但同时又有 f( D ) (/ D + I ) ( D 一 z ) ~ 0
.

( 5 ) 有 2 个不同的二重根几一
。 士` a ,

(已铸 。
, ,

) 但同时又有 f ( D ) / ( D 一
e `口I ) ( D一

e 一`口I )

~ 0
.

( 6 ) 有一个四重根 又 ~ 士 1 ,

但同时又有 f( D ) (/ D 干 I )3 一 0
.

按判据 2 和判据 3
,

以上六种情况全是稳定的
.

不满足以上六种情况之一的
a 和

、

b ,

将使

8 1和 日2

无实数解
,

故必是不稳定的
.

图 1 稳定性图

(根据定理 斗作出
.

阴影区是稳定的 ;边界上的点须加上方括号内指定的条件

才是稳定 的
,

否 则不稳定 ;其余部分是不稳定的 )

稳定性图示于图 1
.

图中阴影区是稳定的
,

而边界上的点则须附上相应的条件 (此条件写

在方括号内)才是稳定的
,

其余部分是不稳定的
. -

至此
,

我们已用特征方程的系数
a

和 b 来表示光腔的稳定性的充分必要条件
.

而
a

和 b

又通过 ( 1 4 )和 ( 1 5) 式与矩阵 D 的元直接联系起来
,

也就是用 D 的元来表示了光腔稳定的充分

必要条件
,

所以
,

只要已知光腔的光线往返矩阵
,

就可以求出
a

和 b ,

立即可以从稳定性图上查

出该光腔是否是稳定的
.

因此
,

用四阶矩阵表示的光腔的稳定性问题
,

从原则上是彻底解决了
,

乘U下来的就是对具体的光腔去应用本文的结果
.

三
、

轴对称光腔及可分离的光腔

当光腔是轴对称情况时
,

光腔的光线往返矩阵 D 可表示为

D = D Z

平D Z ,

并且
〔1 , ,

1刀
2

} 一 1 ,

其中 D Z

是二阶矩阵
.

这种系统的稳定性条件 已为人们所熟知
t Z]

.

但为了纳人本文的理论系

统
,

现在用本文的判据来导出
,

同时观察一下它的稳定区在一般的稳定性图中的位置
.
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推论 1
.

对光线往返矩阵为
:

刀 ~ 刀 2

平刀
2

( 2 1 )

的光腔
,

如果 ID
2

1~ l ,

则稳定的充分必要条件是

! T
:

D :

J < 2 或 D
Z

~ 士 1
.

( 2 2 )

证
.

因为 D ~ D Z

千D Z ,

所以特征根必是偶数重的
.

故稳定的情况只可能在判据 斗 的 (勺
,

(力和 ( 6 )三种情况中出现
.

在 ( 4 )的情况下
, D Z

的特征根必为 十 1 和 一 1 ,

所以 ID
2

} ~ 一 1 ,

但这和条件 {D
:

! ~ 1矛盾
,

故被排除
.

而 (分 即为

}了
,

D 2

1 < 2 ,

( 6) 即为

D
Z

~ 士 .I

证毕
.

这里
,

我们要指出
,

( 2 2 ) 式完全落在本文稳定区的边界线 (5 ) 和 ( 6 )上
.

可见稳定区的边

界对应着十分重要的实际情况
.

对于虽然不是轴对称的
,

但 x
和 y 方向仍可分别考虑的情况

,

有

D ~ D l
平D

Z ,

这里 D
l

和 D
Z

都是二阶矩阵
,

并且

】D :
1~ }D

Z

】一 1
.

此时
,

显然
,

稳定的充分必要条件是同时满足

】T
,

D l

! < 2 (或 D
l

一 士 I )

和 !了
r

刀 2

1 < 2 (或 D ,

一 士 1
.

)

附录一 判据 1 的证明

判据 1
.

光腔稳定的充分必要条件是 沙 的矩阵元有界
.

证
.

为了方便
,

我们引进如下符号 :

` , ,

= x , , , n ,

= e
二 , ` , ,

~ ,二 , x 二 ;

= 户
" ,

x 。 :

= 二。 , , 。 2

一 口
。 , 二。 3

二 夕。 , x 。 ;

= 中
。 .

D
月

的矩阵元记为 d
, ; ,

( i
, i 二 1 , 2 , 3 , 斗)

,

则 ( 2 ) 式可以改写为 :

、 , 一 艺
d
二` , x 。 , (` 一 l , 2 , 3 , ; )

.

( 1
.

1 )

先证充分性 :

设】d
, , ,

t < K
,

对任意给定的正数

K > O

“ ,

我们取 “ 一

命
·
则当

~ 8

{ x 。 ; { < d ~ -
. , 二 二-

4 式

时
,

由 ( 1
.

1) 式得

卜
, 滋

} ( 、 艺 l
x 。 , I < 4 K占 一 e ,

故满足了
“
稳定性定义 ,’.

再证必要性 :

设光腔稳定
.

我们预先指定一个正数
。 .

根据
“
稳定性定义 ” ,

可以找到另一个正数 ` ,

它具备如下性质:
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只要

}
, 。 `

} < 古 ( i = 1 , 2 , 3 , ;
)

,

( 1
.

2 )

就有
,

对任意
。

}
x n￡

} < “ ( i = 1 , 2 , 3 , 4 )
.

( 1
.

3 )

现在取满足 ( 1
.

2 ) 式的 x0 *
如下 :

nà

一一X一一
牛

一一
X

,

占一2
一一

X

代入 ( 1
.

1) 式得

一 I客一
占

= — }a 月苗1

Z
( 1

.

斗)

把 ( 1
.

劝式代入 ( 1
.

3 ) 式得

}d
, ` ,

l < 2 5

/占
.

同样可证

}d
, ; :

} < 2。 /占
,

ld
, ` 3

1< Z e

/占
,

1d
n应 4

1< 2 “
/
占

.

即

Id
: 、 , ! < 2“ /占

,

( i
,
声~ 1 , 2 , 3 , 4 )

.

所以 2 。
/占就是 刀

”

的矩阵元的界
.

证毕
.

附 录 二

引理 1
.

设 左阶 Jo d an 块价 的特征根为 几,
则当

。
取一切自然数时

,

暇 的矩阵元的情况可分为以下

四类 :

( O 若 }久1< 1 ,

则矩阵元有界
,

( 2 ) 若 }引 > 1 ,

则矩阵元无界
,

( 3 ) 若 {引 ~ 1 ,

而且 左 ~ 1 ,

则矩阵元有界
,

(砂 若 }川 ~ l ,

而且 掩> l ,

则矩阵元无界
。

证
.

用数学归纳法可以证明

( 2
.

1)

1..

ee
.

.esesJ

招

.

又

咪护

以妙
一 ’

几
” .

C众
一 ’
几

” 一 k+ , c鑫
一 ,
几

”一左+ 2

ree
.

es
..

ee
`L

一一
月走H

其中

当 二 ( 。

( 2
.

2 )

当 , > 二 ,

式中 , 一 。 , 1 , 2 , … , 左一 1
.

在 ( 2
.

1) 式中令
n

一 co
,

并利用 ( .2 2 ) 式便能得到所需证明的四点情况
.

附 录 三

判据 光腔的光线往返矩阵的特征方程是倒数方程
.

证
·

光腔中总存在反射面
.

任取一个反射面 A ,

如图 2 所示
.

其反射矩阵记为 R ,
.

将光线往返矩阵写

M 二 R滩 G
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(3
.

1)
!

.

.

1
叮J 八氏儿叭

r

e s
e s

... L

一一

飞.
`

lee
J ee ss气氏 y l叭

r卫

e se s
L

G
AR

甲 1
)

(
丫 :, e . ,

y : ,甲、
)

(介
, 0 2 ,
儿

,
甲:

)
x Z ,口2 , y z , 甲2 )

图 2 图 3

现在
,

我们把 (
x : , ` 2 , y : , 叨

2

) 反向
,
如图 3 所示

.

由光线的符号法则
,

其符号仍是 〔
二 2 , 0

2 , y Z , 卯
2

)
.

由光路可

逆得

( 3
.

2 )

飞.......l..Jxlolyl叭
..esesesesres
..L

一一

飞.....J .....孔氏儿叭
res

几

esee
..L

ARG

由 ( 3一 ) 和 ( 3
.

2 ) 式得

材 = (天
, G ) = ( G R ,

)
一 , ,

所以

G 一
1

= R AM ,

` 一
,
天万

,

= R AM R牙

即

M一 ,

一 天注M R又
’ .

所以 M 和 M一 ’

的特征方程相同
,

故为倒数方程
,
即其根由互成倒数的数对组成

。

本文 曾与周光地教授进行过有益讨论
,

谨 此致谢
.
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