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摘要 两字母代换序列的复杂度的计算对于等长代换已经解决,然而非等长代换的复杂度计算要复杂

得多, 此前并没有完全解决. 本文讨论一般的可不等长的两字母代换, 通过研究几种类型的特殊词, 证

明只需计算出一些初始值, 复杂度可用相应特征多项式的递归公式完全表示出来.

关键词 代换 特殊词 复杂度

MSC (2010) 主题分类 68R99, 20M35

1 引言

有限字符集上的代换的研究在有限自动机、符号动力系统、形式语言、数论和分形几何等领域有

重要意义. 它在准晶理论、复杂度计算和信息学等领域 (参见文献 [1–5] 及其参考文献) 有重要应用.

此外, 它也是组合群论的基本研究对象之一 (参见文献 [6, 7]).

考虑在有限字符集 A 上的一个无穷序列 ξ = ξ1ξ2ξ3 · · · (ξi ∈ A), 我们用 Ln(ξ) 表示 ξ 的长

为 n (n > 1) 的因子的集合 {ξi · · · ξi+n−1 | i > 1}, 约定 L0(ξ) 表示由空词 ε 所构成的单点集. 集

L(ξ) =
∪

n>0 Ln(ξ)称为 ξ 的语言, 函数 pξ(n) := #Ln(ξ)称为 ξ 的复杂度,其中 #表示一个有限集的

元素个数.

设 A∗ 是由 A 生成的自由模 (以 ε 作为幺元). 一个从 A∗ 到 A∗ 的同态 σ 称为一个代换. 不妨只

考虑非消除代换 (A 中任何字母的像都是非空词), 该代换可自然延拓到 A 上的无限序列 AN. ξ ∈ AN

称为 σ 的不动点, 若 σ(ξ) = ξ. 以 ξσ 表示 σ 的任何一个不动点 (若存在).

ξσ 的复杂度 (亦称 σ 的复杂度) 的研究有悠久的历史. 一般情形下, 对于给定的代换 σ 很难给出

pξ(n) 的显式表达, 只能在相关文献中找到某些特殊代换的公式研究. 我们列举一些如下:

(1) 对某正整数 n, pξ(n) 6 n 当且仅当 ξ 是最终周期的, 此时其复杂度是有界的 (参见文献 [8]);
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(2) 一序列 ξ 的复杂度若满足 pξ(n) = n+ 1, 则称该序列为 Sturm 序列, 对 Sturm 序列有大量研

究 (参见文献 [4, 9, 10]);

(3) Rote [11] 利用图法构建了一类序列, 其复杂度为 2n;

(4) Mossé [12] 研究了 q- 自动机的情形 (对应于等长代换), 在一些技术性条件下给出了计算 p(n)

的一个线性递归公式;

(5) 在三元字母表上, Arnoux 和 Rauzy [13] 引入了一类复杂度为 2n + 1 的 Tribonacci 型的代换,

Tan 等 [14] 引入了另一类复杂度为 3n 的代换 (Triplex 代换);

(6)对于某代换的不动点,其复杂度能且只能有 5种不同的渐近形式: Θ(1)、Θ(n)、Θ(n log logn)、

Θ(n logn) 或 Θ(n2), 其中 Θ(g(n)) 表示满足 0 < lim inf f(n)
g(n) 6 lim sup f(n)

g(n) < ∞ 的函数 f(n) (参见文

献 [15]);

(7) 关于多于二元的字母表的词因子的复杂度, 其一般理论综述和计算可参见文献 [16, 17].

本文考虑一般的二元字母表上的代换 σ. 应用 Mossé 的可识别理论 [12] 和研究各种类型的特殊

词 [16, 18], 我们将证明复杂度 p(n) 能被完整刻画 (当知道一些初始值), 并给出一个可用于计算的递推

公式.

2 记号与预备引理

记 A = {a, b} 为由 a 和 b 构成的字母表. 用 A∗ 表示由 A 生成的自由模 (空词 ε 作为幺元), 用

AN 表示 A 上的所有无限序列 (亦称无限词) 构成的集合.

若 w ∈ A∗, |w|表示其长度, |w|a (或 |w|b)表示字母 a (或 b)在 w中出现的次数. w的 Abel Parikh

向量表示为列向量 L(w) = (|w|a, |w|b)T ∈ N2.

称词 v 是词 w 的因子 (记为 v ∈ w), 若存在 u, u′ ∈ A∗, 使得 w = uvu′. 我们将使用非常方便的记

号 “~” 来统一代表某些 (不需要知道其具体字母构成的) 不同的词. 例如, v 是词 w 的因子当且仅当

w = ~v~. 称 v 是 w 的前缀 (或后缀), 若 w = v~ (或 w = ~v), 我们写作 v ▹ w (或 v ◃ w). 两个词 v

和 w 称为可比的, 记作 v ◃▹ w, 若 v ◃ w 或 w ◃ v. 因子和前缀的概念自然能推广到无限词的情形.

我们将使用下述方便的记号: A∗v := {xv | x ∈ A∗}, A∗vA∗ := {xvy | x, y ∈ A∗}. 例如, w ∈ A∗vA∗

表示 v ∈ w; w ∈ vA∗ 表示 v � w.

当 ξ = w1 · · ·wm · · · ∈ A∗ ∪ AN (wi ∈ A), 我们也写作 ξ |1 = w1, . . . , ξ |m = wm, . . . , 以及 ξ[i, j]

= wiwi+1 · · ·wj (i 6 j).

如上所述, A 上的代换 σ 是 A∗ 上的一个同态, 矩阵 M = (L(σ(a)), L(σ(b))) 称为 σ 的代换矩阵.

M 的特征多项式 λ2 − tr(M)λ+ det(M) 亦称为 σ 的特征多项式.

若 σ(a) 和 σ(b) 有不同的首字母, 称 σ 是 “有标记的”. 若进一步 σ(a) = a~ 且 σ(b) = b~, 则称 σ

是 “好标记的”.

本文假设 σ 的不动点 ξ 不是最终周期的, 因为最终周期的情形已由 Séébold [19] 完全解决. 特别

地, 当 {σ(a), σ(b)} 是一个编码, σ 对应于一个内自同态 (参见文献 [4]). 此外, 若 ξσ 不是最终周期的,

由 Fine-Wilf 定理 [20] 可知, 在 σ 的共轭类里, 必有一个是有标记的 (且有相同的语言和复杂度). 又容

易看出, 当 σ 是有标记的, 则 σ 和 σ2 至少其一是好标记的, 相应的不动点、复杂度等是一致的. 因此,

不失一般性, 假设 σ 是好标记的.

称代换 σ 是本原的, 若其代换矩阵 M 是本原的 (对充分大的 n, Mn 的所有分量是正的). 这里指
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出, 若 σ 是好标记的但不是本原的, 则 σ(a) = an, σ(b) = b~ (或 σ(a) = a~, σ(b) = bn), 此时 a∞ (或

b∞) 是其不动点, 另一不动点的语言相对而言并不复杂. 本文只讨论本原代换的情形.

显然, 好标记的本原代换拥有不动点 σ∞(a) 和 σ∞(b). 下面列举几个本原代换 σ 的熟知性质:

(1) σ 的不动点是常返的, 即它的每个因子会出现无限次, 所有 σ 的不动点具有相同的语言;

(2) 代换 σ 与其幂 σn (n > 1) 有相同的不动点, 因此有相同语言;

(3) 若某代换是一个 (相应自由群的) 内自同构与另一代换的复合, 则此二代换有相同语言.

“特殊词” 的概念是计算复杂度的有力工具 (参见文献 [4, 5, 16,18,21]).

设 W 是 ξ 的一个因子. 若 δ ∈ A使得 Wδ 是 ξ 因子, 则称 Wδ 是 W 的一个右延拓. 一个词称为

是 ξ 的右特殊词 (简称特殊词), 若它满足 Wa ∈ ξ 和 Wb ∈ ξ. 类似地, 定义 “左延拓” 和 “左特殊词”.

容易看出, 特殊 (或左特殊) 词的后缀 (或前缀) 亦是特殊词 (或左特殊词).

用 Sn (或 LSn) 表示 ξ 的长度为 n 的特殊词 (或左特殊词) 的集合. 令 S =
∪

n>0 Sn (或 LS
=

∪
LSn). 容易看出

s(n) := #Sn = #LSn = ∆p(n+ 1) (:= p(n+ 1)− p(n)).

因此, p(n) 的研究等价于 s(n) 的研究.

综上所述, 本文 (不失一般性地) 假设 σ 是非最终周期、本原、好标记的代换.

2.1 词 W0W0W0 及字母 δaδaδa 和 δbδbδb

令 A = σ(a), B = σ(b), {A,B}∗ 表示由词 A 和 B 进行有限次连接而生成的词的集合. 如同以前

的方便记号,记 {A,B}∗A := {V A | V ∈ {A,B}∗}.注意到 σ 是非周期的,因此, {A,B}是一个编码,且

{A,B}∗ 是 {A,B}∗A 与 {A,B}∗B 的不交并.

由于 σ 是非周期的, 其左无限词 A∞ (= · · ·AA · · ·A) 与 B∞ 是不同的. 我们以 W0 表示 A∞ 和

B∞ 的最长公共后缀 (参见文献 [22]). 需要强调的是 W0 可以是空词.

下述引理是 Fine-Wilf 定理 [20] 的直接推论:

引理 2.1 |W0| 6 |A|+ |B| − 2.

由 W0 的定义知, 对某满足 {δa, δb} = {a, b} 的 δa, δb ∈ {a, b}, 有

A∞ = ~δaW0 且 B∞ = ~δbW0. (2.1)

(2.1) 说明存在 m > 0 和 A′ ◃ A (|A′| < |A|) 使得

W0 = A′Am 且 δaA
′ ◃ A. (2.2)

类似地, W0 = B′Bk 且 δbB
′ ◃ B.

下述引理本质上来自文献 [22].

引理 2.2 (1) 若 W ∈ {A,B}∗, 则 W0 ◃▹ W . 进一步有,

(2)若 W ∈ {A,B}∗A (或 {A,B}∗B)且 |W | > |W0|, 则 δaW0 ◃W (或 δbW0 ◃W ), 其中 δa 和 δb 如

同在 (2.1) 定义.

(3) 设 W ∈ {A,B}∗. 若 δaW0 ◃ W (或 δbW0 ◃ W ), 则 W ∈ {A,B}∗A (或 {A,B}∗B).

简言之, 任何 {A,B}∗ 的词是与 W0 可比较的. 这些词中, {A,B}∗A 中的词是与 δaW0 可比较的,

{A,B}∗B 是与 δbW0 可比较的.
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证明 若 W = A 或 W = B, 引理结论显然. 现设 W ∈ {A,B}∗ 使得 W0 ◃▹ W , 我们断言

δaW0 ◃▹ WA 和 δbW0 ◃▹ WB. 该二断言的证明类似, 我们只证明第一个. 只需考虑下述两种情形:

情形 1 W0 ◃ W . 此时 W0A ◃ WA, 另一方面, δaW0 ◃ W0A (因为它们均是 A∞ 的后缀). 从而,

δaW0 ◃ WA.

情形 2 W ◃W0. 此时 WA ◃W0A, 同时 W0A 是 A∞ 的后缀, 因此, WA 是 A∞ 的后缀. 因二者

均是 A∞ 的后缀, 所以, WA ◃▹ δaW0.

推论 2.1 设 W ∈ {A,B}∗, 则 W0 ◃W0W , δaW0 ◃W0WA, δbW0 ◃W0WB. 特别地, δaW0 ◃W0A,

δbW0 ◃ W0B.

2.2 自然分解与可识别性

设序列 ξ 是 σ 的一个确定的不动点. 记 ξ = ξ1ξ2 · · · . 由于 σ(ξ) = ξ,我们有下述 ξ 的 “自然分解”:

ξ = [ξ1ξ2 · · · ξn2−1][ξn2 · · · ξn3−1] · · · [ξnk
· · · ξnk+1−1][ξnk+1

· · · , (2.3)

其中 ξk ∈ A = {a, b}, σ(ξk) = ξnk
· · · ξnk+1−1 ∈ {A,B} (k > 1), n1 (:= 1), . . . , nk (:= |σ(ξ[1, k− 1])|+1),

. . . 称为 ξ 的 “切位”. 记

E1 = {nk | k > 1}. (2.4)

现考虑 ξ的因子. 令W = ξiξi+1 · · · ξj ∈ ξ,则 (对照 (2.3))存在某些整数 k和 l使得 (nk−1 < i 6 nk

6 nl 6 nl+1 − 1 6 j < nl+2), 而且

W = ξi · · · ξnk−1][ξnk
· · · ξnk+1−1] · · · [ξnl

· · · ξnl+1−1][ξnl+1
· · · ξj ,

即观察 W 在 ξ 中的切位, 我们能写出下述 W 的自然分解:

W = Uσ(ξk) · · ·σ(ξl)V = Uσ(W ′)V, (2.5)

其中

U = ξi · · · ξnk−1 ◃ σ(ξk−1), |U | < |σ(ξk−1)|,

σ(ξk) = ξnk
· · · ξnk+1−1,

...

σ(ξl) = ξnl
· · · ξnl+1−1,

V = ξnl+1
· · · ξj ▹ σ(ξl+1), |V | < |σ(ξl+1)|,

W ′ = ξk · · · ξl ∈ ξ.

称 W ′ (或 ξm, k 6 m 6 l) 是 σ(W ′) (或 σ(ξm)) 的祖先, 有时也称 ξk−1ξk · · · ξlξl+1 是 W 的祖先.

我们将 “自然分解” 的意义稍加推广: 若 W = Uσ(W1W
′′W2)V 如 (2.5), 则称 W = U ′σ(W ′′)V ′

是一个 “自然分解” (其中 U ′ = Uσ(W1), V
′ = σ(W2)V ), 并记作 W = U ′[σ(W ′′)]V ′. 等价地, 符号

U ′[σ(W ′′)]V ′ 表示存在 U ′′, V ′′ ∈ A∗ 使得

U ′′W ′′V ′′ ∈ ξ, U ′ ◃ σ(U ′′), 且 V ′ ▹ σ(V ′′). (2.6)

直观上, U ′[σ(W ′′)]V ′ 出现在 ξ 中时, 以 “[ ” 和 “ ]” 标记其自然的切位.

我们称 (2.5) 的分解为 W 的严格自然分解.
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注 2.1 自然分解总能延拓成一个严格自然分解, 一般情形下, 一个因子的自然分解并不是唯一

的; Uσ(W )V ∈ ξ 并不一定意味着可以写成 U [σ(W )]V .

应用可识别理论, 我们有 (回顾 ξ[i, j] = ξi · · · ξj) 下面的引理:

引理 2.3 [12] 存在只与 σ 有关的正整数 C 使得, 若 W ∈ ξ 能表示为 W = ξ[i − C, i + C]

= ξ[j − C, j + C], 其中 i ∈ E1, 则 j ∈ E1.

称 ξ[i− C, i+ C] 和 ξ[j − C, j + C] (分别在位置 i 和 j) 有公共的相对切位.

作为推论, 若 W 足够长, 具体说是 |W | > L, 其中

L = max{2C +max{|A|, |B|}, |A|+ |B| − 1} (> |W0|), (2.7)

该相对切位出现在 ξ 的不同位置: W = ξ[i1, i2] = ξ[j1, j2], 粗略地, ξ[i1, i2] 和 ξ[j1, j2] 的中部位置. 它

们有一个相对公共切位: 对某 N ∈ (|W |/2−max{|A|, |B|}, |W |/2 + max{|A|, |B|}), 有 i1 +N ∈ E1 和

j1 +N ∈ E1.

3 算子 TTT 和 LSLSLS 的结构

定义 T : A∗ → A∗:

T (W ) = W0σ(W ).

注意到 T 并不是 A∗ 上的一个同态. 容易验证 T 是单射且

Tn(W ) = W0σ(W0) · · ·σn−1(W0)σ
n(W ). (3.1)

引理 3.1 若 W ∈ ξ, 则 T (W ) ∈ ξ. 此外, T (W ) = W0[σ(W )].

证明 由 σ 的本原性, 这个确定的序列 ξ 是常返的. 因此, 对任何 n ∈ N, 对某 U ∈ A∗ (|U | = n),

有 UW ∈ ξ. 再由 ξ 的 σ 不变性, 有 σ(U)σ(W ) ∈ ξ. 当 U 的长度 n 足够大, 由引理 2.2 知, W0 ◃ σ(U),

因此, T (W ) = W0[σ(W )] ∈ ξ.

引理 3.2 设 W1,W2 ∈ A∗, 则 T (W1) = T (W2) 当且仅当 W1 = W2; T (W1) ▹ T (W2) 当且仅当

W1 ▹ W2; T (W1) ◃ T (W2) 当且仅当 W1 ◃ W2.

证明 因 σ 是好标记的, 故前两个陈述成立. 最后一个由推论 2.1 即得.

下述引理告诉我们, 若因子 W 出现在有不同自然分解的两个位置, 则除了前缀 W ′
0 ◃ W0, 它们有

一致的相对切位.

引理 3.3 设 W ∈ ξ, |W | > L (L见 (2.7)),并设 W 出现在 ξ 的两个不同位置, W = P1[σ(U1)]Q1

和 W = P2[σ(U2)]Q2—相应的严格自然分解表示.

以 U 表示 U1 和 U2 的最长公共后缀,写作 U1 = U ′
1U , U2 = U ′

2U (这里 U ′
1 或 U ′

2 可以是空词), 则

U 是非空的, 且

P1σ(U1)Q1 = W ′
0[σ(U)]Q = P2σ(U2)Q2, (3.2)

其中 Q = Q1 = Q2, W
′
0 = P1σ(U

′
1) = P2σ(U

′
2) ◃▹ W0. 更细致地, 要么 W ′

0 ◃ W0, 要么 U ′
1 = U ′

2 = ϵ 且对

某 δ ∈ A, 有 W ′
0 ◃ σ(δ).

证明 由引理 2.3知,两个不同的严格自然分解有相同的相对切位. 因此, U1 和 U2 有公共的非空

后缀, 即 U 是非空的; 而且 Q1 = Q2, 从而, P1σ(U
′
1) = P2σ(U

′
2) ◃▹ W0, 其中最后一式源于引理 2.2.
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引理 3.4 (1) 若 W ∈ LS, |W | > L, 则存在唯一 U ∈ A∗, δ ∈ A, Q ▹ σ(δ), Uδ ∈ ξ, |Q| < |σ(δ)|,
使得

aW = aW0[σ(U)]Q 且 bW = bW0[σ(U)]Q.

(2) 若 W ∈ S, |W | > L, 则存在 U ∈ A∗, W ′
0 ∈ A∗, 要么 W ′

0 ◃ W0, 要么 W ′
0 ◃ σ(δ), |W ′

0| < |σ(δ)|
(δ ∈ A), 使得

Wa = W ′
0[σ(U)]a 且 Wb = W ′

0[σ(U)]b.

(3) 若 W ∈ LS ∩ S, |W | > L, 则存在唯一 U ∈ A∗ 使得 W = T (U).

注 3.1 LS ∩ S 中的词 w 称为双特殊词, 参见文献 [18, 21].

证明 (1) 考虑 aW 和 bW 的严格自然分解:

aW = aPa[σ(Ua)]Qa 且 bW = bPb[σ(Ub)]Qb,

U 表示 Ua 和 Ub 的最长的公共后缀, Ua = U ′
aU , Ub = U ′

bU . 则如同前面的证明, U 是非空的, Qa = Qb,

Paσ(U
′
a) = Pbσ(U

′
b). 进一步令 W ′

0 = Paσ(U
′
a), 则有 aW ′

0 ◃ σ(Wa), bW
′
0 ◃ σ(Wb), 其中 Wa,Wb ∈ A∗, 且

Wa 和 Wb 的最后字母是不同的. 这些事实, 连同引理 2.2, 说明了 W ′
0 = W0.

(2) 这部分证明与上面完全类似.

(3) 这是前面两条的推论.

引理 3.5 (1) W0 ∈ LS.
(2) 左特殊词的任一前缀是左特殊词.

(3) 若 W ∈ LS, 则 T (W ) ∈ LS.
(4) 设 W ∈ LS, |W | > L, 则存在唯一 U ∈ ξ, δ ∈ {a, b} 使得 W = W0[σ(U)]Q = T (U)Q ▹ T (W ′)

(见引理 3.4), 其中 W ′ = Uδ. 我们还有 U,W ′ ∈ LS.

证明 (1) 和 (2) 是显然的.

(3) 若 aW ∈ ξ, 则由引理 3.1 知, T (aW ) ∈ ξ. 由 (2.2) 可知, δaT (W ) = δaW0σ(W ) 是 T (aW )

= W0Aσ(W ) 的后缀, 从而, δaT (W ) ∈ ξ. 从这里可以看出 W ∈ LS 会导致 T (W ) ∈ LS.
(4) 由前一引理的证明即可得到.

记 LS =
∪L

i=1 LSi, LSn = {W | W ▹ Tn(W ′),W ′ ∈ LS}. 注意 LSn 是关于 n 单调的. 下述定理是

上述引理的直接推论:

定理 3.1 LS =
∪
LSn = limn→∞ LSn.

注 3.2 上述定理告诉我们, 所有左特殊词 (复杂度是由它们所确定的) 可以通过有限个 LS 中
的左特殊词和算子 T 获取.

4 SSS 的结构和 ∆2p(n)∆2p(n)∆2p(n) 的计算

一旦知道了初始特殊词, p(n) 的计算被转化成 ∆s(n+ 1) = #Sn+1 −#Sn 的计算. 注意到任何特

殊词的后缀仍是特殊词, 因此, 若 W ∈ Sn+1, 则 W = δW ′ (W ′ ∈ Sn 和 δ ∈ {a, b}). 这样, 特殊词的集

合能清楚地以树形结构显示出来, 即 Sn+1 将由 Sn 而派生出来 (见后面的例子及图).

按照通用方法, 为研究特殊词之树, 我们将用下述特殊词的概念和记号 (参见文献 [16]):
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定义 4.1 设W ∈ S. 但 aW 和 bW 均不属于 S,称W 是弱特殊词;若 aW 和 bW 两者均属于 S,
则称 W 是强特殊词. 我们分别以 S0 和 S2 表示弱特殊词和强特殊词的集合. 另外的特殊词集将记

为 S1.

对 i ∈ {0, 1, 2}, 记 Si
n = Si ∩ Ln. 显然, Sn = S0

n ∪ S1
n ∪ S2

n 且 S = S0 ∪ S1 ∪ S2.

引理 4.1 (参见文献 [16, 定理 4.5.4]) (1) ∆s(n+ 1) = s(n+ 1)− s(n) = #S2
n −#S0

n.

(2) S0
n ∪ S2

n ⊂ Sn ∩ LSn.

证明 (1) 以及 S2
n ⊂ LSn 是显然的. 剩下只需注意到: 若一个特殊词只有一个左延拓, 则该左延

拓也是特殊词.

引理 4.2 设 c, d ∈ A,W ∈ ξ. 若 cWd ∈ ξ,则 δcT (W )d ∈ ξ. 反之,若 δcT (W )d ∈ ξ且 |T (W )| > L,

则 cWd ∈ ξ.

证明 若 cWd ∈ ξ, 则由引理 3.1 可知, T (cWd) ∈ ξ, 即 W0σ(c)σ(W )σ(d) ∈ ξ. 这些事实, 连同推

论 2.1 和 σ 是好标记的这一事实, 得出 δcW0σ(W )d = δcT (W )d ∈ ξ.

反之, 若 δcT (W )d ∈ ξ 且 |T (W )| > L, 则由引理 3.3 知, δcT (W )d = δcW0[σ(W )]d 是一个自然分

解. 考虑 δcT (W )d 的祖先, 我们仍由推论 2.1 和 σ 是好标记的这一事实推知 cWd ∈ ξ.

引理 4.3 若 W ∈ S, 则 T (W ) ∈ S (从而 σ(W ) ∈ S); 进一步有 T (W )a = W0[σ(W )]a, T (W )b

= W0[σ(W )]b.

反之, 若 W ∈ S 且 |W | > L, 则存在 U ∈ S 使得 W ◃ T (U).

证明 设 W ∈ S, 则 Wa,Wb ∈ ξ. 由引理 3.1 知, W0[σ(W )]A,W0[σ(W )]B ∈ ξ. 由于 A = a~ 和
B = b~, 引理第一部分获证.

余下部分是引理 3.4(2) 的一个表达形式.

关于 S2 和 S0 的结构, 我们还有下面的引理:

引理 4.4 若 W ∈ S2, 则 T (W ) ∈ S2. 反之, 若 W ∈ S2, |W | > L, 则存在唯一 U ∈ S2 使得

W = T (U).

证明 设 W ∈ S2, 则由定义知,

aWa, aWb, bWa, bWb ∈ ξ. (4.1)

再由引理 4.2 知,

δaT (W )a, δaT (W )b, δbT (W )a, δbT (W )b ∈ ξ,

即 T (W ) ∈ S2. 引理第一部分获证.

现设 W ∈ S2 且 |W | > L, 则由引理 4.1(2) 和 3.4(3) 知, W = T (U). 另外, 由引理 4.2, 有

U ∈ S2.

引理 4.5 若 W ∈ S0, |T (W )| > L, 则 T (W ) ∈ S0. 反之, 若 W ∈ S0 且 |W | > L, 则存在唯一

U ∈ S0 使得 W = T (U).

证明 由引理 4.2, 当 |T (W )| > L 时, cWd ∈ ξ 当且仅当 δcT (W )d ∈ ξ. 因此, W ∈ S0 当且仅当

T (W ) ∈ S0. 剩下的证明与上一引理对应部分类似.

现记长度小于 L 的强特殊词集为 S2 =
∪L

i=1 S2
i ; S̃2 表示满足 W ∈ S2 和 |T (W )| > L 的词集. 集

合 S0 和 S̃0 类似定义. 令

S̃ = S̃0 ∪ S̃2, (4.2)

其中元素称为 “初始特殊词”.
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引理 4.6 对 n > L, 有

#S2
n =

∑
W∈S̃2

∑
k>1

δ(|T k(W )|, n) 且 #S0
n =

∑
W∈S̃0

∑
k>1

δ(|T k(W )|, n),

其中 δ(i, j) 是 Kronecker 符号: δ(i, j) = 1, 若 i = j; 否则为 0.

证明 设 U ∈ S2
n. 由引理 4.4 可知, 存在唯一的 k > 1 和 W ∈ S̃2, 使得 U = T k(W ). 反之, 若

|T k(W )| = n, k > 1, W ∈ S̃2, 则 T k(W ) ∈ S2
n. 于是,

S2
n = {U | U = T k(W ), |T k(W )| = n, k > 1,W ∈ S̃2},

其中 k 和 W 由 U = T k(W ) 唯一确定. 因此, 第一个等式获证. 第二个可类似证明.

由上述引理和引理 4.1 立即推导出下面的公式:

引理 4.7 对 n > L, 有

∆s(n+ 1) = s(n+ 1)− s(n) =
∑

W∈S̃2

∑
k>1

δ(|T k(W )|, n)−
∑

W∈S̃0

∑
k>1

δ(|T k(W )|, n).

这可以写成

∆s(n+ 1) =
∑
W∈S

∑
k>1

sgn(W )δ(|T k(W )|, n),

其中 S =
∪L

i=1 Si (长度小于 L 的特殊词), 且

sgn(W ) =


−1, 若 W ∈ S̃0,

1, 若 W ∈ S̃2,

0, 其他情形.

(4.3)

注 4.1 (1) 函数 sgn(·) 等于某因子的双边多重性 (参见文献 [16]). 更一般情形可参见文献 [16,

定理 4.5.4].

(2) 上述引理告诉我们, 一旦确定特殊词的某有限集 S, 复杂度 p(n) (n > 1) 是可以计算的. 我们

将在下节找出一个用于计算的 (非线性) 递归公式.

5 复杂度的递归公式

我们知道, M 为 σ 的代换矩阵, 则 M2 是 σ2 的代换矩阵, 它拥有非负特征值. 由于 σ 和 σ2 拥有

相同的不动点序列 ξ, 不失一般性, 可假设 M 的特征值是非负的.

设 λ1 > λ2 > 0 是相应的两个特征值, V1 和 V2 是对应的特征向量. 因 M 是本原的, 我们有

λ1 > λ2, 且 V1 是正的.

回顾记号: 对 W ∈ {a, b}∗, 有 L(W ) = (|W |a, |W |b)T,

|σn(W )| = (1, 1)MnL(W ). (5.1)

引理 5.1 设 X,Y ∈ R2, 则存在 N = N(X,Y ) > 1 使得 (1, 1)MN+n(X − Y ) (n ∈ N) 是常符号
的, 即对任何 n ∈ N, 都有 (1, 1)MN+nX > (或 =、<) (1, 1)MN+nY.
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证明 设 X − Y = µ1V1 + µ2V2, 其中 µ1, µ2 ∈ R, 则对 k > 1, 有

(1, 1)Mk(X − Y ) = λk
1µ1(1, 1)V1 + λk

2µ2(1, 1)V2.

情形 1 µ1 = 0. 则 (1, 1)Mk(X−Y ) = λk
2µ2(1, 1)V2,这显然是 λ2µ2(1, 1)V2 的符号,与 k > 1无关.

情形 2 µ1 > 0. 由于 λ1 > 0, (1, 1)V1 > 0 且 λ1 > λ2 > 0, 存在 N > 1 使得对 k > N , 成立

λk
1µ1(1, 1)V1 + λk

2µ2(1, 1)V2 > 0.

情形 3 µ1 < 0. 证明与上述情形类似.

推论 5.1 设 W1,W2 ∈ A∗, 则存在 N = N(W1,W2) 因子 |TN+n(W1)| − |TN+n(W2)| (n ∈ N) 是
常符号的. 该符号 (称为最终符号) 将记为 SGN{W1,W2}.
证明 这是上述引理和 (5.1) 的直接推论.

事实上, 我们还有下面的推论:

推论 5.2 设 W1,W2 ∈ A∗, 则存在 m1 = m1(W1,W2), m2 = m2(W1,W2) ∈ N 使得下述二者之
一成立:

(1) |Tm1(W1)| = |Tm2(W2)| < |Tm1+1(W1)| = |Tm2+1(W2)| < |Tm1+2(W1)| = |Tm2+2(W2)| < · · · ;
(2) |Tm1(W1)| < |Tm2(W2)| < |Tm1+1(W1)| < |Tm2+1(W2)| < |Tm1+2(W1)| < |Tm2+2(W2)| < · · · .
证明 若对某整数对 m,n ∈ N 有 SGN(Tm(W1), T

n(W2)) = 0, 则 (1) 自然成立.

否则, 对任何 m,n ∈ N, 均有 SGN(Tm(W1), T
n(W2)) ̸= 0. 不失一般性, 可设 SGN(W1,W2) = −1.

由于本原性可知, 当 l 足够大时, W2 必是 T l(W1) 的因子, 于是, SGN(T l(W1),W2) = 1. 另外, 显然,

m 7→ SGN(Tm(W1),W2) 是从 N 到 {−1, 1} 的单调增满射, 因此存在 m ∈ N 使得 SGN(Tm(W1),W2)

= −1, 同时 SGN(Tm+1(W1),W2) = 1. 因此, 若取

m2 = max{N(Tm(W1),W2), N(Tm+1(W1),W2)}, m1 = m+m2,

则 (2) 成立.

现在我们能由上述引理推导出复杂度的递归性. 首先, 令 S̃ = {S1, S2, . . . , SK}, 记

n1 − 1 = max{max{m1(W1,W2),m2(W1,W2)} | W1,W2 ∈ S̃},

其中 m1(W1,W2) 和 m2(W1,W2) 在推论 5.2 中定义.

我们从 Tn1(S1) 开始. 由推论 5.2 可知, 对任何 j = 2, 3, . . . ,K, 存在唯一 nj ∈ N 使得 |Tn1(S1)|
6 |Tnj (Sj)| < |Tn1+1(S1)|. 不失一般性, 可假设

|Tn1(S1)| 6 |Tn2(S2)| 6 · · · 6 |TnK (SK)| 6 |Tn1+1(S1)|.

为简便计, 令 N j
k = |T j(Tnk(Sk))| (1 6 k 6 K, j ∈ N). 由推论 5.2 有下述 “ |T i(Wk)| 之跳” 的同

步性:

N0
1 6 N0

2 6 · · · 6 N0
K 6 N1

1 6 N1
2 6 · · · 6 N1

K 6 · · · 6 N j
1 6 N j

2 6 · · · 6 N j
K 6 N j+1

1 6 · · · . (5.2)

现在给出复杂度的递归计算公式.

令 χ[m,n) 表示整数区间 [m,n) 的示性函数. 记 Ij = [N j
1 , N

j+1
1 ), j ∈ N. 容易看出 Ij 是子区间

Ijk = [N j
k , N

j
k+1) (j ∈ N, k ∈ {1, 2, . . . ,K}) 的不交并, 其中 N j

K+1 = N j+1
1 , 即

[N0
1 ,∞) =

∞∪
j=0

Ij , Ij =

K∪
k=1

Ijk.
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5.1 复杂度的初始值

下面推导复杂度公式. 令 ck =
∑K

i=1 sgn(Si)δ(|Tni(Si)|, |Tnk(Sk)|) (k = 1, . . . ,K), 其中 sgn(·) 由
(4.3) 所定义, 则由引理 4.7, 有 ∆s(n+ 1) = ck, 若 n = |Tnk(Sk)| (k = 1, . . . ,K), 否则等于 0. 换言之,

n 7→ s(n+ 1) (n ∈ I0) 是一阶梯函数, 其在 n = N0
k 处的跳为 ck (k ∈ {1, 2, . . . ,K}):

s(n+ 1) = s(N0
1 ) +

K∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)χI0
k
(n) (n ∈ I0). (5.3)

5.2 IjIjIj 上 s(·+ 1)s(·+ 1)s(·+ 1) 的递推公式

Ij =
∪K

k=1 I
j
k (j ∈ N) 可以直接计算或用如下的简单的递归公式表达:

命题 5.1 任给 W ∈ A∗, n ∈ N, 有
(1) |σn+2(W )| = tr(M)|σn+1(W )| − det(M)|σn(W )|, |Tn+2(W )| = tr(M)|Tn+1(W )| − det(M)

× |Tn(W )|+ a, 其中 a = |σ(W0)| − (tr(M)− 1)|W0|;
(2) 若 L(W ) = µ1V1 + µ2V2, 则 |σn(W )| = λn

1µ1(1, 1)V1 + λn
2µ2(1, 1)V2, |Tn(W )| = λn

1µ1(1, 1)V1

+λn
2µ2(1, 1)V2 + bn, 其中 bn (n ∈ N) 是由 L(W0) 和 M 所显式给出的一个确定序列.

证明 这些结论全由 (3.1)、(5.1) 和 Cayley-Hamilton 公式 (I 表示单位矩阵) 所导出: M2 =

tr(M)M − det(M)I.

这样, 我们已获得区间 Ij (j ∈ N) 的递归性质. 仍旧利用引理 4.7 和 (5.2), 我们看到 s(n + 1)

(n ∈ Ij , j ∈ N) 与 s(n+ 1) (n ∈ I0) 具有类似的递推关系. 这样, 类似于 (5.3), 我们已证明下述定理:

定理 5.1 设 σ是好标记的、本原的、拥有非负特征值的非周期代换,则对 n ∈ [N0
1 ,∞) =

∪∞
j=0 I

j ,

下述递推公式成立:

s(n+ 1) = s(N j
1 ) +

K∑
k=1

(c1 + · · ·+ ck)χIj
k
(n) (n ∈ Ij , j > 0).

注 5.1 (1) 前面已说明 “好标记的、本原的、拥有非负特征值” 这些条件不是本质的.

(2) s(N j+1
1 )− s(N j

1 ) ≡ c1 + · · ·+ cK (j ∈ N). 这说明对充分大的 n, 有 s(λn
1 ) ≈ n(c1 + · · ·+ cK).

(3) 尽管前面述及的 N0
1 在定理证明中或多或少能被控制, 但如何有效地给出这个数 (或上界) 仍

是一个开问题.

最后, 简短地给出一个说明性例子: 考虑代换 σ = (aab, ba), 即 a 7→ aab, b 7→ ba.

对该代换, 有 W0 = ε, 此时, T = σ. 相应代换矩阵是 M =
(
2 1
1 1

)
, 其特征多项式是 λ2 − 3λ+ 1. 其

不动点是

ξ = aabaabbaaabaabbabaaabaabaabbaaabaabbabaaabbaaabaab · · · ,

其特殊词的树结构由图 1 表述.

强和弱特殊词列表如下 (这里 σ0 表示恒等映射):

S0 = {abaa, aabbaaabaab, . . .} = {σn(abaa) | n = 0, 1, 2, . . .},

S2 = {ε, a, aab, aabaabba, . . .} = {ε} ∪ {σn(a) | n = 0, 1, 2, . . .}.

特殊词的结构、个数 s(n) 和复杂度 p(n) 的刻画见表 1.
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b

ab

aab

baab

abaab

aabaab

aaabaab

baaabaab

bbaaabaab

aaab

baaab

abaaab

babaaab

bbabaaab

abbabaaab

a

ba

bba

abba

aabba

baabba

abaabba

aabaabba

baabaabbaaaabaabba

aa

baa

abaa

ε

图 1 特殊词的树状结构

表 1 特殊词与复杂度列表

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 · · ·

s(n) 1 2 3 3 4 3 3 3 3 4 4 4 3 3 3 3 · · ·

p(n) 1 2 4 7 10 14 17 20 23 26 30 34 38 41 44 47 · · ·

按上述定理, 可将 s(n) 表达成

s(n) =



1, 若 n = 0,

2, 若 n = 1,

3, 若 n ∈ {2, 3} ∪
∪
k>0

[d(k) + 1, g(k + 1)],

4, 若 n ∈
∪
k>0

[g(k) + 1, d(k)],

其中数值序列 g(k) 和 d(k) 是如下定义的:

g(k) = (1, 1)Mk(2, 1)T, d(k) = (1, 1)Mk(3, 1)T,

它们满足同样的递归性质: g(k + 2) = 3g(k + 1)− g(k),

d(k + 2) = 3d(k + 1)− d(k),

其中 g(0) = 3, g(1) = 8, d(0) = 4, d(1) = 11.
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Abstract We consider the complexities of substitutive sequences over a binary alphabet. By studying various
types of special words, we show that, knowing some initial values, its complexity can be completely formulated
via a recurrence formula determined by the characteristic polynomial.
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