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摘要 本文证明了, 若 a、b、c 和 d 为全实数域 k 中的元素且其中至少有一个是全正数, 则 k 中每个

非负元 r 均可表为 x2 + y2 + z2 +w2 使得 x、y、z 和 w 为 k 中非负元并且 ax+ by + cz + dw 为 k 中

的平方元. 若将 ax+ by+ cz+ dw 为 k 中的平方元换为 ax+ by+ cz+ dw 为 k 中的立方元, 结论也成

立. 这是孙智伟的一个猜想.
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1 引言

代数方程的有理解和整数解是数论的基本问题之一.研究这类问题大致分为解析方法和代数方法.

解析方法包括圆法和 Diophantus 逼近等. 代数方法主要有代数几何方法, 如下降理论和纤维化方法.

事实上, 关于有理二次型的 Hasse-Minkowski 定理 (参见文献 [10, 66:4]) 可以通过 Chebotarev 密度定

理和纤维化方法来证明. Colliot-Thélène 和 Sansuc [1] 将 Chebotarev 密度定理替换成 Schinzel 猜想,

利用纤维化方法证明了更一般的有理代数簇的弱逼近, 如经典的 Châtelet 曲面等. 随后文献 [3–5, 12]

对此方法做了改进和推广. 另外, Harari [8] 将纤维化方法应用于研究带有 Brauer-Manin 障碍的弱逼

近. Harpaz 和 Wittenberg [9] 进一步发展了 Harari 的理论, 用纤维化方法重新证明了用下降理论或解

析方法等其他方法得到的 Brauer-Manin 障碍下的弱逼近.

孙智伟 [11] 研究了有理数域上带有约束条件的四平方和问题, 并提出了如下猜想 (参见文献 [11,

猜想 6.3(i)]).

猜想 1.1 若 a、b、c 和 d 为全实域 k 中的元素且其中至少有一个是全正数, 则对于 k 中每个非

负元 r, 均存在 k 中非负元 x、y、z 和 w 使得 r = x2 + y2 + z2 +w2 并且 ax+ by + cz + dw 为 k 中的

平方元. 将 k 中的平方元换为 k 中的立方元也成立.
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当 k = Q 时, 孙智伟 [11] 已证明这个猜想 (参见文献 [11, 定理 1.1]). 本文将利用纤维化方法建立

的结果彻底证明这个猜想. 为陈述本文的主要结果, 先介绍下面几个概念.

定义 1.1 设 X 是定义在数域 k 上的代数簇, Ωk 为 k 的所有素除子集合, kv 是 k 在素除子

v ∈ Ωk 处的完备化.

(1) 如果 ∏
v∈Ωk

X(kv) ̸= ∅ ⇒ X(k) ̸= ∅,

则称 X 满足 Hasse 原则;

(2) 如果
∏

v∈Ωk
X(kv) ̸= ∅ 并且对角映射

X(k) →
∏
v∈Ωk

X(kv)

的像稠密, 这里箭头右边的乘积取乘积拓扑, 则称 X 满足弱逼近.

本文主要结果如下:

定理 1.1 设 a、b、c 和 d 是数域 k 中满足 a2 + b2 + c2 + d2 不为 0 的元素. 若 r 为 k 中取定的

不为 0 的元素, 则 Xr 是由如下方程组定义的在 A5
k 中的代数簇:x2 + y2 + z2 + w2 = r,

ax+ by + cz + dw = p(u),

其中 p(u)是 k 上给定的一元多项式. 如果 p(u)2 − r(a2 + b2 + c2 + d2)是 k 上没有重根的非零多项式,

则 Xr 满足 Hasse 原则. 更进一步地, 当
∏

v∈Ωk
Xr(kv) ≠ ∅ 时, Xr 满足弱逼近.

利用定理 1.1, 可以证明孙智伟猜想.

定理 1.2 设 a、b、c 和 d 是全实数域 k 中元素. 对于 k 中任何全正数 r, 由如下方程组定义 k

上代数簇 Xr: x2 + y2 + z2 + w2 = r,

ax+ by + cz + dw = p(u),

其中 p(u) = u2 或 p(u) = u3. 如果 a、b、c 和 d 中有一个是全正数, 则∏
v∈∞k

X+
r (kv)×

∏
v∈Ωk\∞k

Xr(kv)

是乘积拓扑空间
∏

v∈Ωk
Xr(kv) 的非空开集, 其中

X+
r (kv) = {(xv, yv, zv, wv, uv) ∈ Xr(kv) : xv > 0, yv > 0, zv > 0, wv > 0}.

特别地, 由弱逼近性质可知上述开集中存在 Xr(k) 中的点, 故孙智伟猜想成立.

定理 1.2 指出: 如果 r 全正, 那么猜想中的 x、y、z 和 w 也可取为全正.

2 主要结果的证明

本节给出定理 1.1 和 1.2 的证明. 由于证明中需要一些二次型的算术理论, 我们采用文献 [10] 的

记号和术语. 例如, k 是一个数域, k 上的所有素除子集合为 Ωk. 对于任意 v ∈ Ωk, kv 表示 k 关于 v
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的完备化, ov 表示 kv 的整数环, o×v 表示 ov 中的可逆元构成的乘法群. 对于 kv 中的两个非零元 a 和

b, (a, b)v 代表由 a 和 b 定义的 Hilbert 符号 (参见文献 [10, §63 B]). 对于 kv 上的一个非退化二次型

f(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

αix
2
i ,

其中, αi (1 6 i 6 n) 为 kv 中的非零元, f 的 Hasse 符号定义为

Sv(f) =
∏

16i6j6n

(αi, αj)v

(参见文献 [10, §63 B]). 如果在 kv 上有 f = g ⊥ h, 则

Sv(f) = Sv(g) · (det(g),det(h))v · Sv(h)

(参见文献 [10, §63 B]).

定理 1.1 的证明 因为 a2 + b2 + c2 + d2 不为 0, 所以存在 a、b、c 和 d 中的 3 个元素使得其平

方和非零. 否则, 有

a2 + b2 + c2 + d2 =
1

3
((b2 + c2 + d2) + (a2 + c2 + d2) + (a2 + b2 + d2) + (a2 + b2 + c2)) = 0,

这与 a2 + b2 + c2 + d2 不为 0 矛盾. 不失一般性, 可以假设 a2 + b2 + d2 不为 0. 同样地, 可以假设

a2 + d2 和 d2 均不为 0. 那么定理 1.1 的方程等价于

x2 + y2 + z2 +
1

d2
(p(u)− ax− by − cz)2 = r,

整理可得

(a2 + d2)x2 + (b2 + d2)y2 + (c2 + d2)z2 + 2abxy + 2bcyz + 2acxz − 2p(u)(ax+ by + cz)

= d2r − p(u)2.

再根据 a2 + d2、a2 + b2 + d2 和 a2 + b2 + c2 + d2 均不为 0, 方程的前一部分可以写成

(a2 + d2)

[
x2 +

2a

a2 + d2
x(by + cz − p(u)) +

a2

(a2 + d2)2
(by + cz − p(u))2

]
− a2

a2 + d2
(by + cz − p(u))2 + (b2 + d2)y2 + (c2 + d2)z2 + 2bcyz − 2p(u)(by + cz)

= (a2 + d2)

[
x+

a

a2 + d2
(by + cz − p(u))

]2
+

d2(a2 + b2 + d2)

a2 + d2

[
y2 +

2b

a2 + b2 + d2
y(cz − p(u)) +

b2

(a2 + b2 + d2)2
(cz − p(u))2

]
− b2d2

(a2 + d2)(a2 + b2 + d2)
(cz − p(u))2 − a2

a2 + d2
(cz − p(u))2 + (c2 + d2)z2 − 2cp(u)z

= (a2 + d2)

[
x+

a

a2 + d2
(by + cz − p(u))

]2
+

d2(a2 + b2 + d2)

a2 + d2

[
y +

b

a2 + b2 + d2
(cz − p(u))

]2
+

(
1− b2d2

(a2 + d2)(a2 + b2 + d2)
− a2

a2 + d2

)
(cz − p(u))2 − p(u)2 + d2z2
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= (a2 + d2)

[
x+

a

a2 + d2
(by + cz − p(u))

]2
+

d2(a2 + b2 + d2)

a2 + d2

[
y +

b

a2 + b2 + d2
(cz − p(u))

]2
+

d2

a2 + b2 + d2
(cz − p(u))2 − p(u)2 + d2z2

= (a2 + d2)

[
x+

a

a2 + d2
(by + cz − p(u))

]2
+

d2(a2 + b2 + d2)

a2 + d2

[
y +

b

a2 + b2 + d2
(cz − p(u))

]2
+

d2(a2 + b2 + c2 + d2)

a2 + b2 + d2

[
z − c

a2 + b2 + c2 + d2
p(u)

]2
− c2d2 + (a2 + b2)(a2 + b2 + c2 + d2)

(a2 + b2 + d2)(a2 + b2 + c2 + d2)
p(u)2.

作变量替换 

x′ = x+
ab

a2 + d2
y +

ac

a2 + d2
z − a

a2 + d2
p(u),

y′ = y +
bc

a2 + b2 + d2
z − b

a2 + b2 + d2
p(u),

z′ = z − c

a2 + b2 + c2 + d2
p(u),

u′ = u,

定理 1.1 的方程变为

a2 + d2

d2
x′2 +

a2 + b2 + d2

a2 + d2
y′

2
+

a2 + b2 + c2 + d2

a2 + b2 + d2
z′

2
= − 1

a2 + b2 + c2 + d2
p(u′)2 + r.

由上式定义的代数簇 Yr与Xr作为 k上的代数簇同构. 由假设作为 u′的多项式 − 1
a2+b2+c2+d2 p(u

′)2+r

没有重根, 根据文献 [7, 引理 3.3], Yr 光滑. 再根据文献 [7, 命题 6.3] 或 [6, 定理 3.10], Yr 满足 Hasse

原则和弱逼近. 因此, Xr 也满足 Hasse 原则和弱逼近.

为证明定理 1.2, 需要下面的一些引理.

引理 2.1 设 v 是数域 k 上的一个有限素除子. 如果 a、b、c 和 d 是 kv 中的元素且满足

d(a2 + d2)(a2 + b2 + d2)(a2 + b2 + c2 + d2) ̸= 0,

则三元二次型

a2 + d2

d2
x2 +

a2 + b2 + d2

a2 + d2
y2 +

a2 + b2 + c2 + d2

a2 + b2 + d2
z2

在 kv 上的 Hasse 符号 (参见文献 [10, §63 B]) 为 1.

特别地, 如果 ordv(2) = 0, 则上述三元二次型在 kv 上迷向, 因此定理 1.1中的 Xr(kv) ̸= ∅ 对所有
r ∈ k 成立.

证明 记该三元二次型的 Hasse 符号为 εv, 根据文献 [10, 58:3.注和 57:10], 有

(−1,−1)vεv =

(
− a2 + d2

d2
· a

2 + b2 + d2

a2 + d2
,−a2 + d2

d2
· a

2 + b2 + c2 + d2

a2 + b2 + d2

)
v

= (−(a2 + b2 + d2),−(a2 + d2)(a2 + b2 + d2)(a2 + b2 + c2 + d2))v

= (−(a2 + b2 + d2),−(a2 + d2)(a2 + b2 + c2 + d2))v

= (−(a2 + b2 + d2),−(a2 + d2))v · (−(a2 + b2 + d2), a2 + b2 + c2 + d2)v.
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因为三元二次型

−(a2 + b2 + d2)u2 + (a2 + b2 + c2 + d2)v2 = w2

有非平凡解 (1, 1, c), 根据文献 [10, 57:9], 有

(−(a2 + b2 + d2), a2 + b2 + c2 + d2)v = 1.

所以根据文献 [10, 57:10], 有

(−1,−1)vεv = (−(a2 + b2 + d2),−(a2 + d2))v = (−1,−(a2 + d2))v(a
2 + b2 + d2,−(a2 + d2))v.

由于三元二次型

(a2 + b2 + d2)u2 − (a2 + d2)v2 = w2

有非平凡解 (1, 1, b), 同样根据文献 [10, 57:9], 有

(a2 + b2 + d2,−(a2 + d2))v = 1.

再由文献 [10, 57:10], 得到 εv = (−1, a2 + d2)v. 由于三元二次型

−u2 + (a2 + d2)v2 = w2

有非平凡解 (a, 1, d), 根据文献 [10, 57:9], 有 (−1, a2 + d2)v = 1.

当 ordv(2) = 0 时, 根据文献 [10, 63:11a], 有 (−1,−1)v = 1 = εv. 由文献 [10, 58:6] 可知此三元二

次型迷向. 故定理 1.1 的证明中 Yr(kv) ̸= ∅. 所以 Xr(kv) ̸= ∅ 对所有 r ∈ k 成立.

根据引理 2.1, 对于 k 的有限除子 v, 只有当 v 是 dyadic 素除子时才有可能使得 Xr(kv) = ∅. 事
实上, 可以对这种情形进行一个完整的刻画.

引理 2.2 设 v 是 k 的 dyadic 素除子, r0 ∈ k. 则定理 1.1 中的代数簇满足 Xr0(kv) = ∅ 当且仅
当 (−1,−1)v = −1, 并且对于任意 u ∈ kv 均有

p(u)2 − (a2 + b2 + c2 + d2)r0

是 kv 中的平方元.

证明 必要性 根据定理 1.1 的证明, Xr0(kv) = ∅ 等价于 Yr0(kv) = ∅, 故三元二次型

a2 + d2

d2
x′2 +

a2 + b2 + d2

a2 + d2
y′

2
+

a2 + b2 + c2 + d2

a2 + b2 + d2
z′

2

在 kv 上非迷向. 利用文献 [10, 58:6], 此二次型的 Hasse 符号为 εv = −(−1,−1)v. 另外, 根据引理 2.1,

有 εv = 1. 故 (−1,−1)v = −1. 若存在 u′
0 ∈ kv 使得 p(u′

0)
2 − (a2 + b2 + c2 + d2)r0 不是 kv 中的平方元,

根据文献 [10, 63:18.注], 四元二次型

a2 + d2

d2
x′2 +

a2 + b2 + d2

a2 + d2
y′

2
+

a2 + b2 + c2 + d2

a2 + b2 + d2
z′

2
+

(
p(u′

0)
2

a2 + b2 + c2 + d2
− r0

)
w′2

在 kv 上非退化而且迷向. 由此可知 Yr0(kv) ̸= ∅, 即 Xr0(kv) ̸= ∅, 矛盾.
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充分性 因为 (−1,−1)v = −1, 利用引理 2.1 和文献 [10, 58:6], 三元二次型

a2 + d2

d2
x′2 +

a2 + b2 + d2

a2 + d2
y′

2
+

a2 + b2 + c2 + d2

a2 + b2 + d2
z′

2

在 kv 上非迷向. 若 Xr0(kv) ̸= ∅, 则根据定理 1.1 的证明, 有 Yr0(kv) ̸= ∅. 因为 Yr0 是光滑代数簇, 根

据隐函数定理 (参见文献 [2, 定理 10.5.1]), Yr0(kv) 在 Yr0 中 Zariski 稠密. 因为多项式方程

p(u′)2 − (a2 + b2 + c2 + d2)r0 = 0

在 kv 上仅有有限多个解并且每个解 α0只能给出 Yr0(kv)中一个点 (0, 0, 0, α0),所以存在 (x′
0, y

′
0, z

′
0, u

′
0)

∈ Yr0(kv) 使得

p(u′
0)

2 − (a2 + b2 + c2 + d2)r0 ̸= 0.

故非退化四元二次型

a2 + d2

d2
x′2 +

a2 + b2 + d2

a2 + d2
y′

2
+

a2 + b2 + c2 + d2

a2 + b2 + d2
z′

2
+

(
p(u′

0)
2

a2 + b2 + c2 + d2
− r0

)
w′2

在 kv 上迷向, 并且该二次型的判别式

p(u′
0)

2 − (a2 + b2 + c2 + d2)r0
d2

是 kv 的平方元. 根据文献 [10, 63:18.注], 该四元二次型同构于两个双曲平面的正交和 H ⊥ H. 利用文

献 [10, 58:3.注], 此四元二次型的 Hasse 符号为 (−1,−1)v = −1. 另外, 同样利用文献 [10, 58:3.注], 该

四元二次型的 Hasse 符号也可以通过前面的三元二次型的 Hasse 符号 εv 与最后一项的 Hasse 符号来

计算. 故此四元二次型的 Hasse 符号等于

εv · (a2 + b2 + c2 + d2, a2 + b2 + c2 + d2)v · (a2 + b2 + c2 + d2, a2 + b2 + c2 + d2)v = 1,

这里用到了 p(u′
0)

2 − (a2 + b2 + c2 + d2)r0 是 kv 的平方元以及引理 2.1中 εv = 1. 由此产生了矛盾.

引理 2.3 若 [kv : Q2] 是偶数, 则 (−1,−1)v = 1.

证明 只需要考虑 −1 不是 kv 中平方元的情形. 由于 Hilbert 符号是二次扩张 kv(
√
−1)/kv 的

Artin 映射与 Gal(kv(
√
−1)/kv) 的非平凡特征的复合, 根据文献 [13, 第 12 章, 定理 2], 有

(−1,−1)v = (−1, Nkv/Q2
(−1))2 = (−1, (−1)[kv:Q2])2 = (−1, 1)2 = 1,

其中, Nkv/Q2
是 norm 映射, (·, ·)2 是 Q2 上的 Hilbert 符号.

引理 2.4 设 v 是 k 的实除子. 假设定理 1.1 中的代数簇 Xr 满足在 kv 中 r > 0 且 a、b、c 和 d

中至少有一个大于 0. 如果 p(u) = un, 其中 n ∈ N, 则

{(xv, yv, zv, wv, uv) ∈ Xr(kv) : xv > 0, yv > 0, zv > 0, wv > 0}

是 Xr(kv) 中的非空开集.
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证明 因为

{(xv, yv, zv, wv, uv) ∈ R5 : xv > 0, yv > 0, zv > 0, wv > 0}

是 R5 中的非空开集, 只需要证明集合

{(xv, yv, zv, wv, uv) ∈ Xr(kv) : xv > 0, yv > 0, zv > 0, wv > 0}

非空. 不妨假设 d 在 kv 中大于 0. 取方程 x2 + y2 + z2 +w2 = r 在 kv 中的一组解 (x0, y0, z0, w0) 满足

x0 > 0, y0 > 0, z0 > 0, w0 > 0 并且

max{x0, |ax0|, y0, |by0|, z0, |cz0|} < min

{
1

4

√
r,

1

4
d
√
r

}
.

故 w0 >
√
13
4

√
r. 由此可知

ax0 + by0 + cz0 + dw0 > −3

4
d
√
r +

√
13

4
d
√
r > 0.

所以方程 un = ax0 + by0 + cz0 + dw0 在 kv 中有解.

定理 1.2 的证明 在定理 1.1 中, 定义 Xr 的系数 a、b、c 和 d 是对称的. 若 a、b、c 和 d 是全实

域 k 中至少有一个全正数, 则定理 1.2 中的 Xr 满足定理 1.1 的条件. 利用引理 2.1 和 2.4, 本文只需

要证明: 当 p(u) = u2 或 p(u) = u3 时, 对于 k 中 dyadic 素除子 v, 有 Xr(kv) ̸= ∅.
对于 k 中的 dyadic 素除子 v, 根据引理 2.2 和 2.3, 本文只需要考虑 [kv : Q2] = ef 是奇数的情形,

其中 e = ordv(2) 以及 f 为相应的剩余类域扩张次数. 根据文献 [10, §63 A], 可以定义 kv 中元素 ξ 的

二次亏量 (quadratic defect)

δ(ξ) =
∩
α

(αov),

其中 ξ = η2 + α, 这里 α, η ∈ kv, 故 ξ 是 kv 中的平方元当且仅当 δ(ξ) = 0. 取定 ∆ = 1 + 4ρ 其中

ρ ∈ o×v 使得 δ(∆) = 4ov (参见文献 [10, 63:3]).

(1) p(u) = u2 的情形. 如果 −(a2 + b2 + c2 + d2)r 不是 kv 中的平方元, 取 u = 0, 根据引理 2.2, 则

Xr(kv) ̸= ∅. 只需要考虑 −(a2 + b2 + c2 + d2)r 是 kv 中平方元的情形. 记

−(a2 + b2 + c2 + d2)r = r21 以及 r1 = απl
v, 其中 α ∈ o×v , l ∈ Z.

以下证明: 存在 u ∈ kv 使得 u4 + r21 不是 kv 中的平方元. 再利用引理 2.2, 仍有 Xr(kv) ̸= ∅.
当 l ≡ 0 (mod 2) 时, 取 u = π

l
2
v , 则

u4 + r21 = π2l
v + α2π2l

v = π2l
v [(1 + α)2 − 2α].

如果 ordv(1 + α)2 < e, 则

(1 + α)2 − 2α = (1 + α)2(1− 2α(1 + α)−2).

根据文献 [10, 63:5], 有

δ(1− 2α(1 + α)−2) = (πv)
s, 其中 s = e− 2ordv(1 + α).
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所以 1− 2α(1 + α)−2 不是 kv 中的平方元.

如果 ordv(1 + α)2 > e, 则

ordv((1 + α)2 − 2α) = e

是奇数. 故 (1 + α)2 − 2α 不是 kv 中的平方元.

当 l ≡ 1 (mod 2) 时, 根据剩余类域是特征为 2 的完全域, 可知存在 ξ ∈ o×v 使得

ξ2 ≡ −2π−e
v αρ (mod πv).

取 u = ξπ
e+l
2

v , 有

u4 + r21 = ξ4π2(e+l)
v + α2π2l

v = α2π2l
v [(1 + α−1ξ2πe

v)
2 − 2α−1ξ2πe

v].

因为

(1 + α−1ξ2πe
v)

2 − 2α−1ξ2πe
v ≡ (1 + α−1ξ2πe

v)
2 + 4ρ ≡ (1 + α−1ξ2πe

v)
2(1 + 4ρ) (mod 4πv),

利用文献 [10, 63:1], 可知存在 η ∈ o×v 使得

(1 + α−1ξ2πe
v)

2 − 2α−1ξ2πe
v = (1 + α−1ξ2πe

v)
2η2∆,

故上述元素不是 kv 中的平方元.

(2) p(u) = u3 的情形. 类似地, 只需要考虑 −(a2 + b2 + c2 + d2)r 是 kv 中平方元的情形. 记

−(a2 + b2 + c2 + d2)r = r21 以及 r1 = απl
v, 其中, α ∈ o×v , l ∈ Z.

以下证明: 存在 u ∈ kv 使得 u6 + r21 不是 kv 中的平方元. 利用引理 2.2, 同样有 Xr(kv) ̸= ∅.
当 l ≡ 0 (mod 3) 时, 取 u = π

l
3
v , 则

u6 + r21 = π2l
v + α2π2l

v = π2l
v [(1 + α)2 − 2α].

利用上面同样的讨论, 通过比较 ordv(1 + α)2 与 e, 可知此元素不是 kv 中的平方元.

当 l ≡ 1 (mod 3) 并且 e > 1 时, 取 u = π
l+2
3

v , 则

u6 + r21 = π2l+4
v + α2π2l

v = π2l
v [(α+ π2

v)
2 − 2απ2

v ].

因为 e > 3, 所以根据文献 [10, 63:5], 有

δ((α+ π2
v)

2 − 2απ2
v) = (πv)

e+2.

故 u6 + r21 不是 kv 中的平方元.

当 l ≡ 1 (mod 3) 并且 e = 1 时, 利用剩余类域是特征为 2 的完全域, 可知存在 ρ1 ∈ o×v 满足

ρ ≡ ρ21 (mod πv). 因为 f 是奇数, 所以 2f − 1 与 3 互素. 故 x 7→ x3 是 kv 剩余类域乘法群的自同构.

因此存在 u1 ∈ o×v 使得

u3
1 ≡ 2−1πvαρ

−1
1 (mod πv).
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取 u = u1π
l−1
3

v , 则

u6 + r21 = π2l−2
v u6

1(1 + u−6
1 α2π2

v).

根据文献 [10, 63:1], 有

1 + u−6
1 α2π2

v = 1 + 4(u−3
1 2−1πvα)

2 ≡ 1 + 4ρ21 ≡ 1 + 4ρ = ∆ (mod 4πv)

不是 kv 中的平方元.

当 l ≡ 2 (mod 3) 并且 e > 1 时, 取 u = π
l−2
3

v , 则

u6 + r21 = π2l−4
v (1 + α2π4

v) = π2l−4
v [(1 + απ2

v)
2 − 2απ2

v ].

因为 e > 3, 根据文献 [10, 63:5], 有

δ((1 + απ2
v)

2 − 2απ2
v) = (πv)

e+2.

故 u6 + r21 不是 kv 中的平方元.

当 l ≡ 2 (mod 3) 并且 e = 1 时, 利用剩余类域是特征为 2 的完全域以及 2f − 1 与 3 互素, 存在

ρ1, u1 ∈ o×v 使得

ρ ≡ ρ21 (mod πv) 并且 u3
1 ≡ 2π−1

v αρ1 (mod πv).

取 u = u1π
l+1
3

v , 则

u6 + r21 = α2π2l
v (1 + α−2u6

1π
2
v).

根据文献 [10, 63:1], 有

1 + α−2u6
1π

2
v = 1 + 4(2−1πvα

−1u3
1)

2 ≡ 1 + 4ρ21 ≡ 1 + 4ρ = ∆ (mod 4πv)

不是 kv 中的平方元.

注 2.1 在定理 1.2 的证明中, 我们事实上证明了, 当 [kv : Q2] 为奇数时, 对于 kv 中的任意给定

非零元 r1, 都存在 kv 中元素 u使得 r21 + u6 不是 kv 中的平方元. 需要指出的是, [kv : Q2]为奇数的假

设条件不能去掉.例如 kv = Q2(
√
5),利用文献 [10, 63:1],对于任意 u ∈ kv 总有 4+u6 是 kv 的平方元.

3 例子

自然延伸的问题是, 若 a、b、c 和 d 为全实域 k 中的元素且其中有一个是全正数, 是否 k 中每一

个全正的元素 r 都存在 k 的全正元 x、y、z 和 w 使得 r = x2 + y2 + z2 +w2 同时 ax+ by+ cz+ dw 为

k 中四次或更高次元, 或其他一些多项式的形式? 根据定理 1.1 和引理 2.1, 这个问题取决于在 k 中的

dyadic 素除子和实除子局部可解性.

例 3.1 设 k = Q(
√
D) 为实二次域, 其中 D 是无平方因子的正整数并且满足 D ̸≡ 1 (mod 8).

取定 k 中的元素 a、b、c 和 d 并且其中有一个是全正元. 如果 n 是任意给定的正整数, 则对于 k 中任

何全正元 r 都存在 k 中的全正元 x、y、z 和 w 使得 r = x2 + y2 + z2 + w2 并且 ax+ by + cz + dw 是

k 中的元素的 n 次方.
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证明 根据引理 2.4, 对应的代数簇 Xr 满足

{(xv, yv, zv, wv, uv) ∈ Xr(kv) : xv > 0, yv > 0, zv > 0, wv > 0}

是 Xr(kv) 中的非空开集, 这里 v 是 k 的实除子.

利用引理 2.1, 有 Xr(kv) ̸= ∅, 这里 v 是有限 non-dyadic 除子. 因为 D ̸≡ 1 (mod 8), 所以 k/Q 中
存在唯一的素除子 v 位于 2 之上. 故

[kv : Q2] = [k : Q] = 2.

利用引理 2.2 和 2.3, 对于 dyadic 素除子 v, 也有 X(kv) ̸= ∅. 结果由定理 1.1 给出.

另外, 类似的结果在有理数域 Q 上不成立.

例 3.2 若 a、b、c 和 d 为 Q 中不全为 0 的元素, 则对于任意给定的正整数 n > 4, 非零有理数

r 使得方程组 x2 + y2 + z2 + w2 = r,

ax+ by + cz + dw = un

在 Q2 中无解当且仅当

r ∈
{
− 4kn+l(t+ 8s)

(a2 + b2 + c2 + d2)t
: k, l, s, t ∈ Z; 2 6 l 6 (n− 2); (t, 2) = 1

}
.

证明 设 Xr 是由上述方程定义的代数簇. 利用引理 2.2 和文献 [10, 73:2], 有 Xr(Q2) = ∅ 当且
仅当对所有 u ∈ Q2 均有 u2n − (a2 + b2 + c2 + d2)r 是 Q2 中的平方元.

若

r ∈
{
− 4kn+l(t+ 8s)

(a2 + b2 + c2 + d2)t
: k, l, s, t ∈ Z; 2 6 l 6 (n− 2); (t, 2) = 1

}
,

根据文献 [10, 63:1], 当 u = 0 时,

−(a2 + b2 + c2 + d2)r = 4kn+l

(
1 +

8s

t

)
是 Q2 中的平方元. 当 u ̸= 0 时,∣∣∣∣12ord2(−(a2 + b2 + c2 + d2)r)− n · ord2(u)

∣∣∣∣ = |kn+ l − n · ord2(u)| > 2.

利用文献 [10, 63:1], u2n − (a2 + b2 + c2 + d2)r 是 Q2 中的平方元.

若

r ̸∈
{
− 4kn+l(t+ 8s)

(a2 + b2 + c2 + d2)t
: k, l, s, t ∈ Z; 2 6 l 6 (n− 2); (t, 2) = 1

}
,

我们将证明存在 u ∈ Q2 使得 u2n − (a2 + b2 + c2 + d2)r 不是 Q2 中的平方元.

当 −(a2 + b2 + c2 + d2)r 不是 Q2 的平方元时, 则取 u = 0 即可. 只需要考虑

−(a2 + b2 + c2 + d2)r
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是 Q2 中平方元的情形. 因此可以记

−(a2 + b2 + c2 + d2)r = 4δ
(
1 +

8s

t

)
,

其中 δ, s, t ∈ Z 并且 (t, 2) = 1. 利用带余除法, 有 δ = qn+ l, 其中 q, l ∈ Z 并且 0 6 l 6 n− 1. 根据 r

的选取, l = 0, 1 或 n− 1.

如果 l = 0, 取 u = 2q, 则

u2n − (a2 + b2 + c2 + d2)r = 22qn + 4qn
(
1 +

8s

t

)
= 22qn

(
2 +

8s

t

)
不是 Q2 的平方元.

如果 l = 1, 取 u = 2q, 则

u2n − (a2 + b2 + c2 + d2)r = 22qn + 4qn
(
4 +

32s

t

)
= 22qn

(
5 +

32s

t

)
不是 Q2 的平方元.

如果 l = n− 1, 取 u = 2q+1, 则

u2n − (a2 + b2 + c2 + d2)r = 4(q+1)n + 4(q+1)n

(
4−1 +

2s

t

)
= 4(q+1)n−1

(
5 +

8s

t

)
不是 Q2 的平方元.
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Proof of one of Sun Zhi-Wei’s conjectures

Heng Song & Fei Xu

Abstract We prove one of Sun Zhi-Wei’s conjectures. Let k be a totally real field and set k>0 = {t ∈ k : t > 0}.
Let a, b, c, d ∈ k, where one of all is totally positive and n ∈ {2, 3}. Then each r ∈ k>0 can be written as
x2 + y2 + z2 + w2 with x, y, z, w ∈ k>0 such that ax+ by + cz + dw ∈ {tn : t ∈ k}.
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