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摘要 我们研究了一类系数依赖于两不同权函数的退化拟线性椭圆方程. 利用加权 Sobolev 不等式,

加权 Poincaré 不等式及 Moser 迭代技巧, 得到了非负弱解的 Harnack 不等式, 证明了弱解的 Hölder

连续性.
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1 引言

我们研究有界域 Ω ⊂ Rn (n > 3) 上如下的退化拟线性椭圆方程

−
n∑

i,j=1

Di(Aij(x, u, Du)Dju) + bv(x) |Du|p−2
Du = 0 (1.1)

弱解的正则性,其中 b为常数, aij(x) = Aij(x, u, Du)可测,对称, w(x), v(x)为 Ω上非负可测的权函数

(对于 w(x), v(x) 更加具体的要求参见第 2 节), 使得

|Du|p−2|ξ|2w(x) 6
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj 6 |Du|p−2|ξ|2v(x), ∀ ξ ∈ Rn, 2 6 p < ∞. (1.2)

线性和拟线性一致椭圆方程 (组) 弱解的正则性已得到广泛的研究, 参见文献 [1–3]. 在带有权函

数的线性和拟线性退化椭圆方程 (组) 弱解的研究方面, Fabes 等人 [4] 证明了线性退化椭圆方程

n∑

i,j=1

Di(aij(x)Dju) = 0, (1.3)

弱解的 Hölder 连续性, 其中系数矩阵 (aij(x)) 对称, 满足:

w(x)|ξ|2 6
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj 6 v(x)|ξ|2, ∀ ξ ∈ Rn, (1.4)
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v(x) = w(x) ∈ A2 (Muckenhoupt 类). 随后, Gutiérrez[5], Vitanza 和 Zamboni[6], De Cicco 和 Vivaldi[7],

Zamboni等人 [8] 研究了带有低阶项的情形,在低阶项系数属于某些特殊加权函数空间的情形下,得到

了方程非负弱解的 Harnack 不等式, 证明了方程弱解的 Hölder 连续性. Chanillo 和 Wheeden[9] 证明

了不等权 (v(x) 6= w(x))时,方程 (1.3)弱解的连续性. 最近, Pingen[10] 探讨了形式类似于 (1.1)的非齐

次散度型拟线性退化椭圆方程组在不等权时弱解的正则性, 在极小的假设条件下, 利用弱 Harnack 不

等式及 Caffarelli[11] 的思想, 得到了方程组弱解的局部 Hölder 连续性. 以上文献的讨论均是在 p = 2

的情形下进行的. 而 p 6= 2 时, 带有不同权函数的退化椭圆方程 (组) 弱解正则性的研究还未见到. 本

文研究 p > 2 时, 在条件 (1.2) 下, 拟线性退化椭圆方程 (1.1) 弱解的正则性. 本文的主要想法是基

于 Trudinger在文献 [12]中的方法 (该方法避开了 John-Nirenberg引理的运用), 首先得到非负弱解的

Harnack 不等式, 然后利用经典的方法获得弱解的 Hölder 连续性.

我们的主要结果是:

定理 1 设 u 为方程 (1.1) 在 BR0 ⊂ Ω 上的非负弱解, z(BR0 )

w(BR0)
6 C1, 则对于任意的 R < R0, 有

sup
BR

u 6 C inf
BR

u.

定理 2 设 u 为方程 (1.1) 的弱解, 若对于任意的 BR ⊂ Ω, z(BR)
w(BR) 6 C1, 则存在 C > 0, 0 < γ < 1,

使得

oscBR
u 6 C

(
R

dx

)γ

oscBdx
u,

其中 z(x)= vp(x)
wp−1(x) , w(BR) =

∫
BR

w(x)dx, z(BR) =
∫

BR
z(x)dx, dx =dist(x,Ω). 从而 u 在 Ω 上局部

Hölder 连续.

本文中的 c, C, 及带有下标或带有参数的 c, C 仅表示常数, 即使在同一不等式中出现, 也可以不

相同.设 x0 ∈ Rn, BR(x0)表示以 x0 为中心,半径为 R的球,在不强调中心的情况下,简记为 BR, |BR|
表示它的 Lebesgue 测度. 在不加特殊说明的情形下, 同一不等式中半径不同的球为同心球.

2 权函数及加权函数空间

定义 1 设 w(x) ∈ L1
loc(Rn) 为一非负函数 , 1 < p < ∞, 若

sup
BR⊂Rn

(
1

|BR|
∫

BR

w(x)dx

)(
1

|BR|
∫

BR

w(x)
−1

p−1 dx

)p−1

=: Cp < ∞,

则称权函数 w(x) 属于 Ap 类 (Muckenhoupt 类). 若对于任意的 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得对于每一个可

测集 E ⊂ BR, |E| < δ |BR|, 有 w(E) 6 εw(BR), 其中 w(E) =
∫

E
w(x)dx, 则称权函数 w(x) 属于 A∞

类.

注 1 Ap 类及 A∞ 类具有如下的性质：A∞ =
⋃

p>1 Ap; 对于 w(x) ∈ A∞, 总存在 K > 0, 使得

w(B2R) 6 Kw(BR), 即权函数 w(x) 具有二重性质 (参见文献 [10]).

本文对 (1.2) 中出现的权函数 w(x) 和 v(x), 要求函数 w(x) 和 z(x)= vp(x)
wp−1(x) 满足如下假定:

1. 权函数 w(x), z(x) 具有二重性质.

2. 加权 Poincaré 不等式和加权 Sobolev 不等式成立, 即存在 C > 0, k > 1, 使得对于任意的球

BR ⊂ Ω, f ∈ C1(BR), 有
(

1
z(BR)

∫

BR

∣∣∣∣f(y)− 1
z(BR)

∫

BR

f(x)z(x)dx

∣∣∣∣
kp

z(y)dy

) 1
kp

684
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6 CR

(
1

w(BR)

∫

BR

|Df(x)|p w(x)dx

) 1
p

; (2.1)

对于任意的 f ∈ C1
0 (BR), 有

(
1

z(BR)

∫

BR

|f(x)|kp
z(x)dx

) 1
kp

6 CR

(
1

w(BR)

∫

BR

|Df(x)|p w(x)dx

) 1
p

. (2.2)

注 2 若 w(x) = v(x) ∈ A2, 则假定 1、2 成立 (参见文献 [4]). 若 w(x) 6= v(x), w(x) ∈ Ap, z(x) =
vp(x)

wp−1(x) 具有二重性质, 且存在 q = kp > p, 使得对于所有的球心在 B2R 的球 BR, s ∈ (0, 1), 有

s

(
z(BsR)
z(BR)

) 1
q

6 C

(
w(BsR)
w(BR)

) 1
p

,

则 (2.1), (2.2) 也成立 (参见文献 [10, 13]).

注 3 对于 σ > 0, a ∈ BR(0), 存在正常数 c1, c2, 使得

c1R
n(R + |a|)σ 6

∫

BR(a)

|x|σ dx 6 c2R
n(R + |a|)σ, (2.3)

参见文献 [10]. 若令 w(x) = |x|σ, v(x) = |x|, σ ∈ (−n, min{n+p
p−1 , p− n}),则 w(x)及 v(x)在 B1(0)上满

足以上条件 1、2.

下面介绍弱解定义中用到的加权函数空间.

定义 2 我们用 H1,p(Ω, v, w) 表示 C1(Ω̄) 在如下范数

‖u‖1,p,Ω =
( ∫

Ω

n∑

i,j=1

aij(x)DiuDjudx +
∫

Ω

|u|p v(x)dx

) 1
p

下的完备化; 用 H1,p
0 (Ω, v, w) 表示 C1

0 (Ω) 在如下范数

‖u‖1,p,0,Ω =
( ∫

Ω

n∑

i,j=1

aij(x)DiuDjudx

) 1
p

下的完备化.

注 4 由 (1.2) 式易见,

∫

Ω

|Du|p w(x)dx +
∫

Ω

|u|p v(x)dx 6 ‖u‖p
1,p,Ω 6

∫

Ω

(|Du|p + |u|p)v(x)dx.

定义 3 如果 u ∈ H1,p(Ω, v, w), 且对于任意的 ϕ ∈ C∞0 (Ω), ϕ > 0, 有

∫

Ω

n∑

i,j=1

aij(x)DjuDiϕdx +
∫

Ω

bv(x) |Du|p−2
Duϕdx 6 0, (2.4)

则称 u 为方程 (1.1) 的弱下解. 如果 −u 为方程 (1.1) 的弱下解, 则称 u 为方程 (1.1) 的弱上解. 如果

u 既为方程 (1.1) 的弱下解, 又为方程 (1.1) 的弱上解, 则称 u 为方程 (1.1) 的弱解.
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3 弱解的局部有界性

引理 1 设 u 为方程 (1.1) 在 Ω 上的弱下解, 则对于满足条件 z(BR)
w(BR) 6 C1 的任意 BR ⊂ Ω,

0 < α < β < 1, 有

sup
BαR

u 6 C(n, α, β, C1)
(

1
z(BβR)

∫

BβR

∣∣u+
∣∣p z(x)dx

) 1
p

, (3.1)

sup
BαR

u 6 C(n, α, β, C1)
(

1
z(BβR)

∫

BβR

∣∣u+
∣∣kp

z(x)dx

) 1
kp

, (3.2)

其中 u+(x) = max{u(x), 0}, k 为不等式 (2.1) 和不等式 (2.2) 中的常数.

证明 设 q > 1, 0 < N < ∞, 令

FN (u) =





(u+)q, u 6 N,

qN q−1u− (q − 1)Nq, u > N.

在 (2.4) 中取试验函数 ϕ(x) = ηp(x)FN (u), 其中 η > 0, η ∈ C∞0 (BR), 得

∫

Ω

n∑

i,j=1

aij(x)DjuηpF ′N (u)Diudx

6 −p

∫

Ω

n∑

i,j=1

aij(x)Djuηp−1DiηFN (u)dx−
∫

Ω

bv(x) |Du|p−2
Duηp(x)FN (u)dx. (3.3)

由 (1.2) 的左端不等式知, (3.3) 式左端可估计为

∫

Ω

n∑

i,j=1

aij(x)DjuηpF ′N (u)Diudx >
∫

Ω

ηp|Du|pF ′N (u)w(x)dx. (3.4)

利用 (1.2) 的右端不等式、Cauchy 不等式、含 ε 的 Young 不等式, 并注意到 FN (u) 6 u+F ′N (u), 可将

(3.3) 式右端放大为

∣∣∣∣p
∫

Ω

n∑

i,j=1

aij(x)Djuηp−1DiηFN (u)dx +
∫

Ω

bv(x)|Du|p−2Duηp(x)FN (u)dx

∣∣∣∣

6 p

∫

Ω

n∑

i,j=1

ηp−1
√

aij(x)DjuDiu
√

aij(x)DjηDiηFN (u)dx

+ |b|
∫

Ω

|Du|p−1
ηp(x)FN (u)v(x)dx

6 p

∫

Ω

ηp−1|Du|p−1 |Dη|FN (u)v(x)dx + |b|
∫

Ω

|Du|p−1
ηp(x)u+F ′N (u)v(x)dx

6 p

∫

Ω

ηp−1|Du|p−1 |Dη|u+F ′N (u)w
p−1

p (x)w−
p−1

p (x)v(x)dx

+ |b|
∫

Ω

ηp−1 |Du|p−1
ηu+F ′N (u)w

p−1
p (x)w−

p−1
p (x)v(x)dx

6 ε

∫

Ω

ηp|Du|pF ′N (u)w(x)dx + C(ε, p)
∫

Ω

(|Dη|p + ηp)(u+)pF ′N (u)z(x)dx. (3.5)
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将不等式 (3.4), (3.5) 代入 (3.3), 则有
∫

Ω

ηp|Du|pF ′N (u)w(x)dx 6 C

∫

Ω

(|Dη|p + ηp)(u+)pF ′N (u)z(x)dx. (3.6)

令

GN (u) =
∫ u

0

|F ′N (t)| 1p dt =





q
1
p

p

p + q − 1
(u+)

p+q−1
p , u 6 N,

q
1
p N

q−1
p u, u > N,

则 (3.6) 可改写为
∫

Ω

ηp |DGN (u)|p w(x)dx 6 C

∫

Ω

(|Dη|p + ηp)
∣∣u+G′N (u)

∣∣p z(x)dx. (3.7)

注意到 GN (u) 6 u+G′N (u), 由不等式 (2.2) 及 (3.7), 有

(
1

z(BR)

∫

BR

|ηGN (u)|kp
z(x)dx

) 1
kp

6 CR

(
1

w(BR)

∫

BR

(|DηGN (u)|+ |ηDGN (u)|)pw(x)dx

) 1
p

6 CR

(
1

w(BR)

∫

BR

|DηGN (u)|p w(x)dx +
1

w(BR)

∫

BR

(|Dη|p + ηp)
∣∣u+G′N (u)

∣∣p z(x)dx

) 1
p

6 CR

(
z(BR)
w(BR)

) 1
p
(

1
z(BR)

∫

BR

(|Dη|p + ηp)
∣∣u+G′N (u)

∣∣p z(x)dx

) 1
p

.

设 0 < α < ρ < σ < β < 1, 取函数 η ∈ C∞0 (BR) 使得 supp η ⊂ BσR, 0 6 η 6 1, η ≡ 1 (x ∈ BρR),

|Dη| 6 C
(σ−ρ)R , 由权函数的二重性质, 上式可表示为

(
1

z(BρR)

∫

BρR

|GN (u)|kp
z(x)dx

) 1
kp

6 C(C1)
1
p

1
σ − ρ

(
1

z(BσR)

∫

BσR

∣∣u+G′N (u)
∣∣p z(x)dx

) 1
p

. (3.8)

令 l = p+q−1
p , 在上式中令 N →∞, 然后取 l 次方根, 得

(
1

z(BρR)

∫

BρR

∣∣u+
∣∣lkp

zdx

) 1
lkp

6
(

Cl

σ − ρ

) 1
l
(

1
z(BσR)

∫

BσR

∣∣u+
∣∣pl

z(x)dx

) 1
pl

. (3.9)

令 l = ki, σ = ρi = α + (β − α)i, ρ = ρi+1 以及

Ii =
(

1
z(BρiR)

∫

BρiR

∣∣u+
∣∣kip

z(x)dx

) 1
kip

,

i = 0, 1, 2, . . ., 则 (3.9) 式可写为

Ii+1 6
(

C

(
k

β − α

)i) 1
ki

Ii. (3.10)

将 (3.10) 连续迭代 i 次, 得

Ii+1 6 C
∑i

j=1
1

kj

(
k

β − α

)∑i
j=1

j

kj

I1
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= C
∑i

j=1
1

kj

(
k

β − α

)∑i
j=1

j

kj
(

1
z(BβR)

∫

BβR

∣∣u+
∣∣kp

z(x)dx

) 1
kp

.

从而有

sup
BαR

u 6 C(n, α, β, C1)
(

1
z(BβR)

∫

BβR

|u+|kpz(x)dx

) 1
kp

,

于是 (3.2) 得证. 类似地可得 (3.1).

注 5 若 −u 为方程的弱下解, 则将引理 1证明中函数 FN (u) 的参数 q > 1 修改为 q ∈ (−(p−
1), 0), 并对 FN (u) 作微小的修改, 仍可得到不等式 (3.9), 其中 l ∈ (0, p−1

p ). 这一点将在第 4 节用到.

当 u 为方程 (1.1) 在 Ω上的非负弱下解时, 我们在引理 1 的证明中放宽 q 的限制为 q > 0, 可知

(3.9) 对于 l > p−1
p 也成立, 于是有如下的结论:

推论 1 设 u 为方程 (1.1) 在 Ω 上的非负弱下解, 则对于满足条件 z(BR)
w(BR) 6 C1 的任意 BR ⊂

Ω, 0 < α < β < 1 和 γ > p− 1, 有

sup
BαR

u 6 C

(
1

z(BβR)

∫

BβR

uγz(x)dx

) 1
γ

.

4 弱解的 Hölder 连续性

引理 2 设 u 为方程 (1.1) 在 Ω 上的非负弱上解, 则对于满足条件 z(BR)
w(BR) 6 C1 的任意 BR ⊂ Ω,

0 < α < β < 1 有
1

infBαR
u

6 exp
(

C − 1
z(BβR)

∫

BβR

(log u)z(x)dx

)
.

证明 假定 u > ε > 0, 在方程 (1.1) 的弱上解定义中, 取试验函数 ϕ(x) = η(x)u−(p−1)(x), 其中

η > 0, η ∈ C∞0 (BR), 得

∫

Ω

n∑

i,j=1

aij(x)u−(p−1)DjuDiηdx− (p− 1)
∫

Ω

n∑

i,j=1

aij(x)ηu−pDjuDiudx

+
∫

Ω

bv(x) |Du|p−2
Duηu−(p−1)dx > 0.

令 g = log t
u , 其中 t 为待定常数, 由上式得

∫

Ω

n∑

i,j=1

aij(x)u−(p−2)DjgDiηdx + (p− 1)
∫

Ω

n∑

i,j=1

aij(x)ηu−(p−2)DjgDigdx

+
∫

Ω

bη |Dg|p−2
Dgv(x) 6 0.

从而有 ∫

Ω

n∑

i,j=1

aij(x)u−(p−2)DjgDiηdx +
∫

Ω

bη |Dg|p−2
Dgv(x)dx 6 0.

即 g 为方程 (1.1) 的弱下解. 于是由引理 1, 对于任意的 0 < α < β < 1, 有

sup
BαR

g 6 C

(
1

z(BβR)

∫

BβR

∣∣g+
∣∣p z(x)dx

) 1
p

. (4.1)
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在方程 (1.1) 弱上解的定义中, 重新取试验函数 ϕ(x) = ηp(x)u−(p−1)(x), 其中 η > 0, η ∈ C∞0 (BR), 类

似于 (3.6) 的证明, 可得
∫

Ω

ηpu−p |Du|p w(x)dx 6 c

∫

Ω

|Du|p−1ηp−1u−(p−1)(|Dη|+ η)v(x)dx

6 ε

∫

Ω

ηpu−p |Du|p w(x)dx + c

∫

Ω

(|Dη|+ η)pz(x)dx.

进而有 ∫

Ω

ηp |Dg|p w(x)dx 6 c

∫

Ω

(|Dη|+ η)pz(x)dx. (4.2)

现在令 η 满足 supp η ⊂ BR, 0 6 η 6 1, η ≡ 1(x ∈ BβR), |Dη| 6 c
(1−β)R , 则由 (4.2) 及权函数 z(x) 的二

重性质, 有 ∫

BβR

|Dg|p w(x)dx 6 c

Rp

∫

BβR

z(x)dx. (4.3)

取 t 使得 log t = 1
z(BβR)

∫
BβR

(log u)z(x)dx, 由不等式 (2.1), (4.3) 及权函数 z(x) 的二重性质, 得

(
1

z(BβR)

∫

BβR

|g|kp
z(x)dx

) 1
kp

6 cR

(
1

w(BβR)

∫

BβR

|Dg|p w(x)dx

) 1
p

6 c

(
1

w(BβR)

∫

BβR

z(x)dx

) 1
p

6 c

( |z(BβR)|
|w(BβR)|

) 1
p

. (4.4)

由 (4.1) 式, Hölder 不等式及 (4.4), 可得

log t + log
1

infBαR
u

= sup
BαR

g 6 c

(
1

z(BβR)

∫

BβR

∣∣g+
∣∣p zdx

) 1
p

6 c

(
1

z(BβR)

∫

BβR

∣∣g+
∣∣kp

zdx

) 1
kp

= C.

注意到 t 的取法, 即得结果.

引理 3 在引理 2 的条件下, 对于任意的 0 < γ < k(p− 1), 有

(
1

z(BαR)

∫

BαR

|u|γ z(x)dx

) 1
γ

6 exp
(

C +
1

z(BβR)

∫

BβR

(log u)z(x)dx

)
.

其中 k 为 (2.1) 和 (2.2) 不等式中的常数.

证明 假定 u > ε > 0. 令 f = (log u
t )+,其中常数 t如引理 2的证明所述,在方程 (1.1)的弱上解

定义中, 取试验函数 ϕ(x) = ηpu−(p−1)(f
pδ
2 + (pδ)

pδ
2 ), 其中 δ > 1, η > 0, η ∈ C∞0 (BR), 类似于 (3.6) 的

证明, 可得
∫

Ω

ηpu−p |Du|p
(

(p− 1)(f
pδ
2 + (pδ)

pδ
2 )− pδ

2
f

pδ
2 −1

)
w(x)dx

6
∫

Ω

(p |Dη|+ |b| η)ηp−1 |Du|p−1
u−(p−1)(f

pδ
2 + (pδ)

pδ
2 )v(x)dx.
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由 Young 不等式可知 pδ
2 f

pδ
2 −1 6 1

2 (f
pδ
2 + (pδ)

pδ
2 ), 注意到 Df = u−1Du, 有

∫

Ω

ηp |Df |p (f
pδ
2 + (pδ)

pδ
2 )w(x)dx 6 c

∫

Ω

|Dη + η|p (f
pδ
2 + (pδ)

pδ
2 )z(x)dx. (4.5)

Young 不等式还蕴含

f
p(δ−1)

2 6 f
pδ
2 + (pδ)

pδ
2 , f

pδ
2 + (pδ)

pδ
2 6 2(f

p(δ+1)
2 + (pδ)

pδ
2 ). (4.6)

令 q = δ+1
2 , 由不等式 (2.2), (4.5) 及 (4.6), 得

(
1

z(BR)

∫

BR

|ηfq|kp
z(x)dx

)1
kp

6 CR

(
1

w(BR)

∫

BR

(|Dη|p fpq + qpηpfp(q−1) |Df |p)w(x)dx

)1
p

= CR

(
1

w(BR)

∫

BR

(|Dη|p fpq + qpηpf
p(δ−1)

2 |Df |p)w(x)dx

)1
p

6 CR

(
1

w(BR)

∫

BR

(|Dη|p fpq + qpηp(f
pδ
2 + (pδ)

pδ
2 ) |Df |p)w(x)dx

)1
p

6 CR

(
1

w(BR)

∫

BR

|Dη|p fpqw(x)dx + qp 1
w(BR)

∫

BR

|Dη + η|p (f
pδ
2 + (pδ)

pδ
2 )z(x)dx

)1
p

6 CR

(
z(BR)
w(BR)

) 1
p
(

1
z(BR)

∫

BR

|Dη|p fpqz(x)dx +
1

z(BR)
qp

∫

BR

|Dη + η|p (f
p(δ+1)

2 + (pδ)
pδ
2 )z(x)dx

)1
p

6 CRq

(
z(BR)
w(BR)

) 1
p
(

1
z(BR)

∫

BR

|Dη + η|p fpqz(x)dx + (pδ)
pδ
2 sup

BR

|Dη + η|p
)1

p

. (4.7)

设 0 < α < τ < ρ < σ < β < 1, 取 η 使得 supp η ⊂ BσR, 0 6 η 6 1, η ≡ 1(x ∈ BρR), |Dη| 6 c
(σ−ρ)R , 对

(4.7) 的两边取 q 次方根, 由权函数 w(x), z(x) 的二重性质, 有
(

1
z(BρR)

∫

BρR

fkpqz(x)dx

) 1
kpq

6 C

(
q

σ − ρ

) 1
q
(

q +
(

1
z(BσR)

∫

BσR

fpqz(x)dx

) 1
pq

)
.

令 q = ki, ρ = ρi = α + 2−i(β − α), σ = σi = ρi + 2−i(β − α) = ρi−1, 则

(
1

z(BρiR)

∫

BρiR

fpki+1
z(x)dx

) 1
pki+1

6 (C(2k)i)
1

ki

(
ki +

1
z(Bρi−1R)

∫

Bρi−1R

fpki

z(x)dx

) 1
pki

,

i = 0, 1, 2, . . . 迭代上式, 得
(

1
z(BρiR)

∫

BρiR

fpki+1
z(x)dx

) 1
pki+1

6
i∑

j=1

Ckj
i∏

l=j

(C(2k)l)
1

kl

+
i∏

j=1

(C(2k)j)
1

kj

(
1

z(BβR)

∫

BβR

fpkz(x)dx

) 1
pk

.

从而, 对于任意的 q > pk,

(
1

z(BτR)

∫

BτR

fqz(x)dx

) 1
q

6 c2

(
q +

(
1

z(BβR)

∫

BβR

fpkz(x)dx

) 1
pk

)
.
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令 d = ( 1
z(BβR)

∫
BβR

fpkz(x)dx)
1

pk ),利用上式, es0f (其中 s0待定)的幂级数展开及 n充分大时的 Stirling

公式: n! ≈ √
2πn(n

e )n, 便有

1
z(BτR)

∫

BτR

sn
0fn

n!
z(x)dx 6 (c2s0)n

n!
(n + d)n 6 c3

(c2s0e)n

√
2πnnn

(n + d)n

6 c3
(c2s0e)n

√
2πn

(1 +
d

n
)n 6 c3

(c2s0e)n

√
2πn

ed.

取 s0 ∈ (0, 1
c2e ), 则

1
z(BτR)

∫

BτR

es0fz(x)dx =
1

z(BτR)

∫

BτR

∞∑
n=0

sn
0fn

n!
z(x)dx 6 c3

∞∑
n=0

(c2s0e)n

√
2πn

ed = c4e
d. (4.8)

由 (4.8), (4.4) 及 f 的定义, 可知

1
z(BτR)

∫

BτR

(
u

t
)s0z(x)dx 6 1

z(BτR)

∫

BτR

es0(log
u
t )+z(x)dx 6 c. (4.9)

注意到 −u为方程的弱下解,利用注 5可知,不等式 (3.9)对于 l ∈ (0, p−1
p )仍成立. 取 l0 = γ

pk , li = li−1
k ,

对不等式 (3.9)进行有限次的反向迭代,即将 (3.9)右端连续迭代有限次,可使得 pli 6 s0,从而由 (3.9),

Hölder 不等式及 (4.9), 有
(

1
z(BαR)

∫

BαR

uγz(x)dx

) 1
γ

6 c

(
1

z(BτR)

∫

BτR

us0z(x)dx

) 1
s0

6 ct = exp
(

C +
1

z(BβR)

∫

BβR

(log u)z(x)dx

)
.

结论得证.

注 6 当 1 6 p < 2 时, 引理 3 证明中的不等式 pδ
2 f

pδ
2 −1 6 1

2 (f
pδ
2 + (pδ)

pδ
2 ) 不能由 Young 不等

式得到, 故而本文只考虑 p > 2 的情形.

推论 2 在引理 3 的条件下, 有
(

1
z(BβR)

∫

BβR

|u|γ z(x)dx

) 1
γ

6 C(n, α, β, γ, C1) inf
αR

u.

证明 将引理 2 和引理 3 结合在一起, 即得结论.

定理 1 的证明 将推论 1 和推论 2 结合, 即证.

引理 4[2] 设 ω(R) 为定义在 [0, R0] 上的非负非减函数. 若存在 0 < θ, η < 1, 0 < α 6 1,K > 0,

使得对于任意的 0 6 R 6 R0, 有

ω(θR) 6 ηω(R) + KRα,

则存在 0 < β 6 α, C > 0, 使得

ω(R) 6 C

(
R

R0

)β

[ω(R0) + KRα
0 ].

定理 2 的证明 设 M(R) = supBR
u,m(R) = infBR

u, ω(R) = M(R) −m(R), 其中 0 < R < dx.

令 ū = u−m(R), 则 ū 为如下方程

−
n∑

i=1

Di(Aij(x, ū + m(R), Dū)Dj ū) + bv(x) |Dū|p−2
Dū = 0
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的非负弱解, 且对任意的 ξ ∈ Rn, 有

|Dū|p−2|ξ|2w(x) 6
n∑

i,j=1

Aij(x, ū + m(R), Dū)ξiξj 6 |Dū|p−2|ξ|2v(x).

由定理 1, 我们有 M(αR)−m(R) 6 C(m(αR)−m(R)). 从而

ω(αR) = M(αR)−m(αR) 6 M(αR)−
[
m(R) +

1
C

(M(αR)−m(R))
]

6
(

1− 1
C

)
(M(R)−m(R) =

(
1− 1

C

)
ω(R).

由引理 4, 即得结果.
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Hölder continuity of weak solutions for degenerate quasilinear

elliptic equations with different weights
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Abstract We study a class of degenerate quasilinear elliptic equations with coefficients depending on two

different weights. Using weighted Sobolev inequality, weighted Poincaré inequality and Moser’s iteration technique,

we obtain Harnack inequalities for nonnegative weak solutions. As a consequence, we prove Hölder continuity of

weak solutions.
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