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摘要    为了节省系统中信号处理的运算量和存储量, 常需要对信号进行抽样率

转换. 分数阶 Fourier 变换是分析非平稳信号的有力工具, 它已在雷达、通信、电

子对抗、信息内容安全等领域得到广泛的应用. 文中从分数阶 Fourier 域的采样定

理出发, 定义了分数阶 Fourier 域的数字频率, 推导了非平稳信号经抽取和内插之

后分数阶 Fourier 谱的表达式, 并设计了分数阶 Fourier 域的去镜像和抗混叠滤波

器, 进而总结出了非平稳信号经过有理数倍抽样率转换之后其分数阶 Fourier 谱

的变化规律, 最后导出了抽取和内插在分数阶 Fourier 域内的恒等关系. 此研究成

果为基于分数阶 Fourier 变换的多抽样信号处理理论体系奠定了基础. 仿真实验

验证了所提理论的正确性.  

关键词    抽取  内插  抽样率转换  分数阶 Fourier 变换  分数阶 Fourier 域数 

字频率 

随着信号处理技术的飞速发展和信息处理系统性能要求的提高, 现代信息处理系统中参

数检测和估计问题已由正弦波信号的检测和估计问题发展到多分量线性调频信号的检测和估

计问题, 例如 SAR 成像处理、扫频干扰抑制与识别、导弹脱靶量测量等问题. 传统的基于正

弦基分解的 Fourier 变换由于其在时频定位和分辨率上的局限性已不能适应现代信息处理系统

中 chirp 信号的检测和估计要求. 因此, 这就需要寻找新的理论工具来解决工程实践问题.  
分数阶Fourier变换的概念早在 1929年即被提出 [1], 在 20世纪 80年代应用于光学领域, 从

90 年代起成为信号处理领域的研究热点之一. 分数阶Fourier变换是Fourier变换的广义形式, 
它在统一的时频域上进行信号处理, 因此它相对于传统的Fourier变换灵活性更强, 适于进行

非平稳信号的处理 [2,3]. 而且信号的分数阶Fourier变换可以理解为将信号分解到一系列同一调

频率不同起始频率的chirp基上, 因此分数阶Fourier变换也是针对多分量chirp信号检测和参数

估计的合适工具 [4,5]. 近年来, 出现了许多基于分数阶Fourier变换的信号处理方法, 并已经在

信号分析与重构、信号检测与参数估计、变换域滤波、语音分析、图象处理、神经网络、模
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式识别、阵列信号处理和雷达、通信、声纳中得到了广泛的应用 [5~12]. 但目前的研究工作主要

集中在均匀、单一采样率的情况下对非平稳信号进行分析.  
随着数字信号处理的迅速发展, 信息系统中信号的处理、编码、传输和存储等工作量越来

越大. 为了节省计算工作量及存储空间, 在一个信号处理系统中常常需要不同的抽样率及其

相互之间的转换. 在这种情况下, 多抽样率信号处理理论产生并发展起来, 目前该理论在传统

的Fourier变换理论中都已经有较深入的研究, 并且针对平稳信号取得了较好的效果, 但是对

于非平稳信号, 没有好的解决方法, 因此迫切的需要将多抽样率信号处理理论推广到分数阶

Fourier域. 信号抽样率转换理论是多抽样率信号处理理论的基础, 抽取和内插是信号抽样率

转换的两个基本操作, 使信号抽样率降低的转换, 称为抽取; 反之, 使信号抽样率升高的转换, 
称为内插. 传统的信号抽样率转换分析是在频域(Fourier域)中完成的, 主要解决如何选择抽取

的倍数以避免造成信号频谱的混叠以及信号在内插之后如何去除多余的镜像等问题 [13,14]. 本
文所研究的抽样率转换的分数阶Fourier域分析问题 , 是多抽样率信号处理理论在分数阶

Fourier域中应用的基础.  
首先, 简要地介绍了分数阶 Fourier 域的采样定理和离散时间分数阶 Fourier 变换(DTFRT)

的基本定义, 并由此定义了分数阶 Fourier 域的数字频率, 之后推导了非平稳信号经抽取和内

插之后分数阶 Fourier 谱的表达式, 并讨论了分数阶 Fourier 域的抗镜像和抗混叠滤波器的设计

方法, 进而总结出了非平稳信号经有理数倍抽样率转换之后其分数阶 Fourier 谱的变化规律. 
最后, 使用分数阶 Fourier 域的数字频率导出了抽取和内插在分数阶 Fourier 域内的恒等关系. 
仿真实验验证了所提理论的正确性. 本文的成果不仅能丰富分数阶 Fourier 变换的理论体系, 
而且也能为基于分数阶 Fourier 变换的多抽样信号处理理论的研究奠定基础.  

1  离散时间分数阶 Fourier 变换 

1.1  分数阶 Fourier 变换 

分数阶 Fourier变换(FRFT)是近年来出现的一种新的时频工具, 它是 Fourier变换的一种广

义形式. 信号的 FRFT 是信号在时频平面内坐标轴绕原点逆时针旋转任意角度后的表示方法, 
而当这个旋转角度为π /2 时, 这个表示则为传统的 Fourier 变换.  

信号 ( )x t 的FRFT定义为 [3,4] 

 ( )( ) { [ ( )]} ( ) ( , )d ,p p pX u F x t u x t K u t t
+∞

−∞
= = ∫  (1a)  

其中 ,  2 / πp α= 为分数阶 Fourier 变换的阶次, α 为分数阶 Fourier 域与时域的夹角, [ ]pF 为

分数阶 Fourier 变换算子, ( , )pK u t 为 FRFT 的变换核, 其定义为 

 
( )

2 21 jcot exp j cot j csc . π;
2π 2

( , ) ( ), 2 π;
( ), 2 1 π.

p

t u ut n

K u t t u n
t u n

α α α α

δ α
δ α

⎧ ⎛ ⎞− +
− ≠⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎨

= − =⎪
⎪ + = ±⎩

 (1b)  

FRFT 的逆变换为 

 ( ) { [ ( )]}( ) ( ) ( , )d .p p p px t F X u u X u K t u u
+∞

− −−∞
= = ∫  (2)  
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1.2  分数阶 Fourier 变换域采样定理 

对于模拟信号 ( )x t , 它被一脉冲串以采样周期 tΔ 均匀采样后, 其采样信号为 

 s ( ) ( ) ( ).
n

x t x t t n tδ
+∞

=−∞
= − ⋅Δ∑  (3) 

根据文献 [15]可以知道, s ( )x t 的 p 阶分数阶Fourier变换为 

 

2 2

2
2

j jcot cot
2 2

s

j 2πsinj cotcot 22

1 2π sin[ ( )] e ( )e

1 2π sine e .

u u
p p

n

u nu t
p

n

F x t X u u n
t t

X u n
t t

α α

α αα

αδ

α

+∞−

=−∞

⎛ ⎞+∞ − −⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

=−∞

⎡ ⎤⎛ ⎞= ∗ −⎢ ⎥⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

⎛ ⎞⎢ ⎥= −⎜ ⎟⎢ ⎥Δ Δ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑
 (4) 

其中, ( )pX u 为 ( )x t 的 p 阶分数阶Fourier谱 [15].  

在 p 阶分数阶Fourier域中, chirp周期(chirp period)被定义为 [16] 

 
2 21 1j cot ( ) j cot

2 2( )e ( )e ,
pu u up

p pX u u X u
α α− −Δ −

− Δ =  (5) 

其中 

 2π | sin |pu
t
α

Δ =
Δ

 (6) 

为 chirp 周期长度. 由(5)式可以进一步有 

 
1j cot (2 )
2( ) ( )e .

p pu u up
p pX u X u u

α⋅Δ ⋅ −Δ
= − Δ  

由上式可以看出, 信号以 chirp 周期移位后, 幅值不变, 幅角呈线性变化.  
因此, 综合公式(4)和(5)可以发现, 模拟信号 ( )x t 被一脉冲串以采样周期 tΔ 均匀采样后, 

其 p 阶分数阶 Fourier 谱是将 ( )x t 的分数阶 Fourier 谱以 chirp 周期 puΔ 延拓而得. 当 π / 2α = , 

即 1p = 时, (4)式即转变采样定理为传统的 Fourier 域中的表现形式 

 1 s 1
1 2π[ ( )] .

n
F x t X u n

t t

+∞

=−∞

⎛ ⎞= −⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠
∑  

(4)式给出了原始信号分数阶 Fourier 谱与采样信号分数阶 Fourier 谱之间的关系, 根据(4)
式, 图 1 以 FRFT 域上的低通信号为例给出了信号时域采样过程对 FRFT 域的影响. 可以看到

信号在时域采样相当于信号分数阶 Fourier 谱以 chirp 周期延拓而得, 即信号分数阶 Fourier 谱
的幅值进行周期复制, 角度进行线性变化. 

1.3  离散时间分数阶 Fourier 变换 

由于在实际应用中处理的大多是由模拟信号采样而得的离散信号, 因此需要使用离散时

间分数阶Fourier变换, 其定义为 [16] 

 2 2 21 1j cot j csc j cot
2 2

( ) [ ( )]

1 jcot e ( )e ,
2π

p p

u u n t n t

n

X u F x n

x n
α α αα +∞⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅Δ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅Δ

=−∞

=

−
= ⋅ ∑

 (7) 
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图 1  时域采样对 FRFT 域的影响 

(a) 连续时间信号 x(t); (b) x(t)的分数阶 Fourier变换Xp(u); (c) x(t)均匀采样得到的信号 xs(t); (d) xs(t)的分数阶Fourier变换Xsp(u) 

 
其中, 2 / πp α= 表示离散时间分数阶 Fourier 变换的阶次, tΔ 为连续信号的采样间隔. 因为信

号 x(n) 的 p 阶 DTFRT ( )pX u 是将原连续信号 ( )x t 的 p 阶分数阶 Fourier 谱 ( )pX u 以 chirp 周期

2π sin / tα Δ 延拓后而得, 所以相应的 p 阶离散时间分数阶 Fourier 反变换为  

 
2 2 2

j cot j csc
21 jcot( ) ( )e d .

2π p

n t u u n t
p

u

x n t X u u
α αα Δ +

− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅Δ ⋅+
= Δ ⋅ ⋅ ∫  (8) 

其中 , pu 表示宽度为 2π sin / tα Δ 的积分区间 , 在本文中 , pu 定义为 [ π sin / ,  tα− Δ  

πsin / ]tα Δ .  

由于分数阶 Fourier 域的旋转角度都是以 2π为周期, 并且当 2 0p− < < 时, 根据分数阶

Fourier 变换的阶数可加性, 有 
 2 2[ ( )] [ ( )] [ ]( ),   2.p p qF x n F F x n F x u q p− += = − = +其中  

所以, 在本文中取 (0,π)α ∈ , 即 (0, 2)p∈ .  

1.4  分数阶 Fourier 域的数字频率 

为了对问题做进一步分析, 在这里引入变量ω , 其表达式为 
 ,u tω = ⋅Δ  (9) 

即 
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 u
t
ω

=
Δ

,  (10) 

其中, tΔ 为信号在时域的采样周期. 将(10)式代入到(4)式中有 

 

2 2

2 2

2 2

s

j j 2πsincot cot
2 2

j j ( 2π sin )cot cot
2 2

( ) [ ( )]

1 2π sine e

1 2π sine e .

p p

n
t t t

p
n

n
t t

p
n

X F x t

X n
t t t

nX
t t

ω ω αα α

ω ω αα α

ω

ω α

ω α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+∞ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=−∞

− ⋅ ⋅+∞ −
Δ Δ

=−∞

=

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥= −⎜ ⎟⎢ ⎥Δ Δ Δ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤− ⋅ ⋅⎛ ⎞⎢ ⎥= ⎜ ⎟⎢ ⎥Δ Δ⎝ ⎠
⎣ ⎦

∑

∑

 (11) 

当
π
2

α = , 即 1p = 时, (11)式则转换为 

 1 1
1 2π( ) .

n

nX X
t t

ωω
+∞

=−∞

− ⋅⎛ ⎞= ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠
∑  (12) 

可以发现, (12)式为连续信号 ( )x t 在 Fourier 域中的模拟频率谱与其采样序列在 Fourier 域中的

数字频率谱的关系. 另外, 结合(5)和(12)式可以发现, ( )pX ω 是将 ( )pX ω 以归一化的 chirp 周

期 2πsinα 延拓而得.  
由此, 仿照Fourier域中数字频率的定义形式 [17], 可以将ω 定义为分数阶Fourier域中的数

字频率, 并将 2π sinα 定义为分数阶Fourier域数字频率周期, 仿照(5)式chirp周期的定义, 分数

阶Fourier域数字频率周期 pωΔ 有如下性质: 

 

22

2 2

( )1 1jcot jcot
2 2( )e ( )e ,

p

t t
p p pH H

ω ωωα α
ω ω ω

−Δ
− ⋅ − ⋅

Δ Δ= − Δ  

即 

 2

(2 )1j cot
2( ) ( )e ,

p p

t
p p pH H

ω ω ω
α

ω ω ω
Δ −Δ

⋅ ⋅
Δ= − Δ  

也是就说 

 2
πsinj 2πcos

( ) ( 2π sin )e .t
p pH H

ω αα
ω ω α

−
⋅ ⋅

Δ= −  (13) 

那么(8)式所示的采样序列 ( )x n 的分数阶 Fourier 谱在分数阶 Fourier 域数字频率轴上表示为 

 

2
2 2

2
1 1j cot j csc j cot
2 21 jcot( ) e ( )e .

2π
n n t

t
p

n
X x n

ωα ω α ααω
+∞⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅Δ

Δ

=−∞

−
= ⋅ ∑  (14a) 

那么, 其相应的 p 阶离散时间分数阶 Fourier 反变换可以定义为 

 
2 2 2( / )j cot j cscπsin 2

πsin

1 jcot( ) ( )e d .
2π

n t t n
px n X

ω α ω αα

α

α ω ω
Δ + Δ

− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅

−

+
= ⋅ ∫  (14b) 

可以发现, 当 π / 2α = , 即 1p = 时, (14a)和(14b)式即变为传统 Fourier 域中的数字频率谱

表现形式: 
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 j
1

1( ) ( )e ,
2π

n

n
X x n ωω

+∞
− ⋅ ⋅

=−∞
= ∑  

 
π j

1π

1( ) ( )e d .
2π

nx n X ωω ω⋅ ⋅
−

= ⋅ ∫  

分数阶 Fourier 域数字频率的提出, 为后续的抽样率转换的分数阶 Fourier 域分析、抽取和

内插的恒等关系以及分数阶 Fourier 域滤波器组研究提供了有力的工具.  

2  L 倍抽样率转换 
由(8)式可以发现, 对一个时域抽样间隔为 tΔ 序列 ( )x n 的 DTFRT 可以分解成三步进行:  

1) 乘以调频率为 cotα , 以 tΔ 为采样间隔的 chirp 信号序列, 即
2 21 j cot

2( ) ( )e
n t

g n x n
α⋅ ⋅ ⋅Δ

= ;  

2) 对 ( )g n 做离散时间 Fourier 变换, 即 ( ) ( csc )u G u αΨ = ⋅ ;  

3) 对 ( )uΨ 进行相位调制, 即
21 j cot

21 jcot( ) e ( ).
2π

u
pX u u

αα ⋅ ⋅−
= ⋅ ⋅Ψ   

可以发现, 一个离散序列的 DTFRT 不仅与序列本身有关, 还与其时域抽样间隔有关. 也
就是说, 对信号 ( )x n 进行抽样率转换的分数阶 Fourier 域分析时, 不仅要考虑到 ( )x n 序列在数

值上的变化, 同时还要考虑信号 ( )x n 经抽取和内插之后其时域抽样率的变化. 下面, 就从抽样

率变换的两个基本操作——抽取和内插的分数阶 Fourier 域分析入手, 研究抽样率转换的分数

阶 Fourier 域分析.  
本文所要分析的信号 ( )x n 均由在分数阶 Fourier 域带宽有限的非平稳信号 ( )x t 采样得到, 

其 p 阶分数阶 Fourier 谱的截止频率为 p
cu , 时域采样周期为 xtΔ .  

2.1  内插 

对于抽样周期为 xtΔ 的信号 ( )x n , 如果希望它的抽样率增加 L 倍, 最简单的方法就是在

( )x n 每两个点之间补 L−1 个 0, 也就是进行 L 倍的内插. 信号 ( )x n 进行 L 倍内插之后的数学表

达式为 

 
, , ;

( )
0,

nx n Lk k
y n L

⎧ ⎛ ⎞ = ∈⎪ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎨
⎪⎩ 其他,

Z
 (15) 

( )y n 的抽样周期为 

 / .y xt t LΔ = Δ  (16) 

相应地, ( )y n 在 p 阶分数阶 Fourier 域的重复周期 p
yuΔ 变为 

 .p p
y xu L uΔ = ⋅Δ  (17) 

由此, 可以根据(14a)式求出 ( )y n 的 p 阶 DTFRT 为 
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2

2 2
1 1j cot j csc j cot2 2

( ) [ ( )]

1 jcot e ( )e .
2π

yy

p p

n n tt

n

Y F y n

y n
ωα ω α α

ω

α
⎛ ⎞

⋅ ⋅⎜ ⎟ +∞ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅Δ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

=−∞

=

−
= ⋅ ∑

 (18) 

根据(15)和(16)式, 可以将(18)式进一步化为 

 

2

2 2

2

2 2

1 1j cot j ( ) csc j cot ( )2 2

1 1j cot j ( ) csc j cot2 2

1 jcot( ) e ( )e
2π

1 jcot e ( )e
2π

( ).

yy

xx

L k L k tt
p

k

L
L k k tt

k

p

Y y L k

x k

X L

ωα ω α α

ωα ω α α

αω

α

ω

⎛ ⎞
⋅ ⋅⎜ ⎟ +∞ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅Δ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

=−∞

⎛ ⎞
⋅ ⋅ +∞⎜ ⎟ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ΔΔ⎝ ⎠

=−∞

−
= ⋅ ⋅

−
= ⋅

=

∑

∑  (19) 

从(17)和(19)式可以看出, 信号 ( )x n 经过 L 倍的内插之后, ( )pX ω 的带宽压缩了 L 倍, 并

且增加了 1L − 个镜像, 因此在 π sin ~ π sinα α− 内, ( )pY ω 包含了 L 个 ( )pX ω 的压缩样本. 但

是 ( )y n 的分数阶 Fourier 谱相对于 ( )x n 的分数阶 Fourier 谱并没有发生改变, 只是它的 chirp 周

期变为了原来的 L 倍, 这一点与频域的内插是很相像的.  

2.2  L 倍抽样率转换 

由 2.1 中的分析可以知道, 为实现信号 L 倍抽样率的转换, 必须在信号内插之后经过一相

应分数阶 Fourier 域的低通滤波器以滤除掉多余的镜像, 该低通滤波器在分数阶 Fourier 域的传

递函数为 

 

2

2
1j cot
2 π sine , | | ,( )

0,

t
p

cH L

ωα αωω
Δ

⎧
⎪ ⋅= ⎨
⎪
⎩ 其他.

≤  (20) 

其中, ω 为分数阶 Fourier 域的数字频率. 由此, 可以得出信号进行 L 倍抽样率转换的系统框

图(见图 2). 

 
 

图 2  L 倍抽样率转换系统图 
  

在图2所示系统中, ( )y n 与去镜像滤波器做分数阶卷积运算, 根据分数阶卷积理论 [18], 系统输

出 ( )Lx n 可以在分数阶Fourier域表示为 

 

2
1j cot
2( ) e ( ) ( ).ytL

p p pX Y H
ωα

ω ω ω

⎛ ⎞
− ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟Δ⎝ ⎠=  (21) 

由(14b)式可以得出输出信号的时域表示为 
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2
2 2

j cot j csc
2

πsin ,πsin

1 jcot( ) ( )e d .
2π

y
y

n t
t

nL L
px n X

ω

α ω α

α α

α ω ω

⎛ ⎞
Δ +⎜ ⎟⎜ ⎟Δ⎝ ⎠− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅

−

+
= ⋅ ∫  (22)  

将(16)、(19) ~ (21)式代入(22)式中有 

 

22
2

j cot j csc
2

πsin πsin,

1 jcot( ) ( )e d .
2π

x

x

t Ln
L t

nL
p

L L

x n c X L

ω

α ω α

α α

α ω ω

⎛ ⎞Δ⎛ ⎞ +⎜ ⎟⎜ ⎟ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅

−

+
= ⋅ ⋅ ∫  (23) 

为确定滤波器 ( )pH u 的幅值 c , 取(23)式中 n 为 0 有 

 

2
1j cot
2

πsin πsin,

1 1 jcot(0) ( )e d 
2π

(0).

x

L
tL

p

L L

x c X L L
L

c x
L

ω α

α α

α ω ω
⎛ ⎞

− ⋅ ⋅⎜ ⎟
Δ⎝ ⎠

−

+
= ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅

∫
 (24) 

为了保证内插后原信号点的幅值不变, 即 (0) (0)Lx x= , 取 c L= . 因此, 可以将(20)式重新写

为 

 

2

2
1j cot
2 π sine , | | ;( )

0,

t
p

LH L

ωα αωω
Δ

⎧
⎪ ⋅= ⎨
⎪
⎩ 其他.

≤  (25) 

L 倍抽样率转换的仿真实现过程见第 6 节仿真分析部分.  

3  1/M 倍抽样率转换 

3.1  抽取 

对于抽样周期为 xtΔ 的信号 ( )x n , 如果希望它的抽样率减小为原来的 M 倍, 那么最简单

的方法就是将 ( )x n 中每 M 个点抽取一个, 依次组成一个新序列 ( )y n . 因此, 抽取在时域的数

学表达式为 
 ( ) ( )y n x M n= ⋅ . (26) 

( )y n 的抽样周期为 

 y xt M tΔ = ⋅Δ . (27) 

相应地, ( )y n 在分数阶 Fourier 域的重复周期 p
yuΔ 变为 

 .
p

p x
y

u
u

M
Δ

Δ =  (28) 

进而结合(26)式, 可以根据(14a)式求出 ( )y n 的 DTFRT 为 
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2

2 2

2

2 2

1 1j cot j csc j cot2 2

1 1j cot j csc j cot2 2

( ) [ ( )]

1 jcot e ( )e
2π

1 jcot e ( )e .
2π

yy

yy

p p

n n tt

n

n n tt

n

Y F y n

y n

x M n

ωα ω α α

ωα ω α α

ω

α

α

⎛ ⎞
⋅ ⋅⎜ ⎟ +∞ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅Δ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

=−∞

⎛ ⎞
⋅ ⋅⎜ ⎟ +∞ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅Δ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

=−∞

=

−
= ⋅

−
= ⋅ ⋅

∑

∑

 (29) 

在这里, 为了分析方便, 引入辅助函数 

 ( ) ( ).
k

r n n k Mδ
+∞

=−∞
= − ⋅∑  (30) 

( )r n 为一脉冲序列, 它在 M 的整数倍处的值为 1, 其余为 0, 其在时域的采样间隔为 tΔ , 那么 

 ( ) ( ) ( ).x M n x n r n⋅ = ⋅  (31) 

将(27)和(31)式代入(29)式可以得出 

 

2
2 21 1j cot j csc j cot2 21 jcot( ) e ( ) ( ) e .

2π
x

x
n n tM t M

p
n

Y x n r n
ω ωα α ααω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⋅ +∞⎜ ⎟ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅Δ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=−∞

−
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑  (32) 

根据 Poisson summation formula, 可以将(30)式进一步写为 

 
2π1 j

0

1( ) e .
M n k

M

k
r n

M

− ⋅ ⋅ ⋅

=
= ⋅ ∑  (33) 

将(33)式代入(32)式中, 交换式中的求和顺序, 根据(14a)式 DTFRT 的定义进而有 

 

2
2 2

2
2

1 12πj cot 1 j csc j cotj2 2

0

1 2 π sin 1j cot j csc j cot2 2

1 jcot 1( ) e ( ) e e
2π

1 1 jcot e ( ) e
2π

x
x

x

M n n tn kM t MM
p

n k

k a n nM t M

Y x n
M

x n
M

ω ωα α α

ω ωα α α

αω

α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⋅ +∞ −⎜ ⎟ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅Δ⋅ ⋅ ⋅ ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=−∞ =

⎛ ⎞ − ⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞⋅ ⋅⎜ ⎟ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞− ⎜ ⎟= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
= ⋅ ⋅ ⋅

∑ ∑

2

2 2

2
2 2

1

0

1 2 π sinj cot1 2

0

1 2 π sin 2 π sin 1j cot j csc j cot2 2

j c

1 1 jcot e
2π

  ( )e e

1 e

x

x x

x x
x

M t

k n

k a
M M t M t

k

k a k a n t n tM t M

n

M

x n

M

ω ωα

ω ωα α α

α

− +∞ Δ

= =−∞

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⋅ ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− Δ Δ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

=

⎛ ⎞− ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞⋅ ⋅+∞ ⎜ ⎟ − ⋅ ⋅ ⋅Δ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅Δ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=−∞

⋅

−
= ⋅ ⋅

⋅ ⋅

= ⋅

∑ ∑

∑

∑

2
2 π( π sin )os1

( )

0

2π sin .x

k k a
M

M t
p

k

k aX
M

ωα ω
− ⋅ ⋅

⋅−
Δ

=

− ⋅⎛ ⎞⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

 (34) 

可以发现, 当 π / 2α = , 即 1p = 时, (34)式可以化为 

 
1

1 1
0

1 2 π( ) .
M

k

kY X
M M

ωω
−

=

− ⋅ ⋅⎛ ⎞= ⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (35) 

上式即为抽取在传统的 Fourier 域中的形式.  

从(28)和(34)式可以看出, 信号 ( )x n 经过 M 倍的抽取之后, ( )pX ω 的幅值变为原来的 1/M, 
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带宽扩展了 M 倍, 并做 k ( 1,2, , 1k M= − )倍分数阶 Fourier 域数字频率周期( 2π sinpω αΔ = ⋅ )

移位后进行叠加, 因此在 π sin ~ (2 1)π sinMα α− − 内, ( )pY ω 包含了 M 个 ( )pX ω 的扩展样本, 

即信号分数阶 Fourier 谱的 chirp 周期变为了原来的 1/M, 并在分数阶 Fourier 域 u 轴上做

k ( 1,2, , 1k M= − )倍 chirp 周期( /p p
xu u MΔ = Δ )移位后进行叠加.  

3.2  1/M 倍抽样率转换 

由 2.1中的分析可以发现, 进行信号 1/M倍抽样率转换时, M 值的大小并不是可以随意改

变的. 设 p
cu 为信号在 p 阶分数阶 Fourier 域的截止频率, p

cω 为信号在 p 阶分数阶 Fourier 域数

字频率轴上的截止频率, 由(28)式可以发现, 当 

 2
p

p px
y c

u
u u

M
Δ

Δ = ≤ , 即
2

p
x
p
c

u
M

u
Δ

≥  (36) 

时, 也就是说, 在分数阶 Fourier 域数字频率轴上 

 2π sin π sin ,
2 p p

c c
M α α

ω ω
=≥  (37) 

对 ( )x n 的 M 倍抽取将带来频谱的混叠. 因此, 为了抵抗混叠带来的影响, 在抽取之前, 必须

对 ( )x n 进行相应分数阶 Fourier 域的低通滤波, 其在分数阶 Fourier 域的传递函数为 

 

2

2
1j cot
2 π sine , | | ;( )

0, .

t
pH M

ωα αωω
Δ

⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩ 其他

≤  (38) 

由此, 可以得出信号进行 1/M 倍抽样率转换的系统框图见图 3, 其中, ( )x n 与抗混叠滤波器做

分数阶卷积运算. 1/M 倍抽样率转换的仿真实现过程见第 6 节仿真分析部分. 

 

图 3  1/M 倍抽样率转换系统图 

4  L/M 倍抽样率转换 
在实际应用中, 常需要对信号 ( )x n 进行 L/M 倍抽样率的转换, 前面所讨论的 L 倍抽样率

转换以及 1/M 倍抽样率转换只是 L/M 倍抽样率转换在 1M = 和 1L = 时的特例. L/M 倍抽样率 
转换可以由 L 倍抽样率转换以及1/M倍抽样率转换两步完成. 但是, 由于抽取使 ( )x n 的数据量

减少, 造成信息的丢失, 因此对 ( )x n 进行 L/M 倍抽样率转换时, 应先进行 L 倍抽样率转换, 再

进行 1/M 倍抽样率转换, 由此可以得出 ( )x n 的 L/M 倍抽样率转换的系统框见图 3, 其中, ( )u n

与滤波器 ( )pH ω 做分数阶卷积运算. 结合(25)和(38)式可以知道 , 图 4 中滤波器在分数阶

Fourier 域的传递函数 ( )pH ω 为 

 

图 4  L/M 倍抽样率转换系统图 
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2

2
1j cot
2 π sin π sine , | | min , ;( )

0, .

t
p

LH L M

ωα α αωω
Δ

⎧
⎧ ⎫⎪ ⋅ ⎨ ⎬= ⎨ ⎩ ⎭

⎪
⎩ 其他

≤  (39) 

假设 ( )u n 和 ( )v n 的抽样周期为 utΔ , 那么 ( )y n 的抽样周期为 

 .y u x
Mt M t t
L

Δ = Δ = Δ  (40) 

相应地, ( )y n 在分数阶 Fourier 域的重复周期 p
yuΔ 变为 

 .
p

p x
y

u
u L

M
Δ

Δ = ⋅  (41) 

由(26)式, ( )y n 可以表示为 

 ( ) ( )y n v M n= ⋅ . (42) 

根据分数阶卷积定理, ( )v n 可以由 ( )u n 和 ( )h n 表示为 

 
2 2 2 2 2 21 1 1j cot j cot j cot ( )

2 2 2( ) e ( )e ( )e .u u un t k t n k t

k
v n A u k h n k

α α α
α

+∞− ⋅ Δ ⋅ Δ ⋅ − Δ

=−∞
= −∑  (43) 

其中, (1 jcot ) / 2πAα α= − . 由(15)式, ( )u n 可以表示为 

 
, , ;

( )
0,

nx n Lk k
u n L

⎧ ⎛ ⎞ = ∈⎪ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎨
⎪⎩ 其他.

Z
 (44) 

联合(42)~(44)式可以得出 

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 1j cot ( ) j cot j cot ( )
2 2 2

1 1 1j cot ( ) j cot j cot ( )
2 2 2

1 1j cot ( ) j cot ( )
2 2

( ) e ( )e ( )e

e e ( )e

e ( )e

u u u

u u u

u

Mn t k t Mn k t

k

Mn t k t Mn k t

k

Mn t Lk

y n A u k h Mn k

kA x h Mn k
L

A x k

α α α
α

α α α
α

α α
α

+∞− ⋅ Δ ⋅ Δ ⋅ − Δ

=−∞

+∞− ⋅ Δ ⋅ Δ ⋅ − Δ

=−∞

− ⋅ Δ ⋅ Δ

= −

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∑

∑
2 2 21j cot ( )

2( )e .u ut Mn Lk t

k
h Mn Lk

α+∞ ⋅ − Δ

=−∞
−∑

 (45) 

由于低通滤波器 ( )h n 是一个因果系统 , 因此 0Mn Lk− ≥ , 也就是说 / )k M L n≤( . 记 k =  

/Mn L m−⎢ ⎥⎣ ⎦ , p⎢ ⎥⎣ ⎦表示小于或等于 p 的最大整数. (45)式可以进一步写为 

 
( )

2 2

2 2 2 2

1j cot ( )
2

1 1j cot ( ) j cot ( )
2 2

( ) e

           e e .

u

u uL L

Mn t

Mn Mn mL t mL Mn t

L
m

y n A

Mnx m h mL Mn
L

α
α

α α

− ⋅ Δ

+∞ ⋅ − − Δ ⋅ + Δ

=−∞

=

⎛ ⎞⎢ ⎥× − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
∑

 (46) 

Lp 表示 p 对模 L 求余. (46)式给出了信号 L/M 倍抽样率的转换分数阶 Fourier 域分析的时域

表达式, 下面根据前面的结论可以求出信号 L/M 倍抽样率的转换后其分数阶 Fourier 谱变化的

表达式, 由(19)式和分数阶卷积定理可以知道 ( )v n 的 DTFRT 为 
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2 2
1 1j cot j cot
2 2 ( / )( ) ( ) ( )e ( ) ( )e

π sin π sin( ) | | min , ;
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u xt t L
p p p p p

p

V U H X L H
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ω ωα α
ω ω ω ω ω

α αω ω

− −
Δ Δ= =

⎧ ⎧ ⎫⋅⎪ ⎨ ⎬= ⎩ ⎭⎨
⎪⎩ 其他

≤
 (47) 

由(34)和(47)式可以得出 ( )y n 的 DTFRT 为 

2

2

2

2 π( π sin )j cos1
( )

0

2 π ( π sin )j cos1
( )

0

1 2π sin( ) e

( 2π sin ) π sine , | | min ,π sin ;

0 .

u

x

k k a
M

M t
p p

k

k L k a
M

M t
p

k

k aY V
M M

L L k a MX
M M L

ωα

ωα

ωω

ω αω α

− ⋅ ⋅
⋅ ⋅−

Δ

=

− ⋅ ⋅
⋅ ⋅−

Δ

=

− ⋅⎛ ⎞= ⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎧
− ⋅⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎪⎪ ⋅ ⎨ ⎬⎢ ⎥= ⎨ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

⎪
⎪⎩

∑

∑
， 其他

≤

 (48) 

由(41)和(48)式可以总结出信号经有理数倍抽样率转换之后其分数阶 Fourier 谱的变化规

律: 设 ( )x n 为 ( )x t 采样而得的序列, 它在 p 阶分数阶 Fourier 域数字频率轴上的截止频率为 p
cω , 

( )x n 经过 /L M 倍抽样率转换之后, 其分数阶 Fourier 谱的变换规律为： 

1) ( )pX ω 的幅值变为原先的 /L M 倍;  

2) 当  ( / ) π sin( π / 2)p
cM L pω < 时, 在分数阶 Fourier 域数字频率轴上, ( )pX ω 展宽为原来

的 /M L 倍, 当 ( / ) π sin( π / 2)p
cM L pω ≥ 时, ( )pX ω 的截止频率变为 π sin( π / 2)p ;  

3) 经过 1)和 2)变化后的信号分数阶 Fourier 谱再在相应的分数阶 Fourier 域数字频率轴上

做 k ( 1,2, , 1)k M= − 倍分数阶 Fourier 域数字频率周期( 2π sin( π / 2)p pωΔ = )移位后进行叠加.  

L/M 倍抽样率转换的仿真实现过程见第 6 节仿真分析部分.  

5  抽样率转换的恒等关系 
在实际工程中, 为使抽样率转换中所消耗的代价最小, 需要把乘法运算安排在低抽样率

的一端, 减少后续操作, 提高计算的效率, 这就需要寻找抽样率转换的恒等关系. 下面所示系

统中的卷积运算皆为分数阶卷积运算.  

5.1  内插的恒等关系 

在图 5(a)中, 根据分数阶卷积定理有 

 

2

2
1j cot
2( ) e ( ) ( ).yt

p p pY U H L
ωα

ω ω ω
− ⋅

Δ= ⋅  (49) 

根据(19)式信号内插的分数阶 Fourier 域分析, (49)式可以写为 

 

2
1j cot
2( ) e ( ) ( ).x

L
t

p p pY X L H L
ωα

ω ω ω
⎛ ⎞⋅

− ⋅⎜ ⎟
Δ⎝ ⎠= ⋅ ⋅  (50) 

在图 5(b)中, 根据分数阶卷积定理有 
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1j cot
2( ) e ( ) ( ).xt

p p pV X H
ωα

ω ω ω
⎛ ⎞
⋅⎜ ⎟
Δ⎝ ⎠=  (51) 

根据(19)式信号内插的分数阶 Fourier 域分析可以有 

 

2
1j cot
2( ) e ( ) ( ).x

L
t

p p pY X L H L
ωα

ω ω ω
⎛ ⎞⋅

− ⋅⎜ ⎟
Δ⎝ ⎠′ = ⋅ ⋅  (52) 

比较(50)和(52)式可以知道 ( ) ( )p pY Yω ω′ = , 那么可以得出如图 6 所示的 L 倍内插在分数阶

Fourier 域的恒等关系.  

 
图 5  L 倍内插 

 

 
图 6  L 倍内插的恒等关系 

5.2  抽取的恒等关系 

在图 7(a)中, 根据分数阶卷积定理有 
2

2
1 jcot
2( ) ( ) ( )e .xt

p p pU X H M
ωα

ω ω ω
− ⋅

Δ= ⋅  (53) 

 
图 7  M 倍抽取 

 
根据(34)式信号抽取的分数阶 Fourier 域分析可以得出 
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∑  (54) 

根据(13)式所示的分数阶 Fourier 域数字频率的周期性, (54)式可以进一步化为 
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在图 7(b)中, 根据(34)式信号抽取的分数阶 Fourier 域分析可以得出 
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根据分数阶卷积定理进而有 
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 (57) 

比较(55)和(57)式可以知道 ( ) ( )p pY Yω ω′ = , 那么可以得出如图 8所示的 M 倍抽取在分数阶

Fourier 域的恒等关系.  

 
图 8  M 倍抽取的恒等关系 

6  仿真分析 
下面通过仿真实例来对提出的理论进行验证. 在仿真中, 采用了Soo-Chang Pei在 2000 年

提出的离散分数阶Fourier变换算法 [19]. 在以下的仿真中, 原始信号 ( )x n 的抽样频率为 40 Hz, 

采样时间为[−20 s, 20 s].  
首先, 给出 L 倍抽样率转换的仿真实例. ( )x n 在 2 / 3p = 阶分数阶 Fourier域数字频率轴上

的截止频率为 0.87. 经 3 倍抽样率转换和 2 倍抽样率转换之后, 其抽样率变为 120 Hz 和 80 Hz. 
图 9和 10分别为对信号进行 3倍抽样率转换和 2倍抽样率转换之后在 2 / 3p = 阶分数阶 Fourier

域分析的仿真结果 . 其中 , ( )pX ω , ( )pY ω , ( )L
pX ω 分别为图 2 所示系统中 ( )x n , ( )y n 和

( )Lx n 的离散分数阶 Fourier 变换.  

从图 9 和 10 可以看出, ( )x n 经过 3 倍和 2 倍抽样率转换之后, 其分数阶 Fourier 谱在分数

阶 Fourier 域数字频率轴上分别压缩了 3 倍和 2 倍, 也就是说, 其在相应的分数阶 Fourier 域数

字频率轴上的截止频率分别变为 0.29 和 0.435, 并且分别增加了 2 个和 1 个镜像, 同时其分数

阶 Fourier 谱的幅值分别变为原来的 3 倍和 2 倍.  
然后, 给出 1/M 倍抽样率转换的仿真实例. 在这里, 原始信号 ( )x n 在 1/ 2p = 阶分数阶

Fourier 域数字频率轴上的截止频率为 0.74, 而 1/2 阶分数阶 Fourier 域数字频率周期为 

 π2 π sin . 4.44.
2p pω ⎛ ⎞Δ = ⋅ ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (58) 

那么, 由(28)式可以发现, ( )x n 经1/ ( 3)M M > 倍抽样率转换之后, 其 1/ 2p = 阶分数阶 Fourier

谱会产生混叠, 这时就需要对 ( )x n 在相应阶次分数阶 Fourier 域内进行抗混叠滤波. 图 11 为对

信号进行 1/3 倍抽样率转换的仿真结果, 其中, ( )pX ω , ( )pY ω 分别为图 3 所示系统中 ( )x n , 
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( )y n 的离散分数阶 Fourier 变换; 图 12 和 13 为对信号进行 1/4 倍抽样率转换的仿真结果, 其

中, 图 12 所示为未经过抗混叠滤波的系统, 图 13 为经过抗混叠滤波的系统, ( )pX ω , ( )pV ω

和 ( )pY ω 分别为图 3 所示系统中 ( )x n , ( )v n 和 ( )y n 的离散分数阶 Fourier 变换. 

   
图 9  3 倍抽样率转换分数阶 Fourier 域分析 

(p=2/3) 
图 10  2 倍抽样率转换分数阶 Fourier 域分析 

(p=2/3) 

   
图 11  1/3 倍抽样率转换分数阶 Fourier 域分析

(p=1/2) 
图 12  1/4 倍抽样率转换分数阶 Fourier 域分析

(p=1/2, 未经过抗混叠滤波) 

 
图 13  1/4 倍抽样率转换分数阶 Fourier 域分析 

(p=1/2, 经过抗混叠滤波) 
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通过以上三图的仿真结果可以发现, 当 ( )x n 经过 1/3 倍抽样率转换之后, 其分数阶 Fourier

谱幅值变为原来的 1/3, 并且在分数阶 Fourier 域数字频率轴上展宽为原来的 3 倍, 即截止频率

变为 2.22, 再做 1 倍和 2 倍的分数阶 Fourier 域数字频率周期( 4.44pωΔ = )移位后进行叠加. 当

( )x n 经过 1/4 倍抽样率转换之后, 分数阶 Fourier 谱幅值变为原先的 1/4, 其截止频率变为 2.96, 

大于 / 2pωΔ , 因此会造成分数阶 Fourier 谱的混叠, 必须在抽取之前进行抗混叠滤波, 根据 

(38)式该滤波器为 

 

2

2
1j cot
2 (0.025)e , | | 0.555;( )

0, .
pH

ωα
ωω

⎧
⎪= ⎨
⎪⎩

≤

其他

 

因此, 经过抗混叠滤波, ( )x n 在 1/4倍抽样率转换之后在相应分数阶 Fourier域数字频率轴上的

截止频率变为 2.22.  
最后, 给出有理分数 L/M 倍抽样率转换的仿真实例. 在这里, 原始信号 ( )x n 在 1/ 2p = 阶

分数阶 Fourier 域数字频率轴上的截止频率为 0.74, 图 14 和 15 分别为对 ( )x n 进行 2/3 倍抽样

率转换和 3/2 倍抽样率转换之后在 1/ 2p = 阶分数阶 Fourier 域分析的仿真结果图. 其中 , 

( )pX ω , ( )pU ω , ( )pV ω 和 ( )pY ω 分别为图 3 所示系统中 ( )x n , ( )u n , ( )v n 和 ( )y n 的离散分数

阶 Fourier 变换.  

   
图 14  2/3 倍抽样率转换分数阶 Fourier 域分析 

(p=1/2) 
图 15  3/2 倍抽样率转换分数阶 Fourier 域分析 

(p=1/2) 
 

通过以上两图的仿真结果可以发现, ( )x n 经过 2/3 倍抽样率转换之后, 其分数阶 Fourier

谱幅值变为原来的 2/3, 并且在分数阶 Fourier 域数字频率轴上展宽为原先的 3/2 倍, 即截止频

率变为 1.11, 再做 1 和 2 倍的分数阶 Fourier 域数字频率周期( 4.44pωΔ = )移位后进行叠加; 而

( )x n 经过 3/2 倍抽样率转换之后, 其分数阶 Fourier 谱幅值变为原来的 3/2, 并且在分数阶
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Fourier 域数字频率轴上压缩为原先的 2/3, 即截止频率为 0.493, 再做 1 倍分数阶 Fourier 域数

字频率周期( 4.44pωΔ = )移位后进行叠加.  

7  结论 
本文从分数阶 Fourier 域的采样定理出发, 定义了分数阶 Fourier 域的数字频率, 并推导了

非平稳信号在抽取和内插之后其分数阶 Fourier 谱的表达式, 设计了分数阶 Fourier 域中的去镜

像和抗混叠滤波器. 通过仿真实验验证, 可以得出如下结论: 对于在 p 阶分数阶 Fourier 域中

截止频率为 p
cu 的非平稳信号 ( )x t , 若 ( )x n 为 ( )x t 以 tΔ 为间隔采样所得的序列, 那么 ( )x n 在 p

阶分数阶 Fourier 域数字频率轴截止频率为 /p p
c cu tω = Δ , ( )x n 经 /L M 倍抽样率转换之后, 其

p 阶分数阶 Fourier 谱的变换规律为 

1) 信号分数阶 Fourier 谱的幅值变为原先的 /L M 倍;  

2) 当 ( / ) π sin( π / 2)p
cM L pω < , 即 ( / ) π sin( π/2) /p

cM L u p t< Δ 时, 其分数阶 Fourier 谱的截

止频率变为原先的 M/L 倍, 也就是说, 在分数阶 Fourier 域数字频率轴上, 其分数阶 Fourier 谱

展宽为原来的 M/L 倍, 当 ( / ) π sin( π / 2)p
cM L pω ≥ , 即 ( / ) π sin( π / 2) /p

cM L u p tΔ≥ 时, 其分数

阶 Fourier谱的截止频率变为 π sin( π / 2) /p tΔ , 也就是说, 在分数阶 Fourier域数字频率轴上, 其

分数阶 Fourier 谱的宽度变为 2π sin( π/2)p ;  

3) 经过 1)、2)变化后的信号分数阶 Fourier 谱再在相应的分数阶 Fourier 域数字频率轴上

做 k ( 1,2, , 1)k M= − 倍分数阶 Fourier 域数字频率周期( 2π sin( π / 2)p pωΔ = )移位后进行叠加.  

同时, 为了降低抽样率转换系统的运算量, 本文利用分数阶 Fourier 域数字频率导出了抽

取和内插在分数阶 Fourier 域中的恒等关系. 本文的研究成果完善了分数阶 Fourier 变换理论体

系, 为基于分数阶 Fourier 变换的多抽样信号处理理论体系奠定了基础.  
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