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球面波源叠加法与球面波源边界点法 
实现声全息的比较研究 

毕传兴*  陈心昭  周 蓉  陈 剑 
(合肥工业大学动态测试中心, 合肥 230009, * 联系人, E-mail: cxbi@hfut.edu.cn) 

摘要  在提出球面波源概念的基础上, 建立了完备的基于球面波源叠加法的近场声全息理论, 其中包
括展开系数的重构、声场的预测、误差敏感性分析、正则化处理以及提出的一种最优球面波源展开项

数的选取方法——双面测量遍历法; 随后简要地介绍了球面波源边界点法及其实现近场声全息的过程. 
考虑到上述两种近场声全息实现方法之间具有很大的相似性, 对两者进行了比较研究, 通过严格的数
学证明以及对半自由声场中单源和多源声场的实验研究, 阐明了它们之间的异同点, 并论证了球面波
源边界点法作为声全息变换算法的优越性. 

关键词  声全息  球面波  边界点法  叠加法  逆问题 

从 20世纪 80年代初Williams等人首次提出近场
声全息(NAH)概念至今 [1,2], NAH经历了重大的发展
和改进 . 其中主要体现在NAH变换算法上 , 现有主
流的NAH变换算法有 3种: 二维空间Fourier变换及其
逆变换法[1~5]、边界元法(BEM)[6~10]以及Helmholtz最
小二乘(HELS)法[11~13]. 第 1种方法计算速度快, 但是
对源面和全息面的形状要求严格; 第 2种方法对源面
和全息面的形状适应性强, 但是计算效率低, 其中存
在解的非唯一性、奇异积分的处理等问题; 第 3种方
法是介于前两者之间的一种折衷的方法 , 它所需的
展开项数和测量点数要比BEM中源面离散点数和外
部测量点数少得多 , 并且避免了大量耗时的积分运
算, 计算量要远小于BEM, 计算速度快, 而且它适用
于任意形状声源的外部[11,12]和内部[13]声场分析, 但对
于细长形声源, 存在收敛性差的问题[14]. 
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在前期的研究工作中 , 作者提出了一种新型的
基于分布源边界点法的NAH技术 [15], 并对半自由声
场 [16]和多源混合声场 [17]进行了系统的研究, 该方法
一方面继承了BEM适用于任意形状声源分析的优    
点, 另一方面则有效地避开了BEM中存在的奇异积
分、解的非唯一性处理以及计算量大等问题. 另外, 
在考虑到常规的分布源边界点法在特解源的位置选

取等方面存在一定的缺陷, 还对其进行了改进, 提出
了采用不同阶次的球面波源作为特解源的球面波源

边界点法, 并成功将其用于实现NAH[18]. 
在此基础上 , 本文首先提出采用球面波源直接

叠加的方法作为声全息变换算法 , 建立了完备的基

于球面波源叠加法的 NAH 理论, 其中包括: 展开系
数的重构、声场的预测、最优展开项数的选取、误差

的敏感性分析以及正则化处理. 随后, 简要地介绍了
球面波源边界点法及其实现 NAH 的过程. 进而, 考
虑到球面波源叠加法和球面波源边界点法之间的相

似性, 对两者进行了详细的比较研究, 首先通过严格
的数学证明, 论述了两者的异同点, 并阐明了球面波
源边界点法实现 NAH 的优越性; 随后通过对半自由
声场中单源和多源声场的实验研究 , 进一步验证了
上述结论的正确性. 

1  理论基础 
1.1  波动方程的解 

在理想流体媒质小振幅时谐声场中, 去除时间相

关性 后, 球面坐标下波动方程的行波解为i te ω− [19]
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(1) 
式中, k为波数; r为球面波源所处位置与声场中任意
点之间的距离, θ 为 r与 z轴正方向之间的夹角, φ 为 r
与 x轴正方向之间沿逆时针方向的夹角(如图 1所示); 

Cmn 和 Dmn 为展开系数 ; 和 为球面

Hankel 函数 , 它们分别代表入射波和辐射波成分 ; 

(1) ( )nh kr (2) ( )nh kr

( , )m
nY θ φ 为不同阶次的球面谐波, 它代表声源在不同
角度处的辐射属性, 它可以表示为 
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式中, m 和 n 为球面谐波的阶数, 其中 , 

; 为连带 Legendre 函数. 由于
不同阶次的连带 Legendre 函数相互正交; 因而不同
阶球面谐波函数亦相互正交, 即 

0, ,n = ∞

,m′

, ,m n n= − )(cosθm
nP
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式中, 和 为 Dirac常量.  nnδ ′ mmδ ′

 

 
 

图 1  球面坐标与笛卡尔坐标之间的关系图 
 
1.2  球面波源 

球面波源是由上述不同阶次的球面谐波函数和

第一类球面 Hankel 函数构成, 它代表的是波动方程
行波解的辐射波部分 , 球面波源的声压和质点振速
的具体表达式分别为 

 
* (1)( , , ) ( ) ( , ),m
mn n np r h kr Yθ φ θ φ=  (4) 
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式中, (1)d ( ) dnh kr r为一阶球面 Hankel 函数 对

r的一阶导数. 
)()1( krhn

由(3)式可知 , 不同阶球面谐波相互正交 , 因而
由其构成的不同阶球面波源亦具有相互正交性. 

各阶球面波源的远场指向性 ),( φθmnD 可以通过

从声压中分离出 而获得, 它与声压之间的关系
可以描述为以下形式 

i /kre r
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将(4)式代入(6)式中, 则 ),( φθmnD 可表示为 

 i (1)( , ) lim[ ( )] ( , ).kr m
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当 ∞→r 时, 第 1 类球面Hankel函数可以近似表示为
[19]
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将(8)式代入(7)式 , 可得 阶球面波源的远

场指向因式为 
),( mn
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2  基于球面波源叠加法的 NAH 
基于球面波源叠加法的 NAH的基本思想是通过

一系列不同阶次的球面波源加权组合来近似实际声

源所辐射的外部声场. 如图 2所示, 在点 O处分布不
同阶的球面波源 , 将它们在声源边界面上的辐射声
压和法向振速分别进行加权叠加 , 实际声源表面的
边界条件以加权叠加的表面声压和表面法向振速近

似代替, 其中 O点位于振动体最小外接球心处. 对于
各阶球面波源的展开系数 , 通过建立声场中某些测
点与各阶球面波源之间的线性关系 , 并求解该线性
关系来确定. 其中, 声场中 r点处辐射声压与各阶球
面波源之间的关系可以描述为 

* *
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(10) 
式中, 系数 j, n和 m之间的关系可以描述为 j = n2 + n 

+ m + 1; J 和 N 之间的关系为 J = (N + 1)2, 其中

; 与 阶球面波源声压 相对应; 

与 阶球面波源的展开系数 相对应. 

∞= 0N *
jψ ),( mn *

mnp
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图 2  不同阶球面波源近似实际声源声辐射示意图 
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设全息面上分布了 M 个测点, 则全息面上声压
与各阶球面波源之间的传递关系可以描述为以下矩

阵形式: 

  
(11) h hp ,=p Ψ C

式中, 

  

(12) 
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⎥
⎥
⎥
⎥

] , (13) T
1 2[ JC C C=C

式中, 上标“T”为矩阵转置; 传递矩阵 的

每一列对应一阶球面波源在全息面上 M 个测点处产
生的声压特解向量; 由于不同阶球面波源之间相互
正交, 因而矩阵 所有的列向量相互正交; C 为球

面波源展开系数列向量. 

JM × hpΨ

hpΨ

2.1  展开系数的重构 

对于(11)式所示线性方程组, 如果式中传递矩阵
的阶数满足使M ≥  J, 则通过奇异值分解法可以

唯一确定球面波源的展开系数列向量C. 此时传递矩
阵 的奇异值分解如下

hpΨ

hpΨ [8]: 

  
(14) H

hp hp hp hp ,= ΣΨ U V

式中, 对角阵 hp 1 2diag( , ,..., ),Jσ σ σ=Σ  其对角元素为

奇异值 iσ , 1σ ≥ 2σ ≥ ≥... Jσ ≥ ; 和 为列

向量相互正交的酉矩阵 , 即  ; 

为 Dirac常量. 

0 hpU hpV
H ,i j ijδ=u u ijji δ=vvH

ijδ

通过对传递矩阵 进行奇异值分解并求其广

义逆, 则可得展开系数列向量 C为 
hpΨ

 
, (15) [ ] h

H
hp

1
hphph

H
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1
hp

H
hphhp pUΣVpΨΨΨpΨC −−+ ===

式中 , 上标“+”和“H”分别表示矩阵广义逆和
Hermitian算子. 

2.2  声场的预测 

根据重构的球面波源展开系数 , 可以预测出整
个声场中任意点处(包括声源表面上)的声压、质点振
速、声强以及辐射声功率等声学量 . 由(11)式可知 , 
在声场中任意点 r处的声压可以表示为 

 , (16) hhpfpfpf )()()( pΨΨCΨ +== rrrp

式中, 为 J 阶球面波源与场点 r 处声压之间的

传递矩阵, 且 
fp ( )rΨ
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2
*
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通过构造 J阶球面波源与场点 r处的质点振速之
间的传递矩阵  可获取该点的质点振速为 fv ( ),rΨ

 
, (18) hhpfvfvf )()()( pΨΨCΨ +== rrrv

式中, 
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*
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式中, 与 阶球面波源质点振速 相对应. *
jυ ),( mn *

mnv

同理 , 声源的表面声压和表面法向振速可以分
别表示为 

 
, (20) hhpSpSpS pΨΨCΨp +==
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式中, 和SpΨ SvΨ 分别为表面声压和表面法向振速与

各阶球面波源之间的传递矩阵, 且
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式中, N为声源表面结点数.  
实际声源的远场指向性因式 ),( φθD 可以通过各

阶球面波源的指向性加权叠加获取为 

hhp21 ]),(),(),([),( pΨ += φθφθφθφθ JDDDD , 

(24) 

 
),(i)(),(

1
φθφθ m

n

n

j Y
k

D
+−= , (25) 

式中, ),( φθjD 为第 j阶球面波源的指向性因子. 

另外 , 根据预测的声压和质点振速可以计算声
场中任意点处的有功和无功声强以及任意面上的辐

射声功率等声学量. 

2.3  最佳展开项数的选取 

由 2.1 节可知, 声源的实际辐射声场是由不同阶
次的球面波源近似代替 , 理论上应该包含所有阶次
的球面波源, 而实际计算中只能选取有限阶数, 因而
选取最优的展开项数也非常关键. 对此, 本文提出采
用双面测量遍历法来确定, 该方法除全息面之外, 还
需在全息面与声源之间对另一个面 2Γ 进行测量, 设
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该面上测得的复声压数据为 )(~
2Γp . 该方法的具体实

施步骤为: 首先根据全息面上测得的复声压信息, 对
应每一个球面波源展开项数 , 采用(15)式重构出对
应的展开系数 , 并计算出面

J

JC 2Γ 上的复声压为
)( 2ΓJp , 其中 从 1开始遍历; 进而, 根据面J 2Γ 上实

际测量声压幅值与其计算值之间的相对误差取最小

来确定最优的展开项数 . 该问题可以描述为以下

形式, 
opJ

 
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
×

Γ
Γ−Γ

%100
(~

)(~)(
min

2

22

p
ppJ

J
. (26) 

实际所采用的各阶球面波源展开系数 C 是展开
项数为 时重构获得的结果. opJ

2.4  误差敏感性分析 

上述球面波源的展开系数的求解问题实际上是

属于数学逆问题的范畴. 与其他逆问题相似, 在球面
波源展开系数的重构过程中 , 实际测量误差会被放
大, 从而严重影响所求结果的精度. 下面将对声源表
面法向振速对测量误差的敏感性进行分析 . 首先设
全息面上包含误差干扰的实际测量声压 h

~p 为 

 hehrh
~ ppp += , (27) 

式中 , 为全息面上理论声压列向量 ; 为声压

测量误差项. 将(27)式代入(15)式, 则此时各阶球面

波源的展开系数

hrp hep

C~可以表示为 

 hehphrhphhp
~~ pΨpΨpΨC +++ +== , (28) 

式中 , 为重构展开系数的理论值项 ; 

为其误差干扰项. 由(21)式可知, 此时预测所得声源
表面法向振速为 

hrhp pΨ +
hehp pΨ +

hehpSvhrhpSvhhpSvSvS
~~~ pΨΨpΨΨpΨΨCΨv +++ +===n , 

(29) 
式中, 为预测声源表面法向振速理论值项; 

为其误差项. 令 
hrhpSv pΨΨ +

hehpSv pΨΨ +
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n

由矩阵范数不等式可知 
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由此可得预测声源表面法向振速的相对误差为 
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式中, 1cond( ) || |||| || ,rσ σ+= =T T T  其中 rσ 为矩阵 T
中分解出的最小奇异值. (32)式表明, 根据全息面上
测得的复声压数据预测声源表面法向振速时 , 预测
结果对测量误差非常敏感 , 全息面上声压测量误差

将以 的倍数放大 , 因而在求解过程中

必须采取措施抑制误差的影响. 

)cond( hpSv
+ΨΨ

2.5  正则化处理 

正则化处理方法的基本思想是对(14)式中传递
矩阵的各奇异值分解项进行加权处理 , 控制其中对
测量误差非常敏感而有对重建结果贡献小的项的影

响. 对于上述问题, 加上滤波系数 后, 所得的展开
系数正则化解为 

jf

 
∑
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=
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j
j
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j
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reg v
pu
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σ

. (33) 

根据滤波系数的选取方法不同 , 正则化方法可
以分为不同的种类. 当滤波系数为 

  (34) 1
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1, ,

0,
j j

j j
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=⎧⎪
⎨ = <⎪⎩

≥

时, 称其为截断滤波正则化法[10], 其中α为截断系数
比. 当滤波系数为 

 . (35) k
j

k
jf )1(1 2)( βσ−−=

时, 称其为Landweber反复正则化法 [20], 其中 为反

复计算的次数, 为第k次计算时的滤波系数, β为

收敛因子. 当滤波系数为 

k
)(k

jf

 
2

2 2 .i
j

i
f

σ
σ λ

=
+

 (36) 

时, 称其为标准Tikhonov正则化方法[21], 其中 λ为正
则化系数. 

对于上述正则化方法, 截断系数比α、反复次数
以及正则化系数k λ 直接控制着重建结果对误差扰
动的影响, 因而准确地选取这些系数也非常关键. 到
目前为止, 还没有一种最好的选取方法, 根据具体情
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况的不同, 可以采用信噪比法则[10]、Morozov离差原
理法 [22]、L曲线准则 [23]或广义交叉校验法 [24]等来选

取. 

3  基于球面波源边界点法的 NAH 

3.1  球面波源边界点法[18]
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分布源边界点法的关键是通过分布在声源内部

的一系列特解源(如点源、面源或体源)所构造的表面
声压、表面法向振速、场压等特解来间接获取各场量
[25]. 设声源表面法向振速特解矩阵为 , 表面声压

特解矩阵为 , 声场中某测量面上的声压特解矩阵

为 , 则声源表面声压与表面法向振速之间的传递
关系以及某测量面上声压与表面法向振速之间的传

递关系可以分别描述为以下形式, 

*
Snv

*
Sp

*
fp

 , (37) S
*

S
*
SSS

1
SS )( nnn vvpvBAp +− ==

 . (38) S
*

S
*
fSfvf )( nnn vvpvGp +==

式中, 为声源表面声压与表面法向振速之间的

传递矩阵, 为声源表面法向振速与测量面上声压

之间的传递矩阵. 

1
S S
−A B

fvG

球面波源边界点法则结合了分布源边界点法和

球面波源的优点 , 它采用不同阶的球面波源作为特
解源形成特解来构造各传递矩阵, 其中, 所有特解源
均位于声源内部同一位置(如图 2 所示, 所有球面波
源都位于 O 点处), 且特解源的个数 J 小于等于声源
表面结点的个数 N. 因而该方法有效地解决了分布源
边界点法中对特解源的位置有要求而又只能由经验

公式来确定的问题. 
此时声源的表面声压特解矩阵 、表面法向振

速特解矩阵 、任意场点

*
Sp

*
Snv r 处的声压特解行向量

以及场点)(*
f rp r处的质点振速特解行向量 均

由球面波源构造而成, 即 
)(*

f rv
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式中, 和 分别对应 阶球面波源声

压 和质点振速 在第 个表面结点处的取值 . 
所取球面波源的总数 通过 2.3节相同的球面波源展
开项数的选取方法来确定. 

)( 0
* rijψ )( 0

* rijυ ),( mn
*
mnp *

mnv i
J

3.2  声源的重建和声场的预测 
采用球面波源边界点实现 NAH的过程与常规的

分布源边界点法相似. 首先根据(38)式构造声源表面
法向振速与全息面上声压之间的传递关系为 

 , (43) S
*

S
*
hShvh )( nnn vvpvGp +==

式中, 为声源与全息面之间的振声传递矩阵. hvG
对于(43)式, 通过对传递矩阵 进行奇异值分解

并求其广义逆, 可以唯一确定表面法向振速 , 即 
hvG

Snv

 . (44) hhvS pGv +=n

预测声源表面声压为 

 
, (45) hhv

*
S

*
SS )( pGvpp ++= n

根据(41)式所构造的任意场点 r处的声压特解行向量
, 可以预测场点)(*

f rp r处的声压为 

 . (46) hhv
*

S
*
fSfvf ))(()()( pGvpvG ++== nn rrrp

同理, 根据(42)式构造的场点 r处的质点振速特

解行向量 , 可预测场点)(*
f rv r处的质点振速为 

 . (47) hhv
*

S
*
ff ))(()( pGvv ++= nrrv

另外, 实际声源的远场指向性可以通过 (9) 式
中 阶球面波源的指向性、表面法向振速特解以及重

建的声源表面法向振速联合表示为 
J

*
1 2 S hv( , ) [ ( , ) ( , ) ( , )]( ) ,J nD D D Dθ φ θ φ θ φ θ φ + += v G ph  

(48) 
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j Y
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式中, ),( φθjD 为第 j阶球面波源的指向性因子. 

对于上述重建过程, 采用 2.4 节类似的误差敏感
性分析方法, 可得重建表面法向振速的相对误差为 

 S

eS
~

)(

n

n

v
v

≤
h

he
hv ~)cond(

p
p

G ⋅ . (50) 

(50)式表明 , 在重建过程中 , 测量误差将以
倍数放大, 因而同样需要采取 2.5 节所述

的正则化处理方法. 
)cond( hvG

4  上述两种方法的比较 

实际上 , 上述两种方法在原理上具有很大的相
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似性, 其中全息面、源面以及声场中任意点处的声压
和质点振速的特解是相互对应的 , 表面法向振速特

解矩阵 等价于 , 表面声压特解矩阵 等价于

, 全息面上的声压特解矩阵 等价于 , 任意

场点

*
Snv SvΨ *

Sp

SpΨ *
hp hpΨ

r 处声压特解 和质点振速特解矩阵

分别等价于 和 . 但是, 它们在本质上却

存在一定的差别: 基于球面波源叠加法的 NAH 是首
先重构出各阶球面波源的展开系数 , 再对源面及整
个声场进行预测; 而基于球面波源边界点法的 NAH
则是直接重建出声源的表面法向振速 , 再通过表面
法向振速预测整个声场 . 两者根本的区别就是重建
求解的过程不同 , 下面将对两种方法所获得的声源
表面法向振速进行比较 , 并从理论上说明两者的异
同点. 

)(*
f rp )(*

f rv
)(fv rΨ )(fp rΨ

细观(45)~(48)式与(16)、(18)、(20)和(24)式, 两
者不同之处在其中间部分. 如果能够满足 

 , (51) +++ = hv
*

S
*
h )() ( Gvp n

则上述等式等价. 
而对于声源表面法向振速(21)和(44)式, 如果能

够满足 

 , (52) ++ = ) ( *
h

*
Shv pvG n

则该两等式等价.  
由此可知, 两种方法完全等价的条件是使(51)和

(52) 式同时成立. 
下面首先对(52)式进行转换, 在(52)式两边同时

乘上 , 则 +)( *
Snv

 . (53) ++++ = ) ()()( *
h

*
S

*
Shv

*
S pvvGv nnn

显然, 要使(51)和(53)式同时成立, 等价于必须满足
使 

 . (54) Jnn Ivv =+ *
S

*
S )(

则上述两种方法完全等价的必要条件转化为使 
(54)和(52) 式同时成立. 下面将首先给出列满秩矩阵
和行满秩矩阵的定义以及一个广义逆矩阵的基本性

质定理[26], 并分析(54)式成立的条件. 

定义 1: 设矩阵 , 如果 rank(A)=n, 则称
A 为列满秩矩阵; 如果 rank(A)=m, 则称 A 为行满秩
矩阵. 

nmC ×∈A

定理 1: 设矩阵 , 则使 A+A=In成立的充

分必要条件是 rank(A)=n.  

nmC ×∈A

由定理 1可知, 要使(54)式成立, 矩阵 的秩必

须等于球面波源的阶数 J, 即矩阵 必须为列满秩

矩阵.  

*
Snv

*
Snv

在两种方法中 , 分布在声源内部的球面波源是
相互正交的, 因而可以保证其列向量相互正交, 但是

要使 为列满秩矩阵, 还得保证各表面结点处的特
解不能由其他结点处特解线性表示, 至少应有 J个结
点处特解线性无关. 显然, 这是做不到的. 由此可知, 

当且仅当 为列满秩矩阵时, (54)式才成立.  

*
Snv

*
Snv

由上述分析两种方法完全等价的条件可知 , 不
仅要使(54)式成立, 而且还必须使(52)式成立. 下面
将进一步分析(52)式成立的条件.  

将(43)式中 代入(52)式, 则有 hvG

 . (55) +++ = )(])([ *
h

*
S

*
S

*
h pvvp nn

由(55)式可知, 该等式实际上是矩阵求逆的乘法

公式 , 根据矩阵计算定理 , 如果矩阵+++ = ABAB)(
A和 B为同阶方阵且皆可逆 , 则乘积矩阵 AB亦可

逆, 且乘法公式 成立. 此定理对于可
逆 矩 阵 成 立 , 但 是 对 于 广 义 逆 , 乘 法 公 式

一般来说是不成立的, 它需要满足一

定的附加条件. 下面将证明在矩阵 为列满秩矩阵

时, 即等式(54)成立时, 乘法公式是否成立, 或者是
否还需要一些附加条件 . 首先给出以下两个定理

111)( −−− = ABAB

+++ = ABAB)(
*

Snv

[26,27], 并在其基础上推出一个引理. 

定理 2: 设矩阵 , 则使 A A+ = Im成立的

充分必要条件是 rank(A) = m. 

nmC ×∈A

定理 3: 乘法公式 成立的充分必

要条件是: 

+++ = ABAB)(

 HHHH ABBAABBA =+ , (56) 
 ABAABABB HH =+ , (57) 
同时成立. 

根据定理 1, 2和 3可以推出以下引.: 

引理 1: 设 , , 则 A 为列满秩
矩阵 , B 为行满秩矩阵是

rmC ×∈A nrC ×∈B
AB 满足乘法公式

的充分必要条件. +++ = ABAB)(
证明: 由定理 1可知, A为列满秩矩阵, 则满足 

 A+A = Ir. (58) 

由定理 2可知, 如果 B为行满秩矩阵, 则满足 
 BB+ = Ir. (59) 

显然, (58)式等价于(56)式, (59)式等价于(57)式. 即 

(58)和(59) 式同时成立亦为乘法公式 +++ = ABAB)(
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成立的充分必要条件. 则引理 1得证. 

由(54)式成立的必要条件可知, 为列满秩矩

阵 . 对 求广义逆 , 则 为行满秩矩阵 , 显然
此时可以保证(59)式成立. 由引理 1 可知, 如果要使

满足乘法公式 , 除了 要为行满秩矩

阵外, 还必须为列满秩矩阵. 
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+)( *
S
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h nvp +)( *
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*
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与 相同, 也不能保证 为列满秩矩阵. 由此

可知, 当且仅当 和 均为列满秩矩阵时, (52)式
才成立.  
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*
hp

*
Snv

*
hp

对于两种方法实现声源重建时对测量误差的敏

感性, 第一种方法误差是以 倍数放大, 

第二种方法是以 倍数放大, 显然同

样仅当 和 均为列满秩矩阵时 , 两种方法对误
差的敏感性才相同. 
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总之, 在实现声全息问题时, 球面波源边界点法

和球面波源叠加法是不完全等价的, 当且仅当 和

均为列满秩矩阵时, 两者等价关系才成立. 

*
Snv

*
hp
此外, 两种方法还有一个关键的不同点, 那就是

正则化处理过程的不同. 由 2.5 节正则化处理过程可
知, 正则化是在求解逆问题时进行的, 也就是说, 采
用球面波源叠加法实现 NAH 时, 其正则化处理是用
来控制测量误差对各阶球面波源权重系数 的影响, 
并找到较好的一组展开系数 ; 实际上, 由(21)和

(33)式可知, 最终所获得的表面法向振速为 
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. (60) 

由(60)式可知, 不仅与 的奇异值分解项

有关系, 而且与 也有关系. 而 2.5 节的正则化处
理仅对 部分影响加以控制, 而忽视了 部分的

影响, 因而此时的求解过程是一个间接的过程, 根据
所获得的较好的一组展开系数 , 并不一定能使

获得的声源表面法向振速也为较好的解 , 这一点对
于多源混合声场的重建尤为明显 , 后面将通过实验
进行说明. 

Snv hpΨ

SvΨ

hpΨ SvΨ

regC

由 3.2节可知, 采用球面波源边界点法实现NAH
时 , 其求逆过程是对声源表面法向振速与全息面上
声压之间的传递矩阵进行的 , 此时所获得的声源表
面法向振速为 
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, (61) 

式中, jf~ 为滤波系数, ju
~ 和 jv

~ 为传递矩阵 的奇

异值分解项, 
hvG

jσ~ 为其奇异值. 由(61)式可知, 此时正

则化处理所获得较优的解直接为声源表面法向振   
速 , 即能够保证所获得的声源表面法向振速为较优
解. 

5  实验验证 
为了验证上述两种方法等价成立条件的正确性

以及采用正则化方法时球面波源边界点法的优越性, 
下面分别选取半自由声场中单个音箱源和两个相干

的音箱源作为实验研究对象 , 对采用上述两种方法
获得的结果与实际结果进行比较研究. 

5.1  半自由声场单源实验 

在半自由声场中, 由于存在地面的反射, 因而无
论采用那一种方法 , 首先都必须进行半自由声场处
理[16]. 对于球面波源叠加法, 全息面和预测面上声压
和质点振速特解矩阵均是由实源和像源内部分布的

特解源所构造的特解矩阵组合而成 , 通过对全息面
上组合声压特解矩阵求广义逆 , 重构出各阶球面波
源的展开系数 , 并进一步根据重构的展开系数重现
整个声场; 对于球面波源边界点法, 声源表面法向振
速与全息面和预测面上声压以及质点振速之间的传

递矩阵同样是由实源和虚源组合而成 , 通过对组合
传递矩阵求广义逆, 直接重建声源表面法向振速, 并
进一步预测整个声场. 

如图 3所示, 实验所选音箱源的结构尺寸为 0.14 
m×0.15 m×0.32 m, 其中音箱表面圆形纸盘中心与
音箱顶面的距离为 0.185 m, 音箱左右两边对称分布. 
实验中选取的其他测量参数为: 全息面为平行于音
箱前表面的 1 m×1 m的平面, 与音箱前表面的距离
为 0.2 m, 其中心距离地面的高度为 1.3 m, 且对准音
箱上扬声器的圆盘中心; 全息面上均匀地分布 21×
21个测点; 音箱外表面上共分布 294个结点, 其结点
分布如图 3所示; 所有的球面波源均位于图 3所示坐
标原点 处; 音箱所播声音为 400 Hz单频声. O

首先需要确定球面波源的最佳展开项数, 根据
2.3 节所述方法, 在全息面以外选取参考面 2Γ 为{x = 
0.1 m, −0.1 m ≤ y ≤ 0.1 m, −0.1 m ≤ z ≤ 0.15 m}, 
参考面内均匀地分布 5×6 个测点. 此时采用基于球
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面波源叠加法的 NAH预测所得参考面上声压与其测
量值之间的相对误差随球面波源展开项数的分布如

图 4 所示. 图中曲线呈现盆形分布, 由此选取最优的
展开项数 为 14, 此时相对误差为 2.891%. 当展开

项数为 15, 16和 17时, 相对误差均小于 3%, 因而展
开项数也可以在这四个数中选择. 本实验中选为 14. 

此时表面法向振速特解矩阵 的阶数为 294×14, 

全息面声压特解矩阵 的阶数为 441×14, 根据计

算, 和 的秩均为 14, 因而两者均为列满秩矩
阵. 根据第 4 节结论, 如果不采取任何正则化措施, 
上述两种方法等价 , 则两种方法所选取的最优展开
项数应相同, 此处均选为 14. 

opJ

*
Snv

*
hp

*
Snv

*
hp

 

 
 

图 3  音箱源结构尺寸及表面结点分布图 
 

 
 

图 4  预测声压的相对误差随球面波源展开项数分布图 

在不采用任何正则化处理时 , 采用球面波源叠
加法和球面波源边界点法所得声源表面法向振速幅

值分布如图 5所示, 图中 A为音箱的顶面, B为前表
面, C为右侧表面, D为后表面, E为左侧表面, F为底
面. 显然两种方法所获得的结果完全一致, 这也验证

了在 和 均为列满秩矩阵 , 且不采用任何正则
化处理方法时, 两种方法等价的结论. 另外, 图 5 所
示音箱源纸盘振动的位置均在音箱的背面 , 显然这
与实际结果不符 , 这种结果正是测量误差被放大而
引起的, 因而必须对重建过程进行正则化处理, 本文
均采用标准 Tikhonov正则化方法. 
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*
hp

在正则化之前 , 首先需要选取合适的正则化系
数, 图 6(a)和(b)分别为采用球面波源叠加法和球面
波源边界点法时的 L曲线分布图. 当采用球面波源叠
加法时, L 曲线一直在下滑, 拐角不明显, 很难直接
选取最优的正则化系数 , 本实验中选取正则化系数
为 0.1; 当采用球面波源边界点法时, L曲线的拐角非
常明显, 在拐角的右边, 曲线较为平滑, 说明此时解
范数较为稳定, 在拐角上端, 曲线直线上升, 说明此
时残余范数比较稳定, 在此选取正则化系数为 1.1. 

根据上述选择的正则化系数 , 对重建求逆的过
程进行正则化处理 , 采用两种方法计算所得声源表
面法向振速幅值分布如图 7所示, 图 7(a)为正则化处
理后采用球面波源叠加法预测所得表面法向振速幅

值展开图, 图 7(b)为正则化处理后采用球面波源边界
点法重建所得表面法向振速幅值展开图 . 从两图的
显示结果分析可知, 图 7(b)所示正则化处理后的振速
分布已经将图 5给出的错误信息修正过来, 它准确地
给出了音箱表面纸盘振动的位置; 而图 7(a)则显示在
音箱的前后表面均有振源存在, 显然这与实际不符. 
由此可知, 在采用正则化处理方法时, 球面波源边界
点法不仅在正则化系数的选取时体现出较大的优势, 
而且其重建结果要比球面波源叠加法更佳. 显然, 这
与第 4节的结论是一致的. 

5.2  半自由声场多源实验 

由于实验仍是在 5.1 节相同的半消声室中进行, 
因而必需采取类似的半自由声场处理方法. 另外, 由
于声场中同时存在多个相干的声源 , 因而全息面上
测得的声压为多个声源辐射声压叠加而成 , 则无论
是采用上述那一种方法实现声场的全息变换 , 还必
须采用多源处理方法 [17], 本文将直接采用单面测量
组合法. 
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图 5  采用球面波源叠加法(a)和球面波源边界点法(b)重建所得声源表面法向振速幅值分布展开图 

 

 
 

图 6  球面波源叠加法(a)和球面波源边界点法(b)对应的 L曲线分布 
 

 
       

图 7  正则化后采用球面波源叠加法(a)和球面波源边界点法(b)重建所得声源表面法向振速幅值分布展开图 
 

实验声源由两个步步高家庭影院用组合扬声器

系列后置环绕音箱组成, 如图 8 所示, 音箱的结构尺
寸均为 0.14 m×0.15 m×0.32 m, 扬声器圆盘中心距
离音箱上表面的距离为 0.135m, 两个音箱源平行放
置, 两音箱表面扬声器圆盘中心相距为 0.4 米, 距离
音箱地面的高度为 1.32m, 分析过程中每个音箱外表
面上均均匀地分布 294个结点, 对于音箱表面拐角处
采用稍离结点法处理. 声源为 630Hz的单频声. 实验

中, 位于 y轴负方向上的音箱源所对应的球面波源都
位于坐标点(0,－0.2,0)处, 位于 y 轴正方向上的音箱
源所对应的球面波源都位于坐标点(0,0.2,0)处. 

与单源实验相同 , 首先需要确定最佳的球面波
源展开项数, 根据 2.3 节所示方法, 在全息面以外选
取参考面 为{x = 0.35, −0.5 m ≤ y ≤ 0.5 m, −0.5 
m ≤ z≤ 0.5 m}, 参考面内均匀地分布 21×21 个测
点. 此时采用基于球面波源叠加法的 NAH 预测所得 

2Γ
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图 8  声源结构尺寸和表面结点分布图 
 
参考面上声压与其测量值之间的相对误差随球面波

源展开项数的分布如图 9所示. 图中曲线同样呈现盆
形分布, 由此选取最优的展开项数 Jop为 9, 此时的相
对误差为 8.24%, 当展开项数为 14 时, 相对误差为
9.12%, 因而展开项数也可以为 14. 本实验中, 展开

项数选为 14. 此时表面法向振速特解矩阵 的阶数

为 588×14, 全息面声压特解矩阵 的阶数为 441×

14. 根据计算, 和 的秩均为 14, 因而两者均为
列满秩矩阵. 根据第 4 节结论, 如果不采取任何正则 
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图 9  预测声压的相对误差随球面波源展开项数分布图 

 
化措施, 上述两种方法等价, 则两种方法所选取的最
优展开项数应相同, 本实验均选为 14. 

在不采用任何正则化处理时 , 两种方法重建所
得声源表面法向振速如图 10 所示. 图 10(a1)和(b1)
为 y轴负方向上的音箱源表面法向振速幅值分布, 图
10(a2)和(b2)为 y 轴正方向上的音箱源表面法向振速
幅值分布; 图 10(a1)和(a2)为球面波源叠加法重建的
结果, 图 10(b1)和(b2)为球面波源边界点法重建的结
果. 显然两种方法所获得的结果完全一致, 这进一步

验证了在 和 均为列满秩矩阵 , 且不采用任何 *
Snv

*
hp

 

 
 

图 10  采用球面波源叠加法(a)和球面波源边界点法(b)重建所得声源表面法向振速幅值分布展开图 
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正则化处理方法时, 两种方法等价的结论. 但是, 图
10 所显示的两个音箱源纸盘振动的位置均在音箱的
背面, 显然这与实际结果不符, 这种结果正是测量误
差被放大而引起的, 因而必须采用正则化处理, 本实
验仍采用标准 Tikhonov正则化方法. 

图 11 分别对应采用球面波源叠加法和球面波源
边界点法时的 L曲线分布图, 与单源实验相似, 当采
用球面波源叠加法时, L 曲线一直在下滑, 很难直接
选取最优的正则化系数 , 实验中选取正则化系数为
0.06; 当采用球面波源边界点法时, L 曲线的拐角非 

常明显, 在此选取正则化系数为 4.0. 
根据上述选择的正则化系数 , 对重建求逆的过

程进行正则化处理 , 采用两种方法计算所得的声源
表面法向振速幅值分布如图 12 所示. 图 12(a1)和
12(a2)为正则化处理后采用球面波源叠加法重建所得
两声源表面法向振速幅值展开图, 图 12(b1)和 12(b2) 
为正则化处理后采用球面波源边界点法重建所得表

面法向振速幅值展开图. 由图 12(a1)和 12(a2)显示结
果可知, 对于多源声场, 当采用球面波源叠加法实现
声源的重建时 , 即使是采用正则化处理仍然不能获 

 

 
 

图 11  球面波源叠加法(a)和球面波源边界点法(b)对应的 L曲线分布 
 

 
 

图 12  正则化后采用球面波源叠加法(a)和球面波源边界点法(b)重建所得两声源表面法向振速幅值分布展开图
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得很好的结果 , 由重建的声源表面法向振速信息不
能准确地给出了音箱表面纸盘振动的位置 ; 由图
12(b1)和 12(b2)可知, 当采用球面波源边界点法实现
声源的重建时 , 从正则化后重建的表面法向振速信
息可以非常清晰地给出纸盘振动的位置 . 上述结论
进一步验证了在采用正则化处理方法时 , 球面波源
边界点法较球面波源叠加法优越的结论. 

6  结论 
(1) 建立了采用球面波源叠加法实现声场全息

重建和预测的数学模型 , 提出了一种最优球面波源
展开项数的确定方法——双面测量遍历法, 分析了重
建结果对测量误差的敏感性 , 并对其正则化过程进
行了剖析. 

(2) 鉴于球面波源叠加法和球面波源边界点法
均是以不同阶球面波源作为特解源 , 因而它们之间
具有一定的相似性, 文中对这两种方法进行了对比, 
通过严格的数学证明阐明了两者之间的异同点 : 当
表面法向振速特解矩阵和全息面声压特解矩阵均为

列满秩矩阵, 且不采取任何正则化措施时, 两种方法
重建和预测的结果, 以及对误差的敏感性, 均是完全
等价的; 在采取正则化方法时, 球面波源叠加法是间
接获得声源的表面信息 , 而球面波源边界点法则是
直接获得声源的表面信息 , 因而球面波源边界点法
能获得更佳的结果. 

(3) 对半自由声场中单音箱源和两个相干音箱
源的实验研究 , 进一步验证了球面波源叠加法和球
面波源边界点法实现声场全息重建和预测时 , 等价
的条件, 以及球面波源边界点法的优越所在. 

(4) 由于两种方法均是以球面波源近似实际声
场, 对于细长形声源, 仍存在收敛性差的局限性, 因
而寻找适用于所有类型声源的特解源将是下一步继

续研究的工作. 
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