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摘要 几何不等式一直是分析、几何、方程、概率和组合学研究的热门内容之一,而分数次积分不等式

又在分析学中扮演重要角色. 因其在 Fourier 变换限制性猜想、Radon 变换和 k 平面变换等问题中发

挥重要作用, 多年来一直备受分析学家们的高度关注. 本文简要回顾一些分数次积分不等式, 介绍经

典几何极值不等式, 以及研究最优化问题的有用工具重排不等式; 重点介绍结合对称重排思想和竞争

对称性方法在证明分数次积分不等式最优化函数中的应用. 本文还将回顾混合范数空间的基本性质,

并介绍其上的一些分数次积分不等式.
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1 引言

不等式是 Fourier 分析的基本工具, 最经典的结果有卷积型 Young 不等式和有关 Lp 函数 Fourier

变换估计的 Hausdorff-Young 不等式. 对于 Rn 上的可积函数 f , 定义它的 Fourier 变换为

f̂(x) =

∫
Rn

f(y)e−2πix·ydy.

设 1 6 p 6 2, 则有 Hausdorff-Young 不等式

∥f̂∥p′ 6 ∥f∥p. (1.1)

对于 Rn 上的两个可测函数 f 和 g, 定义它们的卷积为

(f ∗ g)(x) =
∫
Rn

f(x− y)g(y)dy.
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设 1 6 p, q, r 6 ∞ 满足 1/r + 1 = 1/p+ 1/q, 由 Hölder 不等式可以得出 Young 不等式

∥f ∗ g∥r 6 ∥f∥p∥g∥q. (1.2)

当 p′ 是偶数时, Hausdorff-Young 不等式可由 Young 不等式得出; 当 1 6 p, q, r′ 6 2 时, Young 不等式

可由 Hausdorff-Young 不等式得出, 参见文献 [1].

Beckner [1] 及 Brascamp 和 Lieb [2] 各自研究并得出 Young 不等式的最佳形式, 其中, Young 不等

式最佳常数由 Beckner [1] 及 Brascamp 和 Lieb [2] 分别得到, 最佳形式的 Young 不等式等号成立的条

件则由 Brascamp 和 Lieb [2] 得出.

定理 1.1 (参见文献 [3, 定理 4.2]) 设 1 6 p, q, r 6 ∞ 满足 1/r + 1 = 1/p+ 1/q. 若 f ∈ Lp(Rn),

g ∈ Lq(Rn), 则

∥f ∗ g∥r 6 (ApAqAr′)
n∥f∥p∥g∥q, (1.3)

其中 Ap = [p1/p/(p′)1/p
′
]1/2, 1/p + 1/p′ = 1. 如果 p, q, r′ > 1, 则 (1.3) 等号成立当且仅当 f 和 g 分别

是下述 Gauss 函数:

f(x) = A exp[−p′⟨x− a, J(x− a)⟩ − i⟨k, x⟩], g(y) = B exp[−q′⟨x− b, J(x− b)⟩+ i⟨k, x⟩],

其中 A,B ∈ C, a, b, k ∈ Rn, J 是任意实对称正定矩阵, ⟨·, ·⟩ 表示 n 维向量的内积.

此外, Beckner [1] 还给出了 Hausdorff-Young 不等式的最佳常数, 而最佳形式的 Hausdorff-Young

不等式等号成立的条件由 Lieb [4] 证明得出.

定理 1.2 (参见文献 [3, 定理 5.7]) 设 1 < p < 2, f ∈ Lp(Rn), 则

∥f̂∥p′ 6 Cn
p ∥f∥p, (1.4)

其中 Cp = [p1/p/(p′)1/p
′
]1/2. 此外, (1.4) 等号成立当且仅当 f 是如下形式的 Gauss 函数:

f(x) = A exp[⟨−x,Mx⟩+ ⟨k, x⟩],

其中 A ∈ C, k ∈ Cn, M 是任意实对称正定矩阵.

除了 Young 不等式, 还有弱型 Young 不等式, 内容如下.

定理 1.3 (参见文献 [5,定理 1.4.24]) 设 1 < p, q, r < ∞满足 1/r+1 = 1/p+1/q. 若 f ∈ Lp(Rn),

g ∈ Lq,∞(Rn), 则 f ∗ g ∈ Lr(Rn), 且存在与 f 和 g 无关的有限常数 Kp,q,n, 使得

∥f ∗ g∥r 6 Kp,q,n∥f∥p∥g∥q,∞. (1.5)

由弱型 Young 不等式可以得出 Riesz 位势算子的有界性.

定理 1.4 (参见文献 [6, 第 5 章引理 1]) 设 0 < γ < n, p > 1 且 1 + 1/r = 1/p+ γ/n, 则

∥f ∗ | · |−γ∥r 6 Cp,γ,n∥f∥p. (1.6)

运用 Hölder 不等式和 Riesz 位势算子的有界性 (1.6) 可以得出分数次积分 Hardy-Littlewood-

Sobolev 不等式: ∫
Rn

∫
Rn

f(x)g(y)|x− y|−γdxdy 6 Cp,γ,n∥f∥p∥g∥q, (1.7)

其中 p, q > 1, 0 < γ < n 且 γ/n = 2− 1/p− 1/q.
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弱型 Young 不等式的最佳常数 Kp,q,n 与 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式的最佳常数 Cp,γ,n 关

系如下 (参见文献 [3]):

Kp,q,n =
1

q′

(
n

|Sn−1|

)1/q

Cp,γ,n, γ =
n

q
.

第 2 节将介绍研究 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式最优化函数的工具: 对称递减重排、球极投

影和竞争对称性. 在此之前, 我们先回顾对称递减重排的定义及其基本性质.

设 A ⊂ Rn 是测度有限的 Lebesgue 可测集, 定义它的对称重排 A∗ 为中心在原点, 并且与 A 体积

相等的开球, 即

A∗ := {x : |x| < r} ≡ B(0, r),

其中 vnr
n = |A|, 这里 vn 表示 Rn 中单位球的体积.

设 f : Rn → C 是在无穷远处趋于零的可测函数, 定义 f 的对称递减重排 f∗ 为

f∗(x) :=

∫ ∞

0

χ{|f |>t}∗(x)dt.

重排 f∗ 具有以下基本性质:

(1) f∗ 是非负的;

(2) f∗ 径向对称递减, 即如果 |x| = |y|, 则 f∗(x) = f∗(y); 如果 |x| 6 |y|, 则 f∗(x) > f∗(y);

(3) f∗ 的水平集是 |f | 水平集的重排, 即

{x : f∗(x) > t} = {x : |f(x)| > t}∗,

因此, f 和 f∗ 具有等测性, 即

|{x : f∗(x) > t}| = |{x : |f(x)| > t}|;

(4) 重排是保序的, 即如果非负函数 f 和 g 满足对所有 x ∈ Rn, f(x) 6 g(x), 那么对所有 x ∈ Rn,

f∗(x) 6 g∗(x) 成立;

(5) 重排是保范的, 对任意的 f ∈ Lp(Rn), 1 6 p 6 ∞, 有

∥f∥p = ∥f∗∥p.

本文的结构如下: 第 2 节介绍经典的分数次积分不等式, 主要围绕 Hardy-Littlewood-Sobolev 不

等式及其多线性情形, 并介绍利用球极投影和竞争对称性找到分数次积分不等式的最优化函数; 第 3

节主要介绍各类重排不等式, 并利用对称递减重排不等式研究经典几何极值问题; 第 4 节介绍混合范

数空间的性质并研究混合范数空间上的分数次积分不等式.

2 经典分数次积分不等式

Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式首次是由 Hardy 和 Littlewood [7, 8] 给出的, Lieb [9] 及 Carlen 和

Loss [10, 11] 分别证明了当 p = q 时的最优化解和最佳常数. 然而, 当 p ̸= q 时, 最佳常数和最优化解还

是未知的.

1221



陈婷等: 调和分析中的几何不等式

定理 2.1 设 1 < p, q < ∞, 0 < γ < n 且 γ/n = 2− 1/p− 1/q, 则存在常数 Cp,γ,n > 0, 使得对任

意 f ∈ Lp(Rn) 和 g ∈ Lq(Rn), 有∣∣∣∣ ∫
Rn

∫
Rn

f(x)g(y)|x− y|−γdxdy

∣∣∣∣ 6 Cp,γ,n∥f∥p∥g∥q. (2.1)

最佳常数满足

Cp,γ,n 6 n

n− γ

(
|Sn−1|

n

)γ/n
1

pq

((
γ/n

1− 1/p

)γ/n

+

(
γ/n

1− 1/q

)γ/n)
.

如果 p = q = 2n/(2n− γ), 那么最佳常数为

Cp,γ,n = πγ/2Γ(n/2− γ/2)

Γ(n− γ/2)

(
Γ(n/2)

Γ(n)

)γ/n−1

.

此时, (2.1)等号成立当且仅当 g = cf , c为常数, f(x) = A(a2+|x−b|2)−(2n−γ)/2,其中 A ∈ C, 0 ̸= a ∈ R,
b ∈ Rn.

重排不等式是处理最优化问题的常用分析工具. Riesz 重排不等式在研究 (2.1) 的最优化函数中

起了关键作用, 最先由 Riesz [12] 给出. 此外, Lieb [13] 和 Burchard [14, 15] 分别研究了 Riesz 不等式等号

成立的条件.

定理 2.2 (参见文献 [3, 定理 3.7]) 设 f、g 和 h 是 Rn 上的非负函数, 记

I(f, g, h) =

∫
Rn

∫
Rn

f(x)g(y)h(x− y)dxdy,

那么,

I(f, g, h) 6 I(f∗, g∗, h∗). (2.2)

如果 h 严格对称递减, 那么 (2.2) 中等号成立当且仅当存在某个 z ∈ Rn, 使得

f(x) = f∗(x− z), g(y) = g∗(x− z). (2.3)

由 Riesz 不等式 (2.2) 可以得出 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式的最小元是球对称的. Riesz 不

等式还可以推导出 Brunn-Minkowski 不等式 [14]: 设 A,B ⊂ Rn 是测度有限的 Lebesgue 可测集, 那么,

|A+B|1/n > |A|1/n + |B|1/n. (2.4)

现在介绍 Rn 到单位球面 Sn 的球极投影和竞争对称性. 设 S 是 Rn 到单位球面 Sn 的球极投影,

S(x) =
(

2x1

1 + |x|2
, . . . ,

2xn

1 + |x|2
,
1− |x|2

1 + |x|2

)
, ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. (2.5)

S 的逆映射为
S−1(s) =

(
s1

1 + sn+1
, . . . ,

sn
1 + sn+1

)
, ∀ s = (s1, . . . , sn) ∈ Sn. (2.6)

我们将 Lp(Rn) 中的函数提升到单位球面 Sn 上, 定义

F (s) = (S∗f)(s) := |JS−1(s)|1/pf(S−1(s)), ∀ f ∈ Lp(Rn), (2.7)
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其中 JS−1 是 S−1 的 Jacobi 矩阵. 计算得出, ds = ( 2
1+|x|2 )

2dx,

|JS(x)| =
(

2

1 + |x|2

)2

, |JS−1(s)| =
(

1

1 + sn+1

)n

. (2.8)

于是得到 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式的共形不变特性.

引理 2.3 设 f, g ∈ Lp(Rn), p = 2n/(2n− γ), 定义

F (s) = |JS−1(s)|1/pf(S−1(s)), G(t) = |JS−1(s)|1/pg(S−1(s)),

那么, ∫
Rn

∫
Rn

f(x)g(y)|x− y|−γdxdy =

∫
Sn

∫
Sn

F (s)G(t)|s− t|−γdsdt,

并且

∥F∥Lp(Sn) = ∥f∥Lp(Rn), ∥G∥Lp(Sn) = ∥g∥Lp(Rn).

因为 H(f, g) :=
∫
Rn

∫
Rn f(x)g(y)|x− y|−γdxdy 是正定的, 为找其最佳常数, 只需考虑 f = g 即可,

故最佳常数为

Cn,γ = sup

{
H(f, f)

∥f∥2p
: f ∈ Lp, f > 0, f ̸≡ 0

}
.

设 f ∈ Lp(Rn), 按照定义 (2.7) 提升该函数到球面

F (s) =

(
1 + |x|2

2

)n/p

f(x).

考虑保持前 n− 1 个分量不变的 90◦ 旋转变换, 具体为 D : Sn → Sn,

D(s) = (s1, . . . , sn−1, sn+1,−sn), ∀ s = (s1, . . . , sn),

旋转变换 D 把 Sn 的北极点 en+1 = (0, . . . , 0, 1) 旋转至点 en = (0, . . . , 0, 1, 0). 定义

(D∗F )(s) := |JD−1(s)|
1
pF (D−1(s)) = F (D−1(s)),

与 S∗ 一样, D∗ 也是保范的, ∥D∗F∥p = ∥F∥p.
最后再把球面上的函数 D∗F 按照定义 (2.7) 的逆过程回到 Rn 上得到 (S∗)−1D∗F , 它们具体的

表达式为

(D∗F )(s) = F (D−1(s)) =

(
1 + |x|2

|x+ a|

)n
p

f

(
2x1

|x+ a|2
, . . . ,

2xn−1

|x+ a|2
,
|x|2 − 1

|x+ a|2

)
,

其中 a = (0, . . . , 0, 1) ∈ Rn. 于是,

(S∗)−1D∗F =

(
1 + |x|2

2

)−n
p

F (D−1(s))

=

(
2

|x+ a|

)n
p

f

(
2x1

|x+ a|2
, . . . ,

2xn−1

|x+ a|2
,
|x|2 − 1

|x+ a|2

)
.

为方便起见, 将上述过程最终得到的函数 (S∗−1D∗S∗f)(x) 简记为 (Df)(x).

记 Rf = f∗, 反复迭代 D 和 R 构造序列 {fk},

fk = (RD)kf, f0 = f.

这个过程叫作 “竞争对称性”. 利用对称递减重排和共形对称性相抗争, 并且得到了强收敛的序列.
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定理 2.4 (参见文献 [3, 定理 4.6]) 设 f ∈ Lp(Rn) 非负, 1 < p < ∞, 则当 k → ∞ 时,

fk
Lp

−−−→ ∥f∥pg,

其中

g(x) = |Sn|−1/p

(
2

1 + |x|2

)n/p

.

利用定理 2.4 和 Riesz 不等式 (2.2) 可得, 对任意 f ∈ Lp(Rn), 有{
H(fk, fk)

∥fk∥2p

}∞

k=0

单调递增收敛于 H(g, g)/(∥g∥2p). 由此可见 g 是最优化函数. 此外, 由严格重排不等式 (2.3) 和 Hardy-

Littlewood-Sobolev 不等式的共形不变特性可以得出所有最优化函数的表达式具有如下形式:

f(x) = A(a2 + |x− b|2)−(2n−γ)/2,

其中 A ∈ C, 0 ̸= a ∈ R, b ∈ Rn. 上述详细工作可参见文献 [3, 第 4 章].

然而, 对称递减重排不是研究 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式最佳常数的唯一方法. Frank 和

Lieb [16, 17] 用了不依赖于对称递减重排思想的两种方法证明得出最优化解. 文献 [16] 采用的是球面反

演方法, 在文献 [17] 中, 他们继续沿用处理 Heisenberg 群上最佳形式的 Hardy-Littlewood-Sobolev 方

法 [18]. 球面反演方法最先由 Li 和 Zhu 给出, 可参见文献 [19–21].

不难看出 Hardy-Littlewood-Sobolev不等式与反向 Hardy-Littlewood-Sobolev不等式 (2.9)是等价

的. 2015年, Dou和 Zhu [22] 利用球面反演方法找出当 p = q 时的最优化解和最佳常数. 同样,当 p ̸= q

时, 反向 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式的最佳常数和最优化解仍是未知的.

定理 2.5 (参见文献 [22, 定理 1.2]) 设 0 < p, q < 1, γ > 0, γ/n = 1/p + 1/q − 2, 则存在常数

Cp,γ,n > 0, 使得对任意 f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn), 有

∥f∥p∥g∥q 6 Cp,γ,n

∫
Rn

∫
Rn

|f(x)g(y)||x− y|γdxdy. (2.9)

如果 p = q = 2n/(2n+ γ), 那么最佳常数为

Cp,γ,n = π−γ/2Γ(n/2 + γ/2)

Γ(n+ γ/2)

(
Γ(n/2)

Γ(n)

)−γ/n−1

.

此时, (2.9)等号成立当且仅当 g = cf , c为常数, f(x) = A(a2+|x−b|2)−(2n+γ)/2,其中 A ∈ C, 0 ̸= a ∈ R,
b ∈ Rn.

2012 年, 在 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式的基础上, Drury [23] 和 Gressman [24] 研究了其行列

式型多线性不等式. 此外, Valdimarsson [25] 证明了当 pj = p 时最优化解的存在性.

设 yj ∈ Rn, j = 1, . . . , n+ 1. 记

det(y1, . . . , yn+1) = n!Vol(co{y1, . . . , yn+1}),

其中 Vol(co{y1, . . . , yn+1}) 是由 n+ 1 个点 y1, . . . , yn+1 构成的凸包的体积.
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引理 2.6 (参见文献 [24, 定理 2]) 设 n > 1, 则存在有限常数 Cn > 0, 使得对任意 δ > 0 和可测

集 E1, . . . , En ⊂ Rn, 有

|{(y1, . . . , yn) ∈ E1 × · · · × En : det(0, y1, . . . , yn) < δ}| 6 Cnδ
n∏

j=1

|Ej |1−1/n. (2.10)

借助于 (2.10) 测度性质和 Marcinkiewicz 插值定理, Gressman [24] 得到了行列式型多线性分数次

积分算子的有界性. Valdimarsson [25] 利用对称递减重排思想和共形不变特性,给出了行列式型多线性

分数次积分的最优化函数.

定理 2.7 (参见文献 [24, 定理 1] 和 [25, 定理 2]) 设 0 < γ < 1, 1 < pj < ∞, 1 6 j 6 n+ 1, 则存

在常数 Cpj ,γ,n > 0, 使得对任意 fj ∈ Lpj (Rn), 有

∫
Rn

· · ·
∫
Rn

n+1∏
j=1

fj(yj) det(y1, . . . , yn+1)
−γdy1 · · · dyn+1 6 Cpj ,γ,n

n+1∏
j=1

∥fj∥pj (2.11)

成立当且仅当 pj 和 γ 满足

n+ 1−
n+1∑
j=1

1

pj
= γ,

1

pj
> 1− γ

n
, 1 6 j 6 n+ 1.

如果 1/pj = 1/p = 1− γ/(n+ 1), j = 1, . . . , n+ 1, 那么,

f1(x) = · · · = fn+1(x) =
1

(1 + |x|2)
n+1
2p

是 (2.11) 的最优化解. 若 (f1, . . . , fn+1) 也是 (2.11) 的最优化解, 则存在矩阵 A ∈ SLn+1(R), 使得

fj(x) = cj

∥∥∥∥∥∥A
 x

1

∥∥∥∥∥∥
−n+1

p

, j = 1, . . . , n+ 1.

Beckner [26] 利用 Selberg 公式和球极投影共形不变性得出另一种乘积型多线性不等式.

定理 2.8 (参见文献 [26, 定理 6]) 设 fj ∈ Lpj (Rn), 1 < pj < ∞, j = 1, . . . , N ,
∑N

j=1
1
pj

> 1. 又

设 0 6 rij = rji < n 并满足条件

∑
i ̸=j

rij
n

= 2− 2

pj
,

∑
16i<j6N

rij
n

= N −
N∑
j=1

1

pj
. (2.12)

那么, ∫
Rn

· · ·
∫
Rn

N∏
j=1

fj(yj)
∏
i<j

|yi − yj |−rijdy1 · · · dyN 6 C
N∏
j=1

∥fj∥pj . (2.13)

此外, (2.13) 的最优化解为

fj(x) = A(a2 + |x− b|2)−n/pj , j = 1, . . . , N,

其中 A ∈ C, 0 ̸= a ∈ R, b ∈ Rn.
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这里的条件 (2.12) 是为了保证不等式 (2.13) 的共性不变特性. 利用 Rn 到单位球面 Sn 的球极投
影, 可得 (2.13) 等价于 (2.14). 故只需研究 (2.14) 的有界性和最佳常数.

定理 2.9 (参见文献 [26, 定理 7]) 设 Fj ∈ Lpj (Sn), 1 < pj < ∞, j = 1, . . . , N ,
∑N

j=1
1
pj

> 1, dξj

是球面测度. 又设 0 6 rij = rji < n, 并满足条件

∑
i ̸=j

rij
n

= 2− 2

pj
,

∑
16i<j6N

rij
n

= N −
N∑
j=1

1

pj
.

那么, ∫
Sn

· · ·
∫
Sn

N∏
j=1

Fj(ξj)
∏
i<j

|ξi − ξj |−rijdξ1 · · · dξN 6 C

N∏
j=1

∥Fj∥pj . (2.14)

而且, (2.14) 的最优化解为

Fj(ξ) = A(1− ξ · η)−n/pj , j = 1, . . . , N,

其中 A ∈ C, η ∈ Rn+1, |η| < 1.

因此, 不等式 (2.13) 的最佳常数为

C = |Sn|−N+
∑

16i<j6N rij/n

∫
Sn

· · ·
∫
Sn

∏
16i<j6N

|ξi − ξj |−rijdξ1 · · · dξN .

关于乘积型多线性不等式, Christ [27] 研究了幂指数 rij 都相等的一维乘积型多线性不等式.

定理 2.10 (参见文献 [27, 命题 2.2]) 设 r > 0, f ∈ Lp(R), 则∫
R
· · ·

∫
R

N∏
j=1

f(yj)
∏
i<j

|yi − yj |−rdy1 · · · dyN 6 C∥f∥Np (2.15)

成立当且仅当 p 和 r 满足条件

r <
2

N
, 1 6 p < N,

1

p
+

r(N − 1)

2
= 1.

最近, Shi 等 [28] 研究了一般情形的乘积型多线性不等式.

定理 2.11 (参见文献 [28,定理 1]) 设 fj ∈ Lpj (Rn), 1 < pj < ∞, j = 1, . . . , N , 0 6 rij = rji < n,

那么, ∫
Rn

· · ·
∫
Rn

N∏
j=1

fj(yj)
∏
i<j

|yi − yj |−rijdy1 · · · dyN 6 C
N∏
j=1

∥fj∥pj
(2.16)

成立当且仅当 pj 和 rij 满足下列三个条件.

(1)
∑

16i<j6N
rij
n +

∑N
j=1

1
pj

= N ;

(2) 对于任意的 I ⊂ {1, 2, . . . , N} 并且 |I| > 2, 有
∑

i,j∈I;i<j
rij
n < |I| − 1;

(3) 对于任意的 I $ {1, 2, . . . , N}, 满足下列 (i) 和 (ii) 两条件之一:

(i)
∑

i,j∈I;i<j
rij
n +

∑
j∈I

1
pj

< |I|,
(ii)

∑
i,j∈I;i<j

rij
n +

∑
j∈I

1
pj

= |I|,
∑

j∈Ic
1
pj

> 1,
∑

i,j∈J;i<j
rij
n +

∑
j∈J(

1
pj
+
∑

i∈I
rij
n ) 6 |J |, J ⊂ Ic.

这里若 |I| = 1, 记
∑

i,j∈I;i<j rij/n = 0.

与分数次积分不等式密切相关的还有 Sobolev 不等式 [29, 30]、加权 Hardy-Littlewood-Sobolev 不

等式 [3, 9, 31–33]、k 平面变换 [34, 35]、X 射线变换 [36, 37]、广义 Radon 变换 [38–42] 以及 Fourier 限制性定

理 [43–45] 等.
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3 几何极值不等式和重排不等式

在 Riesz不等式的基础上, Brascamp等 [46] 推广研究 Riesz不等式的更一般情形,称为 Brascamp-

Lieb-Luttinger 不等式.

定理 3.1 (参见文献 [46, 定理 1.2]) 设 f1, . . . , fm 是 Rn 上的非负函数, 在无穷原点趋于 0. 令

k 6 m, B = {bij} 为 k ×m 矩阵 (1 6 i 6 k, 1 6 j 6 m). 定义

I(f1, . . . , fm) :=

∫
Rn

· · ·
∫
Rn

m∏
j=1

fj

( k∑
i=1

bijxi

)
dx1 · · · dxk,

那么,

I(f1, . . . , fm) 6 I(f∗
1 , . . . , f

∗
m). (3.1)

运用 Brascamp-Lieb-Luttinger 不等式和 Steiner 对称化思想, Chen [47] 得到了行列式型分数次积

分重排不等式.

定理 3.2 (参见文献 [47, 定理 2.7]) 设 f1, f2, . . . , fn+2 为 Rn 上非负函数, 在无穷原点趋于 0,

定义

J(f1, . . . , fn+1) =

∫
(Rn)n

n∏
j=1

fj(yj)fn+1(det(0, y1, . . . , yn))dy1 · · · dyn,

G(f1, . . . , fn+2) =

∫
(Rn)n+1

n+1∏
j=1

fj(yj)fn+2(det(y1, . . . , yn+1))dy1 · · · dyn+1,

那么,

J(f1, . . . , fn+1) 6 J(f∗
1 , . . . , f

∗
n+1), G(f1, . . . , fn+2) 6 G(f∗

1 , . . . , f
∗
n+2). (3.2)

例 3.3 (1) 设 fj = χEj , 1 6 j 6 n, 其中 Ej ⊂ Rn 是测度有限的 Lebesgue 可测集. 令 fn+1

= χ(|·|<δ), 则由定理 3.2 得

|{(y1, . . . , yn) ∈ E1 × · · · ×En : det(0, y1, . . . , yn) < δ}|

6 |{(y1, . . . , yn) ∈ E∗
1 × · · · × E∗

n : det(0, y1, . . . , yn) < δ}|.

这表明 (2.10) 的最优化集是以原点为中心的球.

(2) 令 fn+2 = | · |−γ , γ > 0, 则由定理 3.2 得∫
(Rn)n+1

n+1∏
j=1

fj(yj) det(y1, . . . , yn+1)
−γdy1 · · · dyn+1

6
∫
(Rn)n+1

n+1∏
j=1

f∗
j (yj) det(y1, . . . , yn+1)

−γdy1 · · · dyn+1.

由例 3.3 的重排不等式 (2) 可知, 行列式型多线性不等式 (2.11) 在对称递减重排之后是递增的,

结合 Rn 到单位球面 Sn 球极投影, 并利用第 2 节介绍的竞争对称性构造强收敛的最优化序列, 可以

得到 (2.11) 的最优化函数.

这里的球极投影不同于第 2节研究 Hardy-Littlewood-Sobolev不等式最优化函数时介绍的球极投

影. 定义 T 是 Rn 到北半球面 Sn+ 的球极投影,

T (x) =

(
x1√

1 + |x|2
, . . . ,

xn√
1 + |x|2

,
1√

1 + |x|2

)
, ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, (3.3)
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则 T 的逆是

T −1(s) =

(
s1

sn+1
, . . . ,

sn
sn+1

)
, ∀ s = (s1, . . . , sn) ∈ Sn+. (3.4)

通过映射 F (s) := |JT −1(s)|1/pf(T −1(s)), 可以将 Lp(Rn) 中的函数提升到单位球面 Sn+ 上, 其中

JT −1 是球极投影 T 逆的 Jacobi 矩阵,

|JT −1(s)| =
(

1

sn+1

)−n−1

.

同样得到行列式型多线性不等式 (2.11) 具有共形不变性, 即当 1/pj = 1− γ/(n+ 1) (j = 1, . . . , n+ 1)

时, (2.11) 等价于

∫
Sn+

· · ·
∫
Sn+

n+1∏
j=1

Fj(sj) det(s1, . . . , sn+1)
−γds1 · · · dsn+1 6 Cpj ,γ,n

n+1∏
j=1

∥Fj∥Lpj (Sn+).

经典的对称递减重排不等式除了 Riesz不等式和 Brascamp-Lieb-Luttinger不等式, 还有等周不等

式、Brunn-Minkowski 不等式和 Pólya-Szegö 不等式等, 参见文献 [48–55].

(1) 等周不等式: 设 A ⊂ Rn 的表面积有限, 则

Per(A∗) 6 Per(A), (3.5)

其中 Per(A) 是 A 的表面积. 等周不等式表明, 在体积一定的条件下, 球具有最小的表面积. 由等周不

等式 (3.5) 得到不等式 (3.6) 的最佳常数和最优化解:

|A| 6 1

(vnnn)1/(n−1)
Per(A)n/(n−1). (3.6)

(2) Brunn-Minkowski 不等式: 设 A,B ⊂ Rn 是测度有限的 Lebesgue 可测集, 则

|A∗ +B∗| 6 |A+B|, (3.7)

其中 A+B := {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} 表示集合 A 与 B 的 Minkowski 直和.

(3) Sobolev 不等式: 设 f ∈ W 1,p(Rn), 1 6 p < n, p∗ = np/(n− p), 则

∥f∥p∗ 6 Cp,n∥∇f∗∥p. (3.8)

(4) Pólya-Szegö 不等式: 设 f ∈ W 1,p(Rn), 1 6 p 6 ∞, 则

∥∇f∗∥p 6 ∥∇f∥p. (3.9)

由 Pólya-Szegö 不等式可知 Sobolev 不等式的最优化函数也是球对称的.

引理 3.4 (参见文献 [47, 引理 2.2]) 设 Ej ⊂ Rn 是测度有限的 Lebesgue 可测集, aj ∈ R, j = 1,

. . . , l, l ∈ N, 则

sup
xj∈E∗

j

∣∣∣∣ l∑
j=1

ajxj

∣∣∣∣ 6 sup
xj∈Ej

∣∣∣∣ l∑
j=1

ajxj

∣∣∣∣.
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在引理 3.4 基础上, 我们得到两个经典几何极值问题的答案. 设 E ⊂ Rn 是测度有限的 Lebesgue

可测集, 则

d(E∗) 6 d(E), (3.10)

其中 d(E) 是集合 E 的直径. 这是著名的等直径不等式, 其几何意义表明, 在体积一定的条件下, 球的

直径最小.

利用等直径不等式 (3.10) 可以得到不等式 (3.11) 的最佳常数和最优化集,

|E| 6 vn
2n

d(E)n ≡ vn
2n

sup
x,y∈E

|x− y|n. (3.11)

除了集合体积与表面积 (3.6), 以及集合体积与直径的关系 (3.11), Macbeath [56] 首次研究了集合

体积与其包含的最大星型集之间的关系, 即对于 Euclid 空间 Rn 中的任意测度有限集 E, 有

|E| 6 Cn sup
yj∈E

j=1,...,n+1

det(y1, . . . , yn+1), (3.12)

其研究方法借助于重排不等式

sup
yj∈E∗

j=1,...,n+1

det(y1, . . . , yn+1) 6 sup
yj∈E

j=1,...,n+1

det(y1, . . . , yn+1). (3.13)

Kanazawa [57] 用几何方法论也找出了对任意的凸集 E ⊂ Rn, 存在星型集 T, c > 0, 使得

T ⊂ E ⊂ n(T − c) + c,

其中 c 是星型集 T 的重心. 这再一次验证了几何不等式 (3.12) 成立. 这个思想类似于 John 椭球的概

念: 对任意的凸集 E ⊂ Rn, 一定存在椭球 J, c > 0, 使得

J ⊂ E ⊂ cJ,

其中 cJ 是椭球 J 的同心 c 倍扩张. 如此找到的椭球称为 John 椭球.

Chen 利用引理 3.4 研究得出 (3.10) 和 (3.13) 更一般的泛函重排不等式.

定理 3.5 (参见文献 [58, 引理 4.3] 和 [47, 定理 2.5]) 设 fj 是 Rn 上的非负函数, 在无穷原点趋

于 0, 又设 γ > 0, l ∈ N, 则

sup
yj

l∏
j=1

f∗
j (yj)

∣∣∣∣ l∑
j=1

ajyj

∣∣∣∣γ 6 sup
yj

l∏
j=1

fj(yj)

∣∣∣∣ l∑
j=1

ajyj

∣∣∣∣γ , (3.14)

sup
yj

n+1∏
j=1

f∗
j (yj) det(y1, . . . , yn+1)

γ 6 sup
yj

n+1∏
j=1

fj(yj) det(y1, . . . , yn+1)
γ . (3.15)

对任意 n2 维向量, 我们可以视之为 n阶方阵. Christ [59] 首次研究了 Rn2

空间中的集合体积与行

列式之间的关系.

定理 3.6 (参见文献 [59,引理 13.2]) 设 E 是 n×n阶实矩阵空间Mn×n(R)的子集,并且在 Rn2

中的 Lebesgue 测度意义下可测, 则

|E| 1
n 6 Cn sup

Aj∈E
sj∈{0,1}

|det(s1A1 + · · ·+ snAn)|. (3.16)
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特别地, 如果 E 是凸集, 那么,

|E| 1
n 6 Cn sup

A∈E
|det(A)|.

这里 det 表示通常的方阵行列式. Chen [47] 利用对称重排思想把定理 3.6 结果推广至更一般的集

合 Ej 上.

定理 3.7 (参见文献 [47, 定理 3.1]) 设 Ej 是实矩阵空间Mn×n(R) 的可测集, j = 1, . . . , n, 则

n∏
j=1

|Ej |
1
n2 6 Cn sup

Aj∈Ej

j=1,...,n

|det(A1 + · · ·+An)|. (3.17)

因此, 当 Ej = E 时,

|E| 1
n 6 Cn sup

yj∈E
|det(A1 + · · ·+An)|.

在上述几何极值问题基础上, Chen [58] 研究了 (3.11) 和 (3.12) 的泛函形式.

定理 3.8 (参见文献 [58, 推论 2.3 和定理 4.1]) 设 0 < p, q < ∞, γ > 0 满足 γ/n = 1/p+ 1/q, 若

f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn), 则

∥f∥p∥g∥q 6 Cp,γ,nsup
x,y

|f(x)g(y)||x− y|γ . (3.18)

如果 p = q = 2n/γ, 那么 (3.18) 的最佳常数

Cp,γ,n = 2−
2n
p |Sn|

2
p ,

并且最佳常数在 f = ch 和 g = ch 时达到, 其中 c 为常数, h(x) = (1 + |x|2)−n/p.

定理 3.9 (参见文献 [58, 推论 3.3 和定理 4.7]) 设 0 < pj < ∞, γ > 0, fj ∈ Lpj (Rn), j = 1,

. . . , n+ 1, 则
n+1∏
j=1

∥fj∥pj 6 Cpj ,γ,n sup
yj

n+1∏
j=1

|fj(yj)|det(y1, . . . , yn+1)
γ (3.19)

成立当且仅当 pj 和 γ满足
∑n+1

j=1
1
pj

= γ, 1
pj

< γ
n , j = 1, . . . , n+1.如果 1/pj = 1/p = γ/(n+1),则 (3.19)

的最佳常数为 Cpj ,γ,n = (|Sn|/2)
n+1
p , 并且最佳常数在 fj = ch 时达到, 1 6 j 6 n + 1, 其中 c 为常数,

h(x) = (1 + |x|2)−
n+1
2p .

4 混合范数空间的分数次积分不等式

1961 年, Benedek 和 Panzone [60] 首次提出了混合范数的概念.

定义 4.1 给定自然数 n, 令 (Xi, Si, µi) 为 σ 有限测度空间, 1 6 i 6 n, 并且给出一个 n 维向量

p⃗ = (p1, p2, . . . , pn), 1 6 pi 6 ∞. 考虑乘积空间 (X,S, µ) = (
∏n

i=1 Xi,
∏n

i=1 Si,
∏n

i=1 µi) 中的可测函数

f ,若对 f 先关于变量 x1 取 Lp1 范数,这样我们得到一个变量为 (x2, . . . , xn)的函数,再对这个函数关

于变量 x2 取 Lp2 范数, . . . ,最后关于 xn 取 Lpn 范数. 这样最终得到的结果记为 ∥f∥p⃗ 或者 ∥f∥p1,...,pn .

如果其是有限的, 则称 f 属于 Lp⃗(X). 特别地, 当 pi < ∞ 时,

∥f∥p⃗ =

(∫
· · ·

(∫ (∫
|f(x1, . . . , xn)|p1dµ1

)p2/p1

dµ2

)p3/p2

· · · dµn

)1/pn

.
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此外, f 的混合弱范数定义为

∥f∥Lp⃗,∞ := sup
λ>0

λ∥χ{|f |>λ}∥Lp⃗ . (4.1)

如果 ∥f∥Lp⃗,∞ < ∞, 则称 f 属于 Lp⃗,∞(X).

另一方面, 若对 f 先关于变量 x1 取弱 Lp1 范数, 再对 x2 取弱 Lp2 范数, . . . , 最后关于 xn 取弱

Lpn 范数, 则得到累次弱范数

∥f∥Lp⃗I ,∞ := ∥f∥Lpn,∞(···(Lp1,∞)). (4.2)

1961 年, Benedek 和 Panzone [60] 首次研究了混合范数空间的基本性质, 类似于经典 Lebesgue 空

间, 其中包含混合强范数的收敛性、完备性、自反性、Hölder 不等式、Minkowski 不等式、Young 不等

式和插值定理等. 其他相关工作可参见文献 [61–63]. 近年来, Lebesgue 混合范数空间理论得到了一些

发展. 例如, Kurtz [64] 研究了各种经典算子, 包括强极大算子、双 Hilbert 变换和奇异积分算子在加权

Lebesgue混合范数空间上的有界性; Torres和Ward [65] 得出了 Lebesgue混合范数空间的 Calderón再

生公式和小波分析; Chen 和 Sun [66] 系统研究了 Lebesgue 混合范数空间中混合弱范和累次弱范的性

质, 包含收敛性、完备性、插值定理和 Hölder 不等式等. Cleanthous 等 [67] 和 Huang 等 [68] 在最近的

论文中进一步研究了各向异性混合范数 Hardy 空间的性质. 本节将介绍混合范数空间中的一些基本

不等式.

我们将条件 n 维向量 p⃗ = (p1, p2, . . . , pn), 1 6 pi 6 ∞, 1 6 i 6 n, 简记为 1 6 p⃗ 6 ∞. 如果

1 < pi < ∞, 1 6 i 6 n, 则简记为 1 < p⃗ < ∞. 将记号 1/p⃗ 定义为 1/p⃗ := (1/p1, 1/p2, . . . , 1/pn).

Minkowski 不等式 [60] 设 1 6 p⃗ 6 ∞, f, g ∈ Lp⃗(X), 则 f + g ∈ Lp⃗(X) 并且

∥f + g∥p⃗ 6 ∥f∥p⃗ + ∥g∥p⃗. (4.3)

由此可见 Lp⃗(X) 是赋范线性空间.

定理 4.2 (参见文献 [60, 第 2 节定理 2]) 设 1 6 p⃗ 6 ∞, f 是 X 上的可测函数, 则

∥f∥p⃗ = sup
g∈U

p⃗′

∣∣∣∣ ∫ fgdµ

∣∣∣∣ = sup
g∈U

p⃗′

∫
|fg|dµ,

其中 Up⃗′ 表示空间 Lp′
中的单位球. 因此, 可测函数 f ∈ Lp⃗(X) 当且仅当

sup
g∈U

p⃗′

∣∣∣∣ ∫ fgdµ

∣∣∣∣ = sup
g∈U

p⃗′

∫
|fg|dµ < ∞.

定理 4.3 (参见文献 [60, 第 3 节定理 1]) 设 1 < p⃗ < ∞, 则 Lp⃗(X) 是自反 Banach 空间当且仅

当对每一个 i, Lpi(Xi) 是自反 Banach 空间.

Chen 和 Sun [66] 研究了混合弱范与累次弱范两者之间的关系, 得到以下结果.

定理 4.4 (参见文献 [66, 定理 2.2]) 设 p⃗ = (p1, p2), 0 < p⃗ < ∞, m,n ∈ N, 则有
(1) Lp2,∞(Lp1,∞)(Rn × Rm) ̸⊂ Lp⃗,∞(Rn × Rm) 且 Lp⃗,∞(Rn × Rm) ̸⊂ Lp2,∞(Lp1,∞)(Rn × Rm);

(2) Lp1,∞
x (Lp2,∞

y ) ̸⊂ Lp2,∞
y (Lp1,∞

x ) 且 Lp2,∞
y (Lp1,∞

x ) ̸⊂ Lp1,∞
x (Lp2,∞

y );

(3) Lp⃗ ( Lp⃗,∞ ∩ Lp2,∞(Lp1,∞).

特别地, 设 p⃗ = (p1, p2), 非零函数 f ⊗ g(x, y) := f(x)g(y) ∈ Lp2,∞(Lp1,∞) 当且仅当 f ∈ Lp1,∞,

g ∈ Lp2,∞. 现考虑 f ⊗ g ∈ Lp⃗,∞ 与 f ∈ Lp1,∞ 和 g ∈ Lp2,∞ 之间的关系.
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定理 4.5 (参见文献 [66, 定理 2.3]) 设 p⃗ = (p1, p2), 0 < p⃗ < ∞, m,n ∈ N, 则有
(1) 如果 f ∈ Lp1,∞(Rn), g ∈ Lp2(Rm), 那么 f ⊗ g ∈ Lp⃗,∞(Rn × Rm);

(2) 如果 f ∈ Lp1(Rn), g ∈ Lp2,∞(Rm), p1 6 p2, 那么 f ⊗ g ∈ Lp⃗,∞(Rn × Rm);

(3) 如果 f ⊗ g ∈ Lp⃗,∞(Rn × Rm), f, g ̸= 0, 那么 f ∈ Lp1,∞(Rn), g ∈ Lp2,∞(Rm).

对于一般的 p⃗ = (p1, p2), L
p2,∞(Lp1)、Lp2(Lp1,∞) 和 Lp⃗,∞ 三者之间的关系有如下定理.

定理 4.6 (参见文献 [66, 定理 2.4]) 记 p⃗ = (p1, p2), 0 < p⃗ < ∞.

(1) 设 F 是 Rn × Rm 上的可测函数, 则 ∥F∥Lp⃗,∞ 6 ∥F∥Lp2 (Lp1,∞), 因此, Lp2(Lp1,∞) ⊂ Lp⃗,∞.

(2) Lp2,∞(Lp1) ̸⊂ Lp⃗,∞ 且 Lp⃗,∞ ̸⊂ Lp2,∞(Lp1).

设 p⃗ = (p1, p2, . . . , pn), 1 6 p⃗ 6 ∞, 定义 p⃗ 的共轭 p⃗′ 为 p⃗′ = (p′1, p
′
2, . . . , p

′
n), 则有以下 Hölder 不

等式: ∣∣∣∣ ∫ · · ·
∫

f(x1, . . . , xn)g(x1, . . . , xn)dµ1 · · · dµn

∣∣∣∣ 6 ∥f∥p⃗∥g∥p⃗′ . (4.4)

由 Hölder 不等式 (4.4) 易得

∥f∥Lr⃗ 6 ∥f∥θLp⃗∥f∥1−θ
Lq⃗ ,

其中 1/r⃗ = θ/p⃗+ (1− θ)/q⃗, 0 < θ < 1.

利用弱范数的相关结果容易证明 Hölder 不等式对于累次弱范数也成立.

定理 4.7 (参见文献 [66, 定理 2.13]) 设 0 < p⃗, q⃗, r⃗ 6 ∞, 1/r⃗ = 1/p⃗+ 1/q⃗, 则

∥f∥Lr⃗I ,∞ 6 Cp⃗,q⃗∥f∥Lp⃗I ,∞∥f∥Lq⃗I ,∞ , (4.5)

其中 Cp⃗,q⃗ =
∏n

i=1(pi/ri)
1/pi(qi/ri)

1/qi .

对于混合弱范数, Hölder 不等式有时不成立.

定理 4.8 (参见文献 [66, 定理 2.14]) 设 0 < p1, p2, q1, q2 6 ∞ 且 1/ri = 1/pi + 1/qi, i = 1, 2, 则

∥fg∥Lr⃗,∞ 6 Cp⃗,q⃗∥f∥Lp⃗,∞∥g∥Lq⃗,∞ , ∀ f, g,

当且仅当 p1q2 = p2q1, 此时常数为

Cp⃗,q⃗ =



max{1, 21/r1−1/r2}p
1/p2

2 q
1/q2
2

r
1/r2
2

, 0 < p1, p2, q1, q2 < ∞,

max{1, 21/r1−1}p
r1/p1

1 q
r1/q1
1

r1
, p2 = q2 = ∞, 0 < p1, p2 < ∞,

p
1/p2

2 q
1/q2
2

r
1/r2
2

, p1 = q1 = ∞, 0 < p2, q2 < ∞,

1, p⃗ = (∞,∞) 或 q⃗ = (∞,∞).

由 Hölder 不等式 (4.4) 可得下面的定理:

定理 4.9 (参见文献 [66,定理 2.18]) 设 0 < p⃗, q⃗, r⃗ 6 ∞且 1/r⃗ = θ/p⃗+(1− θ)/q⃗,其中 0 < θ < 1,

那么,

∥f∥Lr⃗,∞ 6 ∥f∥θLp⃗,∞∥f∥1−θ
Lq⃗,∞ , ∥f∥Lr⃗I ,∞ 6 ∥f∥θ

Lp⃗I ,∞∥f∥1−θ
Lq⃗I ,∞ .

Chen 和 Sun [66] 同样得到了混合范数空间中弱范插值公式.
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定理 4.10 (参见文献 [66, 定理 2.19]) 设 0 < p⃗, q⃗, r⃗ 6 ∞, p⃗ = (p1, p2), q⃗ = (q1, q2), r⃗ = (r1, r2),

(1) 如果 1/r⃗ = θ/p⃗+ (1− θ)/q⃗, 其中 0 < θ < 1, 那么,

∥f∥Lr⃗ 6
(

r1
r1 − p1

+
r1

q1 − r1

)1/r1

∥f∥θLp2 (Lp1,∞)∥f∥
1−θ
Lq2 (Lq1,∞);

(2) 如果

1

r1
=

θ

p1
+

1− θ

q1
,

1

r2
=

θξ

p21
+

(1− θ)ξ

p22
+

θ(1− ξ)

q21
+

(1− θ)(1− ξ)

q22
,

其中 0 < θ, ξ < 1, 那么,

∥f∥Lr⃗ 6 C∥f∥θξLp21,∞(Lp1,∞)∥f∥
(1−θ)ξ
Lp22,∞(Lq1,∞)∥f∥

θ(1−ξ)
Lq21,∞(Lp1,∞)∥f∥

(1−θ)(1−ξ)
Lq22,∞(Lq1,∞).

Young不等式 [60] 令 n维向量 1 6 p⃗, q⃗, r⃗ 6 ∞, f, g ∈ Lp⃗(X)满足 1/p⃗+1/q⃗ = 1+1/r⃗, f ∈ Lp⃗(X),

g ∈ Lq⃗(X), 则 f ∗ g ∈ Lr⃗(X) 并且

∥f ∗ g∥r⃗ 6 ∥f∥p⃗∥g∥q⃗.

Benedek 和 Panzone [60] 还研究了位势算子在混合范数空间上的有界性.

定理 4.11 令 X = Rn, Λ⃗ = (λ1, . . . , λn), 0 < λi < 1, 设 p⃗ > 1 且满足 1 + 1/q⃗ = 1/p⃗+Λ, 则对任

意的 f ∈ Lp⃗(Rn), 有

∥f ∗ | · |−λ∥q⃗ 6 Cp⃗,Λ∥f∥p⃗, (4.6)

其中 λ =
∑n

j=1 λj .

由位势算子的有界性 (4.6) 可以得到混合范数空间上的 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式. 令

X = Rn, Λ⃗ = (λ1, . . . , λn), 0 < λi < 1. 设 p⃗ > 1, q⃗ > 1 且满足 2 − 1/p⃗ − 1/q⃗ = Λ, 则对任意的

f ∈ Lp⃗(Rn), g ∈ Lq⃗(Rn), λ =
∑n

j=1 λj , 有∫
Rn

∫
Rn

f(x)g(y)|x− y|−λdxdy 6 Cp⃗,Λ∥f∥p⃗∥g∥q⃗. (4.7)

Chen 和 Sun [66] 研究了混合范数空间上更一般形式的分数次积分不等式. 定义

Lγf(x, y) =
f(x, y)

|x− y|γ
, Tγf(x, y) =

f(x, y)

(|x+ y|+ |x− y|)γ
, γ > 0,

不难发现

∥Lγf∥Lq⃗ .p⃗,q⃗,n ∥f∥Lp⃗ , ∥Tγf∥Lq⃗ .p⃗,q⃗,n ∥f∥Lp⃗

在一般情况下并不成立. 当我们考虑累次弱范时, 可以得到一些关于这两个算子有界性的结果.

定理 4.12 (参见文献 [66,定理 3.7]) 设 f 是 R2n上的非负可测函数, 0 < r < p1 6 ∞, 0 < p2 6 ∞
且 1/r = 1/p1 + γ/n, 则

∥Lγf∥Lp2 (Lr,∞) 6 Cp⃗,r,n∥f∥Lp2 (Lp1,∞), (4.8)

∥Lγf∥Lp2,∞(Lr,∞) 6 Cp⃗,r,n∥f∥Lp2,∞(Lp1,∞), (4.9)

关于其他情形的 p⃗ 和 q⃗, 有

∥Lγf∥Lq2,∞(Lq1 ) ̸6 Cp⃗,q⃗,n∥f∥Lp2,∞(Lp1 ).
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如果 p2 ̸= q2, 那么,

∥Lγf∥Lq2 (Lq1,∞) ̸6 Cp⃗,q⃗,n∥f∥Lp2 (Lp1,∞);

如果 p2 ̸= q2, 那么,

∥Lγf∥Lq2,∞(Lq1,∞) ̸6 Cp⃗,q⃗,n∥f∥Lp2,∞(Lp1,∞).

定理 4.13 (参见文献 [66, 定理 3.4]) 设 f 是 R2n 上的非负可测函数, 0 < q1 6 p1 6 ∞,

0 < q2 6 p2 6 ∞ 满足齐次条件 1/q1 + 1/q2 = 1/p1 + 1/p2 + γ/n, 则

∥Tγf∥Lq2,∞(Lq1,∞) 6 Cp⃗,q⃗,n∥f∥Lp2,∞(Lp1,∞). (4.10)

特别地, 如果 p1q2 = p2q1, 那么,

∥Tγf∥Lq⃗,∞ 6 Cp⃗,q⃗,n∥f∥Lp⃗,∞ . (4.11)

在文献 [66] 中, 作者证明了上述结果可以推出 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式.
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Geometric inequalities in harmonic analysis

Ting Chen & Wenchang Sun

Abstract Geometric inequalities have been hot topics in analysis, geometry, PDE, probability and combinatorial
theory. Among so many geometric inequalities, fractional integral inequalities exceptionally attract attention of
analysts, which play an important role in Analysis. The reason is due to their diverse connections to questions
regarding the restriction of the Fourier transform, Radon transform and the k-plane transform. In this paper,
we simply review a series of fractional integral inequalities, some geometric extremal inequalities and symmetric
decreasing rearrangement inequalities which are extremely useful analytic tools to deal with many classic extremal
problems. Together with competing symmetries, we focus on presenting rearrangement method to determine the
optimisers of some fractional integral inequalities. We also introduce some properties of Lebesgue spaces with
mixed norms and consider some fractional integral inequalities in mixed norm spaces as well.
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