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摘要 为了提高多站无源定位精度,以 LS算法的 GDOP为基础对多站测向交叉定位的最佳配置形

式进行了分析.指出当目标位于多传感器形成的闭合区域内、外侧时,其最佳配置形式是各相邻传感

器间夹角相同, 且传感器位于以目标位置 (同时为坐标系原点) 为圆心的外接圆上; 如果在该最佳形

式中没有对相邻夹角的限制,则 LS算法可以达到方差最小意义下的最优估计;文中同时对最优估计

及最佳配置条件下 LS算法的一致性进行了分析.仿真结果验证了最佳配置形式的分析,并指出该形

式可以应用到基于传感器管理的多站无源定位算法中.
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1 引言

多站无源定位中, 由于定位系统获得的目标特征信息增多, 有利于提高目标的定位精度 [1−3]; 加

之无源定位本身具有众多优点 [4−6], 因此多站无源定位一直备受关注和研究. 但是现有研究大多侧重

于多站定位方法和相应的定位算法 [7−9],从多站优化配置的角度研究如何提高目标定位精度的则相对

较少.

在多站测向交叉定位中, 传感器与目标间的相对位置能够对定位精度产生较大影响. 多传感器的

最佳配置一般是指目标位置一定时, 系统如何配置传感器才能获得最佳的定位精度 [10]. 文献 [11] 在

圆概率误差及模糊定位区域最小条件下研究了双站最优交会角问题,得出只有当交会角满足一定数值

(110◦ 或 120◦) 时定位精度才能达到最佳的结论; 文献 [12] 在最小误差椭圆条件下同样研究了该问题,

得出最优交会角仅决定于目标到双站基线的距离与基线长度的比值;文献 [13]表明多站的最佳配置形

式是多站呈以目标位置为中心的正多边形. 上述文献对研究多传感器的合理配置及管理算法均具有一

定的指导意义. 需指出的是, 文献 [11, 12] 均是以双站基线为坐标系横轴所建立的局部坐标系下进行

讨论的, 其结论是否适用于多站无源定位必须应用的全局坐标系还有待研究; 文献 [13] 是在作者直觉

基础上由数值仿真方法得到的结论, 因此缺乏相应的理论依据.

本文在上述文献的分析基础上,在全局坐标系下借助 LS(least square)定位算法的GDOP(geometry

dilution of precision)对双站及多站无源测向交叉定位的最佳配置问题展开研究.本文假设目标位于所
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图 1 双站交叉定位示意图

Figure 1 BO localization of two sensors

有传感器的探测区域内, 且不存在多径传播现象.

2 双站最佳配置

如图 1, 两固定同工传感器 S1 = (x1, y1)T 和 S2 = (x2, y2)T, 在全局坐标系下测得目标 XT =

(xT, yT)T 的方位角分别为 θ1, θ2(θ ∈ [0, 2π]). 假设测量误差 θ̃1, θ̃2 相互独立, 且服从均值为零、方差

分别为 σ2
θ1

, σ2
θ2
的高斯分布, 则 S1, S2 获得的交点 X = (x, y)T 为





x = x1 + τ cos θ1,

y = y1 + τ sin θ1,
(1)

其中

τ =
(y2 − y1) cos θ2 − (x2 − x1) sin θ2

sin(θ1 − θ2)
.

过 S1 作 x 轴的平行线 S1V1, 过 S2 作 S1V1 的垂线, 垂足为 V1; X̂V2 为基线 S1S2 的中垂线, 垂足为

V2. 设 ∠S2S1V1 = α, 则

α = arctan
(

y2 − y1

x2 − x1

)
. (2)

对 (1) 式求关于 θ1, θ2 的全微分, 有

 dx

dy


 =


 p cos θ2 q cos θ1

p sin θ2 q sin θ1





 dθ1

dθ2


 , (3)

其中

p = − (y2 − y1) cos θ2 − (x2 − x1) sin θ2

sin2(θ2 − θ1)
, q =

(y2 − y1) cos θ1 − (x2 − x1) sin θ1

sin2(θ2 − θ1)
.

在 (3) 式中假设 dθ1 ≈ θ̃1, dθ2 ≈ θ̃2, 并将该式近似作为 X 的定位误差. 则误差方差为

 σ2

x

σ2
y


 =


 (p cos θ2)2 (q cos θ1)2

(p sin θ2)2 (q sin θ1)2





 σ2

θ1

σ2
θ2


 . (4)
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由此可得 S1, S2 在全局坐标系下的 GDOP 为 [14]

G2 =
√

σ2
x + σ2

y =
1

sin2(θ2 − θ1)

√√√√√√√√

(y2 − y1)2(cos2 θ2σ
2
θ1

+ cos2 θ1σ
2
θ2

)

+(x2 − x1)2(sin2 θ2σ
2
θ1

+ sin2 θ1σ
2
θ2

)

−(y2 − y1)(x2 − x1)(sin 2θ2σ
2
θ1

+ sin 2θ1σ
2
θ2

)

. (5)

记 S1, S2 方位线间关于 X 的夹角 (简称 S1, S2 间的夹角)θ2 − θ1 = ∆θ. 对 (5) 式求 θ1, θ2 的全微分

并令结果为零, 同时假设 sin∆θ 6= 0 且 σθ1 = σθ2 , 经整理有

sin 2θ2 + sin 2θ1

cos 2θ2 + cos 2θ1
=

2(x2 − x1)(y2 − y1)
(x2 − x1)2 − (y2 − y1)2

. (6)

将 (2) 式代入 (6) 式, 可得

θ1 + θ2 = π + 2α. (7)

此即全局坐标系下, 测量精度相同的两传感器在最小 GDOP 意义下获得最佳定位精度时的方位角约

束关系. 该约束关系同两传感器间的相对位置 α 有关. 作为特例, 当 α = 0 时有

θ1 + θ2 = π. (8)

此即文献 [11] 的结果.

由 (7) 式可得 S1, S2 间的最优夹角为

∆θ̂ = π + 2(α− θ1). (9)

假设图 1 中 ∠S1XS2 = ∆θ̂. 做 ∠S1XS2 的平分线 XV3, 则有

∠S1XV3 = π/2 + α− θ1. (10)

则在 4S1V3X 中, 有

∠S1V3X = π− (θ1 − α)− (π/2 + α− θ1) = π/2. (11)

即 XV3 为 S1S2 的中垂线, 此时 X 与 X̂ 重合、V3 与 V2 重合. 这表明双站获得基线一侧的全局最佳

定位精度时, 目标一定位于基线的中垂线上.

在 (7), (9) 式条件下对 (5) 式的求导方程进一步分析, 可得





θ1 ≈ 7π/36 + α,

θ2 ≈ 29π/36 + α.
(12)

则 (9) 式的最优夹角近似为 ∆θ̂ = 11π/18. 由此可知对于基线距离一定的两传感器, 其最佳配置形式

是: 两传感器与目标间呈以双站基线为底边、夹角约为 11π/18 的等腰三角形. 该配置形式如图 1 中

4S1S2X̂ 所示, 此时目标与两传感器间的距离相等.

同文献 [11] 相比, 可知双站测向交叉定位在局部坐标系及全局坐标系下具有相同的最优夹角; 同

文献 [12] 相比, 可知用不同的指标衡量定位精度时其最优夹角是不同的.
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3 多站最佳配置

结合多站 LS 无源定位算法说明该问题. 对于传感器 Si(i = 1, 2, . . . , n, n > 3), 有非线性测量方程

tan θi =
yT − yi

xT − xi
. (13)

由于测量误差的存在, (13) 式只是近似成立. 对该式线性化, 有

xT sin θi − yT cos θi = xi sin θi − yi cos θi. (14)

对于所有传感器, 将 (14) 式写成如下矩阵形式:

AXT = B, (15)

其中 A、B 分别为系数矩阵和数据向量, 且

A =




sin θ1 − cos θ1

sin θ2 − cos θ2

...
...

sin θn − cos θn




, B =




x1 sin θ1 − y1 cos θ1

x2 sin θ2 − y2 cos θ2

...

xn sin θn − yn cos θn




.

该式的 LS 解为 [15]:

XLS = (ATA)−1ATB. (16)

由 (16) 式可知, 若 XLS 存在, 需

ATA = F (17)

可逆, 解得

F−1 =
1

det F


 f11 f12

f21 f22


 , (18)

其中 detF 表示 F 的行列式, 且

f11 =
n∑

i=1

cos2 θi, f22 =
n∑

i=1

sin2 θi,

f12 = f21 =
n∑

i=1

sin θi cos θi, detF =
n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

sin2 ∆θij ,

其中 ∆θij 表示 Si 与 Sj 间的夹角. (18) 式表明若所有传感器间的夹角均为 0 或 π, 将导致 F 奇异进

而使得 (16) 式的 LS 解不存在. 此时 n 个传感器呈直线分布, 且目标位于传感器基线或其延长线上.

因此只要所有传感器不呈直线布站,即可使得 LS解存在. 不失一般性,在工程实践中该条件均能够得

到满足.

由于测量误差的存在, (15) 式可进一步描述为

AXT = B + e, (19)
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其中 e 为 B 的误差. 令 θ = (θ1, θ2, . . . , θn)T, 求 (19) 式中 B 关于 θ 的偏导, 有

dB

dθ
= diag

(
db1

dθ1
,
db2

dθ2
, . . . ,

dbn

dθn

)
, (20)

其中 bi 为 B 中的第 i 行向量, 且
dbi

dθi
= xi cos θi + yi sin θi. (21)

假设 (20) 式中 dB ≈ e, 则

e =




(x1 cos θ1 + y1 sin θ1)dθ1

(x2 cos θ2 + y2 sin θ2)dθ2

...

(xn cos θn + yn sin θn)dθn




. (22)

假设所有传感器的均方根误差均为 σθ, 则 e 的协方差为

Pe = E[eeT] = diag(g1, g2, . . . , gn)σ2
θ , (23)

其中 gi = (xi cos θi + yi sin θi)2, 且 giσ
2
θ 为 (22) 式中 ei(i = 1, . . . , n) 的方差. 显然, E[e] = 0 且 e 中

各误差分量间相互统计不相关, 但由 (23) 式可知各分量的方差并不相同. 由 Gauss-Markov 定理可知,

(16) 式的 XLS 并不是多站无源定位中方差最小意义下的最优估计 [16].

结合 (19) 式, 可得 (16) 式 LS 解的定位误差为

∆XLS = XLS −XT = F−1ATB − F−1FXT = F−1AT(−e). (24)

则定位误差协方差为

PXLS = E[∆XLS∆XT
LS] = F−1ATPe(F−1AT)T =

σ2
θ

(detF )2


 l11 l12

l21 l22


 ∧=

σ2
θL

(detF )2
, (25)

其中

l11 =
n∑

i=1

(f11 sin θi − f12 cos θi)2gi, (26)

l22 =
n∑

i=1

(f21 sin θi − f22 cos θi)2gi, (27)

l12 = l21 =
n∑

i=1

[(f11 sin θi − f12 cos θi)(f21 sin θi − f22 cos θi)gi]. (28)

因此多站 LS 无源定位算法的 GDOP 为

Gn =
√

tr(PXLS) =
σθ

detF

√
l11 + l22 =

√
(f2

11 + f2
21)w1 + (f2

12 + f2
22)w2 − 2nf12w3

det Fσ−1
θ

, (29)

其中

w1 =
n∑

i=1

sin2 θigi, w2 =
n∑

i=1

cos2 θigi, w3 =
n∑

i=1

sin θi cos θigi.
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(29) 式表明 LS 算法的定位精度与 3 个因素有关: 传感器测量精度、传感器数量及传感器布站位置.

众所周知, 提高传感器测量精度可以提高目标的定位精度. 对于传感器数量对 (29) 式的影响, 实

质上是讨论 LS 算法的一致性问题. 由于 (24) 式中各误差向量的均值为零, 因此 (25) 式同时为 ∆XLS

的均方误差协方差; 但由于 (16) 式中 F 对 XLS 的影响, 使得多站 LS 定位算法是一种非一致性估

计 [16](详见附录 A). 这表明增加传感器数量时, 该算法的定位精度是否提高具有不确定性. 对于传感

器布站位置这一因素主要包含两方面: 传感器自身位置,体现在 (29)式中的 gi 项上; 传感器与目标间

的相对位置,体现在 det F , f11 及 f22 等项中的 ∆θij 上. 本文着重讨论该因素.显然,由于直接对 (29)

式中的传感器方位角求导比较繁琐, 因此考虑将 ∆θij 作为变量进行分析.

由于 n个传感器在二维平面内会形成一个凸多边形的闭合区域,不失一般性,其配置形式有两种:

目标位于传感器形成的闭合区域内侧; 目标位于闭合区域外侧. 分别讨论如下.

3.1 目标位于闭合区域内侧

以 3 个传感器为例, 此时 XT 与各 Si 的位置关系如图 2 所示. 图 2 中, 虚线 4S1S2S3 为传感器

形成的闭合区域; 十字星为 XT 位置. 此时对夹角间的关系研究可得

∆θ12 + ∆θ23 + ∆θ13 = 2π. (30)

该结论对于 n 个传感器的情况同样成立, 即所有相邻传感器间的夹角之和为 2π. 因此有

∆θ12 + ∆θ23 + · · ·+ ∆θ(n−1)n + ∆θn1 = 2π. (31)

在 (29) 式中, 令 J = l11 + l22. 则

J = w1f
2
11 + w2f

2
22 +

n∑

i=1

sin2 θi cos2 θi

(
n∑

i=1

gi − 2ngi

)

+
n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

[
cos2 (θi + θj)− cos2 ∆θij

] ·
[

n

2
(gi + gj)−

n∑

i=1

gi

2

]
. (32)

则 (29) 式中与 ∆θij 有关项可记为

W = det−2F



w1f

2
11 + w2f

2
22 −

n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

cos2 ∆θij

[
n

2
(gi + gj)−

n∑

i=1

gi

2

]



∧= W0det−2F . (33)

因此求 (29) 式的最小值相当于在 (31) 式条件下求 (33) 式的最小值. 构造如下辅助函数:

R = W + λ(∆θ12 + ∆θ23 + · · ·+ ∆θn1 − 2π). (34)

其中 λ 为 Lagrange 乘子. 同时将 f11, f22 变形如下:
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图 2 目标位于 3 站内侧示意图

Figure 2 Target is located inside the closed region formed by three sensors

f11 =
1

n− 1




n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

cos (θi + θj) cos ∆θij + C2
n


 , (35)

f22 =
−1

n− 1




n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

cos (θi + θj) cos ∆θij − C2
n


 . (36)

该变形使得 f11, f22 包含了所有夹角, 因此能够与 W0 的第 3 项相对应. 对 (34) 式求各夹角的偏导并

令结果为零, 经整理有 



t1 cos(θ1 + θ2) sin ∆θ12 + t2 sin 2∆θ12 = t0,

t1 cos(θ2 + θ3) sin ∆θ23 + t3 sin 2∆θ23 = t0,

...

t1 cos(θn + θ1) sin ∆θn1 + tn sin 2∆θn1 = t0,

(37)

其中

t1 =
2

n− 1
(w2f22 − w1f11), t0 = −λdet2F ,

ti =
n

2
(gi−1 + gi)− t∗(i = 2, · · · , n), t∗ =

1
2

n∑

i=1

gi + 2W0det−1F ,

且有

t1 =
n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

(cos2 θi sin2 θj − sin2 θi cos2 θj)(gi − gj). (38)

因此当且仅当

g1 = g2 = · · · = gn, (39)

即 t1 = 0 时, (37) 式有唯一解:

∆θ12 = ∆θ23 = · · · = ∆θn1 = 2π/n. (40)
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该式表明当目标位于传感器形成的闭合区域内侧时,只有所有相邻传感器间的夹角均相等时系统才能

获得最佳的定位精度.

现在讨论 (39) 式成立的条件. 由 (23) 式可知, 若定位系统以目标位置为原点建立坐标系且所有

传感器与目标距离相同时, 有

gi = r2, (41)

即 (39) 式成立. 式中 r 为传感器与目标的距离. 这一方面表明对于测量精度相同的传感器且各传感

器间夹角固定时,只有以目标位置为原点建立坐标系且传感器与目标距离均相等时, LS算法可以达到

方差最小意义下的最优估计; 另一方面, 该配置形式符合第 2 节关于双站最佳配置的分析, 即所有传

感器与目标的距离均相同时才有可能达到最佳配置形式,此时目标位于所有传感器形成的外接圆的圆

心. 将 (41) 式带入 (29) 式中, 可得此时的定位精度为

Gn = rσθ

√
n

detF
(n > 3). (42)

此即多站 LS 算法达到最优估计时的定位精度. 由该式可知, 传感器与目标间的距离及传感器间夹角

是影响定位精度的两个重要因素. 分析可知, 此时 LS 算法仍然不具有一致性, 但可以达到强一致性

(详见附录 B).

在 LS 算法达到最优估计的基础上, 在 (31) 式条件下对 (42) 式进一步分析可知, 当且仅当 (40)

式成立时该式恰好取得最小值.这表明 (40)式对各传感器间夹角分析的正确性. 因此当目标位于所有

传感器形成的闭合区域内侧时, 其最佳配置形式是: 以目标位置为原点建立坐标系, 且该原点同时为

n 个传感器形成的正 n 边形的外接圆圆心. 该结论与文献 [13] 的结论相同.

分析可知, 当 n 个传感器呈最佳配置时其 GDOP 为

Gn = 2rσθ/
√

n(n > 3). (43)

显然, 此时 LS 算法具有估计的一致性 (详见附录 C).

在文献 [13] 中, 当目标位于传感器闭合区域内侧时的最佳 GDOP 为 2/
√

n. 相比较而言, (43) 式

的结果更加合理. 这是由于对于雷达或其他传感器而言, 通常情况下传感器与目标间的距离越小或传

感器测量精度越高, 其所获得的定位精度会越好. 但是这并不能在文献 [13] 的结果中得到体现.

以 n = 4为例, 其最佳配置形式如图 3所示. 图中 S1S2S3S4 为正方形, 虚线圆为该正方形的外接

圆. 此时各传感器方位角为 



θ1 = α,

θ2 = π/2 + α,

θ3 = π + α

θ4 = 3π/2 + α.

(44)

由 (43) 式可得图 3 最佳配置时的定位精度为

G4 = rσθ. (45)

可知该最佳精度仅与传感器与目标的距离及测量精度有关, 且距离越小定位精度越高.
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图 3 目标位于 4 站内侧时的最佳配置形式 图 4 目标位于 3 站外侧示意图

Figure 3 Optimal allocation form when the target is Figure 4 Target is located outside the closed region

located inside the closed region formed by four sensors formed by three sensors

3.2 目标位于闭合区域外侧

同样以 3 传感器为例, 此时 XT 与各 Si 的位置关系如图 4 所示. 对此时的夹角关系进行研究

可得

∆θ13 = ∆θ12 + ∆θ23. (46)

即存在一个最大夹角,且该夹角为其他所有相邻夹角之和.该结论对于 n个传感器同样成立,即当 XT

位于闭合区域外侧且假设 ∆θn1 最大时, 有

∆θn1 = ∆θ12 + ∆θ23 + · · ·+ ∆θ(n−1)n. (47)

同样, 可构造如下辅助函数:

R = W + λ(∆θ12 + · · ·+ ∆θ(n−1)n −∆θn1). (48)

对其分析的过程同 3.1 小节. 经整理可得此时的最优夹角为




∆θ12 = · · · = ∆θ(n−1)n =
1

n− 2
· π

2
,

∆θn1 =
n− 1
n− 2

· π

2
,

(49)

其中 ∆θn1 为 n 的减函数, 这表明当传感器数量增加时, 最大夹角反而变小. 其极限值为




max(∆θn1)|n=3 = π,

min(∆θn1)|n=∞ = π/2,
(50)

后者表明当 n 无穷大时, 所有传感器将完全排列在某一象限的圆周上.

对 (42) 式在 (47) 式条件下分析, 同样可知当且仅当 (49) 式成立时该式取得最小值. 因此当目标

位于所有传感器形成的闭合区域外侧时, 其最佳配置形式是: 各相邻传感器间夹角相同, 且传感器位

于以目标位置 (同时为坐标系原点) 为圆心的外接圆上. 该表述同样适用于 3.1 小节的情况.
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图 5 目标位于 4 站外侧时的最佳配置形式

Figure 5 Optimal allocation form when the target is located outside the closed region formed by four sensors

分析可知, 此时 detF 的表达式为:

detF =
n−1∑

k=1

(n− k) sin2 k

n− 2
· π

2
. (51)

用数学归纳法容易证明该式满足 (B6) 式的第 3 种结果, 因此当目标位于传感器闭合区域外侧且传感

器呈最佳配置时, LS 算法仍然是一种一致估计.

同样以 n = 4 为例, 其最佳配置形式如图 5 所示. 此时各传感器方位角为




θ1 = α,

θ2 = π/4 + α,

θ3 = π/2 + α,

θ4 = 3π/4 + α.

(52)

将 (49), (51) 式代入 (42) 式中, 同样可得图 5 最佳配置时的定位精度为 (45) 式 1).

4 仿真分析

限于篇幅, 本节主要验证图 3 的最佳配置形式、LS 算法达到最优估计的条件及多站最佳配置时

的 GDOP. 由于参考文献 [11, 12] 等已经对双站的最佳配置形式进行了详细仿真, 在此不再另行给出.

同时, 文献 [6, 13] 等已经给出目标遍历情况下的 GDOP 等值线图, 因此本文主要对单静止目标在不

同条件下进行 GDOP 仿真.

4.1 关于图 3 的仿真

目标位于原点, 传感器的配置分 3 种形式, 如表 1 所示 (方便起见, 省略掉坐标中的 “T” 符号, 以

下同). 其中, 形式 1 为 α = 0 时的最佳配置形式; 形式 2 中各相邻传感器间夹角发生变化, 但满足 LS

算法达到最优估计的条件; 形式 3 的夹角及传感器与目标的距离均发生变化, 属于一般配置. 设传感

器测角精度均为 σθ = 0.5◦; 对 (29) 式进行 300 次 Monte Carlo 仿真, 结果如图 6 所示. 由图 6 可知:

1) 目标位于传感器闭合区域内、外侧时最佳定位精度相同的情况仅限于 n = 4 的情况, 详见图 8
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表 1 传感器布站位置 (km)

Table 1 Cases of sensor allocation (km)

Case S1 S2 S3 S4

1 (−20, 0) (0,−20) (20, 0) (0, 20)

2 (−20, 0) (0,−20) (20, 0) (14, 14)

3 (−20, 0) (0,−20) (20, 0) (20, 20)

图 6 目标位于 4 站内侧时的 GDOP

Figure 6 GDOP when the target is located in the closed region formed by four sensors

(1) 在所有配置形式中, 形式 1 的定位精度最佳. 对 (45) 式计算可得此时 GDOP 为 174.5 m, 与

图中吻合. 该结果验证了 3.1 小节关于目标位于 4 站内侧时最佳配置形式的分析.

(2)形式 2的 GDOP高于形式 1,在当前仿真条件下高出约 10 m. 由 (42)式计算可得此时 GDOP

为 186.6 m, 与图中吻合. 该结果表明虽然形式 2 可以达到方差最小意义下的最优估计, 但仍然达不到

最佳配置时的估计精度; 同时表明当各传感器与目标距离相同的情况下, 传感器间夹角是影响定位精

度的关键因素.

(3)形式 3的定位精度最差. 同形式 2相比,该结果表明当各传感器间夹角相同的情况下, 传感器

与目标的距离是影响定位精度的关键因素.

4.2 关于 LS 算法最优估计条件的仿真

仅以图 3 为例. 传感器的配置及 XT 位置分 4 种形式, 如表 2 所示. 其中, 形式 1,2 为 α = 0 时

的最佳配置形式,但形式 2的坐标原点并不位于 XT 处;形式 3,4分别相对于形式 1,2而言, S4 与 XT

的距离发生变化. 其他仿真条件不变, 结果如图 7 所示. 由图 7 可知: 形式 1–4 的定位精度依次降低,

因此该结果验证了 (42)式条件的分析.其中,形式 1较形式 2提高约 20 m,较形式 3提高约 40 m. 该

结果表明对于 XT 位于坐标原点及传感器与 XT 距离相等这两个因素,后者是影响 LS算法达到最优

估计精度的主要因素.

需指出的是, 在图 6, 7 中用 RMS(root-mean square) 衡量定位精度时可以得到相同的结果, 仅是

数值上有差别.

4.3 关于最佳配置时 GDOP 的仿真

假设 r = 30 km且 σθ = 0.5◦. 将 (51)式代入 (42)式从而得到 3.2小节最优配置时的 GDOP, 并
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表 2 传感器及目标布站位置 (km)

Table 2 Cases of sensor allocation (unit: km)

Case S1 S2 S3 S4 XT

1 (−20, 0) (0,−20) (20, 0) (0, 20) (0, 0)

2 (−20, 20) (0, 0) (20, 20) (0, 40) (0, 20)

3 (−20, 0) (0,−20) (20, 0) (0, 40) (0, 0)

4 (−20, 20) (0, 0) (20, 20) (0, 60) (0, 20)

图 7 不同配置形式的 GDOP 图 8 最佳配置时 GDOP 与传感器数量的关系

Figure 7 GDOP for different sensor allocation forms Figure 8 Optimal GDOP versus the number of sensors

在不同传感器数量条件下与 (43) 式进行比较, 结果如图 8 所示. 为了直观起见, 将 GDOP 画成连续

曲线的形式, 而实际上只有当 n 为整数时才有意义. 由图 8 可知:

(1) 随着传感器数量的增加, GDOP 呈减小趋势. 该结果验证了附录 C 及 3.2 小节的分析, 即当

传感器呈最佳配置时, LS 算法具有估计的一致性.

(2) 当 n = 4 时目标位于传感器闭合区域内、外侧的最佳精度相同; 除此之外, 目标位于内侧的最

佳精度均要优于外侧. 因此不失一般性, 传感器最佳配置形式应该是 3. 1 小节分析的结果, 即传感器

位于以原点 (即目标位置) 为中心的正多边形的顶点.

(3) 当传感器数量增加至一定程度时, GDOP 的提高趋势并不明显甚至达到饱和状态. 该结果同

文献 [17] 的分析.

5 结论

以双站分析为基础并结合 LS 算法的 GDOP, 提出多站无源测向交叉定位的最佳配置形式. 该结

论可以应用到多机动传感器、固定或慢速运动目标的定位或跟踪中, 此即对传感器进行空间管理; 更

重要的是, 对于多固定传感器、机动目标而言, 该结论可以应用到基于传感器选择的定位跟踪算法中.

因此,上述最佳配置形式的分析对于研究基于传感器管理的多站无源定位跟踪算法具有一定的指导意

义. 通过本文分析还可知:

(1) 传感器与目标的距离及传感器间夹角是影响测向交叉定位精度的两个重要因素;

(2) 目标位于传感器的外接圆圆心且该圆心同时为坐标系原点是多站 LS 定位算法达到最优估计

的条件, 且前者是主要因素;
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(3) 当传感器按最佳方式配置时, LS 算法具有一致性; 但此时增加传感器时需要对原所有传感器

进行重新配置才能获得新的最佳配置形式, 这在实际当中并不可行; 幸运的是, 该算法在达到最优估

计时具有强一致性, 因此只要增加的传感器位于以目标为中心的外接圆上, 原传感器无需重新配置仍

可达到估计的一致性.
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附录 A LS 算法非一致性的证明

证明: 用反证法. 假设 LS 算法具有一致性, 则在 det F 6= 0 条件下, 在 (25) 式中一定有

lim
n→∞

PXLS = 0, (A1)

该式相当于

lim
n→∞

L = 0. (A2)

在 (26)–(28) 式中, gi 由于是 ei 的方差成分而不能为零, 因此当 n →∞ 时一定有




f11 sin θi − f12 cos θi = 0,

f21 sin θi − f22 cos θi = 0.
(A3)

该式等同于

f11f22 − f2
12

∧
= F∗ = 0. (A4)

联合 (18) 式, 可知

F∗ =

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

sin2 θi cos2 θj − 2

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(sin θi cos θi sin θj cos θj). (A5)

注意到 (A5) 式中前、后两项均有 n2 − n 项, 同时后一项的系数为 2; 因此对于同一下标而言可将其拆分成相同的两

项, 分别对应于前一项中的下标相同项及下标次序颠倒项. 即

F∗ =

(
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

sin2 θi cos2 θj −
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

sin θi cos θi sin θj cos θj

)

+

(
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

sin2 θj cos2 θi −
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

sin θi cos θi sin θj cos θj

)
. (A6)

进一步推导可得

F∗ =

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

sin θi cos θj(− sin ∆θij) +

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

sin θj cos θi sin∆θij

=

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

sin2 ∆θij = det F . (A7)

显然, 由 (A4) 式可知 det F = 0, 但同 (A1) 式的条件相反. 这表明开始的假设不成立, 因此多站 LS 无源测向交叉定

位算法具有非一致性.

附录 B LS 算法最优估计时一致性的讨论

假设定位系统有 n− 1(n− 1 > 3) 个传感器, 由 (42) 式可知其定位精度为

Gn−1 = rσθ

√
n− 1

det Fn−1
, (B1)

其中

det Fn−1 =

n−2∑
i=1

n−1∑
j=i+1

sin2 ∆θij . (B2)
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在此基础上增加一个传感器 Sn 后, 定位精度如 (42) 式所示, 其中

det Fn = det Fn−1 +

n−1∑
i=1

sin2 ∆θin. (B3)

令

β = det Fn−1/ det Fn. (B4)

则联合 (B2), (B3) 两式可知:

0 < β < 1. (B5)

比较 (42), (B1) 两式, 有

Gn

Gn−1
=

√
nβ

n− 1
. (B6)

理论上, 该式有 3 种结果:

¬ 当 n−1
n

< β < 1 时, 有 Gn > Gn−1. 此时增加 Sn 后, 定位精度降低;

­ 当 β = n−1
n

> 0 时, 有 Gn = Gn−1. 此时增加 Sn 后, 定位精度不变;

® 当 0 < β < n−1
n
时, 有 Gn < Gn−1. 此时增加 Sn 后, 定位精度提高.

但实际上,由区间长度可知第 3种结果发生的概率要明显大于前两种结果,特别当 n较大时. 这将导致Gn < Gn−1

的情况更容易发生, 因此当 LS 算法达到最优估计时具有强一致性.

附录 C 3.1 小节最佳配置时 LS 算法一致性的讨论

当 n 个传感器呈最佳配置且 XT 位于传感器闭合区域内侧时, 首先须推导 det Fn 的表达式. 分两种情况进行

讨论:

¬ n 为奇数.

将 (40) 式中各相邻传感器间的夹角称为单位夹角 ∆θ0, 则 ∆θ0 = 2π/n; 令 n0 表示传感器间夹角包含 ∆θ0 的数

量, m0 表示属于某一 n0 的夹角数量. 当 n 为奇数时有 min(n) = 3, 因此当 n = 3 时 n0 与各夹角如表 C1 所示.

计算可得

det F3 = 3 sin2 ∆θ0 = 3 sin2 2π/3. (C1)

同理, 当 n = 5 时有表 C2.

因此有

det F5 = 5 sin2 ∆θ0 + 5 sin2 2∆θ0 = 5(sin2 2π/5 + sin2 4π/5). (C2)

根据同样方法进一步推导可知, 当 n 为奇数时有

det Fn = n

(
sin2 1 ·∆θ0 + sin2 2 ·∆θ0 + · · ·+ sin2 n− 1

2
·∆θ0

)
= n

(n−1)/2∑

k=1

sin2 k∆θ0. (C3)

应用 Fourier 求和公式 [13], 有

det Fn = n2/4. (C4)

­ n 为偶数.

此时 min(n) = 4, 因此当 n = 4 时 n0 与各夹角如表 C3 所示.

可得

det F4 = 4 sin2 ∆θ0 + 2 sin2 2∆θ0 = 4 sin2 2π/4. (C5)

同理, 当 n = 6 时有表 C4.

因此有

det F6 = 6 sin2 ∆θ0 + 6 sin2 2∆θ0 + 3 sin2 3∆θ0 = 6(sin2 2π/6 + sin2 4π/6). (C6)

根据同样方法进一步推导可知, 当 n 为偶数时有

det Fn = n

(
sin2 1 ·∆θ0 + sin2 2 ·∆θ0 + · · ·+ sin2 n− 2

2
·∆θ0

)
= n

(n−2)/2∑

k=1

sin2 k ·∆θ0. (C7)

对 (C7) 式应用 Fourier 求和公式, 同样可以得到 (C4) 式. 因此对于任意 n(n > 3), 其 det Fn 表达式均为 (C4) 式.
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表 C1 3 站时 n0 与各夹角列表

Table C1 n0 and each cut angle when n = 3

n0 Cut angle m0

1 ∆θ12 ∆θ23 ∆θ13 3

表 C2 5 站时 n0 与各夹角列表

Table C2 n0 and each cut angle when n = 5

n0 Cut angle m0

1 ∆θ12 ∆θ23 ∆θ34 ∆θ45 ∆θ15 5

2 ∆θ13 ∆θ24 ∆θ35 ∆θ14 ∆θ25 5

表 C3 4 站时 n0 与各夹角列表

Table C3 n0 and each cut angle when n=4

n0 Cut angle m0

1 ∆θ12 ∆θ23 ∆θ34 ∆θ14 4

2 ∆θ13 ∆θ24 2

表 C4 6 站时 n0 与各夹角列表

Table C4 n0 and each cut angle when n=6

n0 Cut angle m0

1 ∆θ12 ∆θ23 ∆θ34 ∆θ45 ∆θ56 ∆θ16 6

2 ∆θ13 ∆θ24 ∆θ35 ∆θ46 ∆θ15 ∆θ26 6

3 ∆θ14 ∆θ25 ∆θ36 3

将 (C4) 式代入 (42) 式, 即可得到 (43) 式. 显然, 当 n 增加时即可得到 (B6) 式的第 3 种结果. 因此当目标位于

传感器闭合区域内侧且呈最佳配置时, LS 算法是一种一致估计.
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Abstract To improve multi-sensor passive localization precision, the optimal allocation form of multi-sensor

bearing-only localization is analyzed from the perspective of the geometric dilution of precision (GDOP) of the

least squares (LS) algorithm. This paper indicates that whether the target lies inside the closed region formed by

the sensors or not, the optimal allocation is when each adjacent cut angle between a sensor pair is identical, and

all sensors are located on the border of the circle that has the target (which is also the origin of the coordinate
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system) as its center. When there is no restriction on the adjacent cut angle in the above allocation, the optimal

estimate of the LS algorithm in the sense of minimum variance can be acquired. When the LS algorithm achieves

the optimal estimate and the sensors present the optimal allocation, the respective consistencies are analyzed.

Simulation results verify the analysis of the optimal allocation form above, which can be used in multi-sensor

passive localization algorithms based on sensor management.

Keywords multi-sensor passive localization, optimal allocation, geometric dilution of precision, cut angle, con-

sistency, optimal estimate
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