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摘要 自 1992年 Gronau和 Mullin提出超单设计的概念以来,很多研究者参与了超单设计的研究.超

单设计在编码等方面也有广泛的应用. 超单可分组设计是超单设计的重要组成部分. 本文我们主要研

究区组大小为 4 的二重超单可分解的可分组设计, 并基本解决了此类设计的存在性问题.
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1 引言

设 v, λ 为给定的正整数, K 为正整数集.

定义 1 一个可分组设计, 记作 (v, K, λ)-GDD, 是一个满足下列性质的三元组 (X ,G,B).

1. X 称为点集且 |X | = v;

2. G 中的元素 (称为组) 均是 X 的子集, 并且所有组构成 X 的一个划分;

3. B 是由 X 的一些子集 (称为区组) 组成的集合, 且对任意 B ∈ B, 都有 |B| ∈ K;

4. X 中任意一对属于不同组的点恰好同时包含在 λ 个区组中, 而属于同一组的任意两个点不同

时出现在任何区组中.

若 G 包含 ui 个大小为 mi 的组, 1 6 i 6 s, 且 v =
∑s

i=1 uimi, 则称 mu1
1 mu2

2 · · ·mus
s 为可分组

设计 (X ,G,B) 的组型. 以下用 (K, λ)-GDD(mu1
1 mu2

2 · · ·mus
s ) 表示组型为 mu1

1 mu2
2 · · ·mus

s 的可分组设

计 (v, K, λ)-GDD. 当所有的 ui 都等于 1 时, 我们省略所有的上标 1. 当 K = {k} 时, 记 (K, λ)-GDD

为 (k, λ)-GDD. 当 λ = 1 时, 分别记 (K, 1)-GDD 和 (k, 1)-GDD 为 K-GDD 和 k-GDD. 型为 1v 的

(K, λ)-GDD 称为成对平衡设计, 记为 (v, K, λ)-PBD. 型为 1v 的 (k, λ)-GDD 称为平衡不完全区组设

计, 记为 (v, k, λ)-BIBD.

若设计的区组集中无重复区组, 则称它是单纯的. 若对任意两个区组 B1, B2 ∈ B, B1 6= B2, 都

有 |B1 ∩ B2| 6 2 成立, 则称此设计是超单的. 自 1992 年 Gronau 和 Mullin[1] 提出超单设计的概念以

来, 很多研究者参与了超单设计的研究. 超单设计在编码等方面也有广泛的应用, 参见 [2–5]. 以下用

(K, λ)-SGDD 来表示超单的 (K, λ)-GDD.

超单的可分组设计的研究已经有了很多成果, 其中 2 6 λ 6 6 的 (4, λ)-SGDD(gu) 的存在性问题

已经彻底解决. (5, 2)-SGDD(gu) 的存在性问题也仅剩 3 个可能的例外未解决, 更多结果参见 [6–9].
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定理 1 (参见 [1, 10–18]) 当 2 6 λ 6 6 时, 除去 2 个例外 (λ, g, u) ∈ {(3, 2, 5), (4, 3, 5)}, (4, λ)-

SGDD(gu) 存在的必要条件也是充分的.

定理 2 (参见 [19–21]) (5, 2)-SGDD(hn)存在的必要条件: (1) n > 5; (2) n(n−1)h2 ≡ 0 (mod 5);

(3) 若 h 为奇数, 则 n 也是奇数, 也是充分的, 除去 3 个例外 (h, n) ∈ {(1, 5), (1, 15), (2, 5)} 和 3 个可能

的例外 n = 15 且 h ∈ {13, 17, 19}.
如果一个可分组设计的区组集 B 可以划分成一些平行类, 其中每个平行类都是点集 X 的一个划

分, 则称这个可分组设计是可分解的, 简记为 RGDD. 我们用 (v, k, λ)-RBIBD 来记可分解的 (v, k, λ)-

BIBD. 以下是 4-RGDD(gu) 的存在性结果.

定理 3 (参见 [22–32]) 4-RGDD(gu) 存在的必要条件: u > 4, gu ≡ 0 (mod 4) 和 g(u − 1) ≡ 0

(mod 3) 也是充分的, 除去 4 个例外 (g, u) ∈ {(2, 4), (2, 10), (3, 4), (6, 4)} 和以下可能的例外:

1. g ≡ 2, 10 (mod 12) : h = 2, u ∈ {34, 46, 52, 70, 82, 94, 100, 118, 130, 142, 178, 184, 202, 214, 238, 250,

334, 346}; g = 10, u ∈ {4, 34, 52, 94}; g ∈ [14, 454] ∪ {478, 502, 514, 526, 614, 626, 686}, u ∈ {10, 70, 82};
2. g ≡ 6 (mod 12) : g = 6, u ∈ {6, 54, 68}; g = 18, u ∈ {18, 38, 62};
3. g ≡ 9 (mod 12) : g = 9, u = 44;

4. g ≡ 0 (mod 12) : g = 12, u = 27; g = 36, u ∈ {11, 14, 15, 18, 23}.
若 (K, λ)-GDD既是超单的,又是可分解的,则称它是超单可分解的,记为 (K,λ)-SRGDD. SRBIBD

表示超单可分解的平衡不完全区组设计.葛根年等已经研究了部分超单可分解的平衡不完全区组设计

的存在性问题. (k, λ)-SRGDD(gu) 存在的必要条件和一些已知结果如下.

定理 4 (k, λ)-SRGDD(gu) 存在的必要条件为: λ 6 g(u−2)
k−2 , u > k, λ(u− 1)g ≡ 0 (mod k − 1) 且

ug ≡ 0 (mod k).

定理 5[33] (v, 4, 2)-SRBIBD存在的充分必要条件是 v ≡ 4 (mod 12) 且 v > 16.

定理 6[34] (v, 4, 3)-SRBIBD存在的充分必要条件是 v ≡ 0 (mod 4), v > 8 且 v 6= 12.

SRBIBD是组型为 1v的 SRGDD.本文主要研究(4, 2)-SRGDD(gu)的存在性问题,将证明以下结论.

定理 7 (4, 2)-SRGDD(gu) 存在的必要条件也是充分的, 除去一类可能的例外 (g, u) = (12t, 27),

其中 t = 2 或 t ≡ 1 (mod 2).

2 递推构造方法

我们首先介绍支架的概念. 设 (X ,G,B)为一个 (K, λ)-GDD(gu1
1 gu2

2 · · · gut
t ). 若 B 可以划分为一些

带洞平行类, 每个带洞平行类是点集 X \Gj 的一个划分, 其中 Gj ∈ G, 则称 (X ,G,B) 为一个支架, 记

为 (K, λ)-F(gu1
1 gu2

2 · · · gut
t ). 支架中的组也被称为洞. 支架对于可分解设计的构造有重要作用. 超单的

支架简记为 SF. 本文将用到以下结果.

定理 8 (参见 [29, 35–38]) 4-F(gu) 存在的必要条件 u > 5, g ≡ 0 (mod 3) 且 g(u − 1) ≡ 0

(mod 4) 也是充分的, 除去以下可能的例外:

1. g = 36, u = 12;

2. g ≡ 6 (mod 12),

(a) g = 6, u ∈ {7, 23, 27, 35, 39, 47};
(b) g = 30 或 g ∈ {n : 66 6 n 6 2190}, u ∈ {7, 23, 27, 39, 47};
(c) g ∈ {42, 54} ∪ {n : 2202 6 n 6 11238}, u ∈ {23, 27};
(d) g = 18, u ∈ {15, 23, 27}.
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引理 1[33] 对任意 u > 5 且 u /∈ {14, 19}, 存在 (4, 2)-SF(12u).

下面我们先给出一些超单可分解的可分组设计的递推构造方法,它们的证明方法类似于已有的一

些构造方法, 参见 [34, 35].

构造 1 若存在 (n, λ1)-SRGDD(hu) 和 (k, λ2)-SRGDD(gn), 则存在 (k, λ1λ2)-SRGDD((gh)u).

构造 2 若存在 (k, λ)-SRGDD((gh)m) 和 (k, λ)-SRGDD(gh), 则存在 (k, λ)-SRGDD(ghm).

构造 3 设 (X ,G,B)为一个K-GDD, ω : X → Z+∪{0}为 X 上的一个权函数,其中 Z+为正整数

集. 若对每一个区组B∈B,都存在 (k, λ)-SF({ω(x) : x ∈ B}). 则存在 (k, λ)-SF({∑x∈Gi
ω(x) :Gi ∈ G}).

构造 4 若存在 n-F(hu1
1 · · ·hut

t ) 和 (k, λ)-SRGDD(gn), 则存在 (k, λ)-SF((gh1)u1 · · · (ght)ut).

构造 5 若存在 (k, λ)-SF((gr1)u1 · · · (grt)ut) 和 (k, λ)-SF(gri+1), 1 6 i 6 t, 则存在 (k, λ)-SF(gu),

其中 u = 1 +
∑t

i=1 riui.

为了给出更多的递推构造方法, 我们还需要不完全的可分解的可分组设计的概念.

定义 2 一个区组大小为 k 的 λ重不完全的可分解的可分组设计,记为 (k, λ)-IRGDD(g(u,h)),是

满足以下条件的四元组 (X ,G,H,B):

1. |X | = gu. G = {G1, G2, . . . , Gu} 是 X 的一个划分, 每个 Gi (称为组) 的大小均为 g, 1 6 i 6 u.

H = {G1, G2, . . . , Gh} ⊆ G (H 称为洞, 由部分组构成);

2. X 的每个不在同一组中出现且不在洞中出现的点对恰好在 λ 个区组中出现;

3. B 为区组集, 且它可以分解为两个集合的并, B = P ∪ Q, 其中 P 中的区组可分解为 X 的一些
平行类, Q 中的区组可分解为 X \ H 的一些平行类, 也称之为带洞平行类.

以下把超单的 (k, λ)-IRGDD(g(u,h))记为(k, λ)-SIRGDD(g(u,h)). 由定义可知, (k, λ)-SIRGDD(g(u,1))

即为 (k, λ)-SRGDD(gu). 下面我们给出用 (k, λ)-SIRGDD(g(u,h)) 构造 (k, λ)-SRGDD 的一个递推构造

方法, 以及运用此构造方法需要的 (k, λ)-SIRGDD(g(u,h)) 的两个直接构造.

引理 2 存在 (4, 2)-SIRGDD(6(u,2)), 其中 u ∈ {8, 12}.
证明 取点集为 (Z2(u−2)∪{a, b, c, d})×Z3,组为 {{i, i+u−2}×Z3 : 0 6 i 6 u−3}∪{{a, b}×Z3}∪

{{c, d}×Z3},洞为 {a, b, c, d}×Z3. 所求设计的所有区组可以由表 1中的基区组经运算 (+1 mod 2(u−
2),+1 mod 3) 生成. 带下划线的区组可以经运算 (+4 mod 2(u − 2),+1 mod 3) 单独生成一个带洞

平行类. 其余的所有平行类可由 P1 和 P2 先经运算 (−,+1 mod 3) 生成两个初始平行类, 再经运算

(+1 mod 2(u− 2),−) 得到. 2

构造 6 令 hi = gri, 1 6 i 6 t. 设存在 (k, λ)-SF(h1h2 · · ·ht), (k, λ)-SIRGDD(g(ri+h,h)), 1 6 i 6
t− 1, 和 (k, λ)-SRGDD(grt+h), 则存在 (k, λ)-SRGDD(gu), 其中 u = h +

∑t
i=1 ri.

表 1 引理 2 中 SIRGDD 的基区组

u = 12 {(0, 0), (1, 0), (2, 1), (3, 1)}
P1 {(4, 0), (7, 0), (10, 1), (13, 1)} {(0, 0), (2, 0), (1, 2), (3, 2)} {(8, 0), (15, 0), (19, 1), (a, 0)}

{(18, 0), (12, 1), (16, 1), (b, 0)} {(5, 0), (14, 0), (9, 1), (c, 0)} {(6, 0), (11, 1), (17, 1), (d, 0)}
P2 {(0, 0), (4, 0), (12, 1), (17, 1)} {(1, 0), (6, 0), (8, 2), (14, 2)} {(3, 0), (11, 0), (18, 1), (b, 1)}

{(13, 0), (2, 1), (9, 1), (a, 2)} {(5, 0), (16, 0), (10, 1), (d, 1)} {(19, 0), (7, 1), (15, 1), (c, 2)}
u = 8 {(0, 0), (1, 0), (2, 1), (3, 1)}
P1 {(0, 0), (2, 0), (1, 1), (a, 0)} {(3, 0), (6, 1), (10, 1), (b, 0)} {(4, 0), (11, 0), (8, 1), (c, 0)}

{(9, 0), (5, 1), (7, 1), (d, 0)}
P2 {(0, 0), (3, 0), (8, 1), (b, 1)} {(2, 0), (7, 1), (11, 1), (a, 2)} {(5, 0), (10, 0), (9, 1), (d, 1)}

{(6, 0), (1, 1), (4, 1), (c, 2)}
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证明 设 (X ,G,B) 是一个 (k, λ)-SF(h1h2 · · ·ht). 它的第 i 个组 Gi 对应的
λhi

k−1 个带洞平行类

为 Hj
i , 1 6 i 6 t, 1 6 j 6 λhi

k−1 . 令 Y ={G01, G02, . . . , G0h}, |G0i| = g, i = 1, 2, . . . , h. 对每一个

Gi ∈ G, 1 6 i 6 t− 1, 在点集 Gi ∪ Y 上构造 (k, λ)-SIRGDD(g(ri+h,h)), 它的 λhi

k−1 个平行类标记为 P j
i ,

1 6 j 6 λhi

k−1 , λg(h−1)
k−1 个带洞平行类标记为 Ql

i, 1 6 l 6 λg(h−1)
k−1 . 对 Gt ∈ G, 在点集 Gt ∪ Y 上构造一个

(k, λ)-SRGDD(grt+h), 它的 λ(ht+gh−g)
k−1 个平行类标记为 P j

t , 1 6 j 6 λ(ht+gh−g)
k−1 .

显然, Hj
i ∪P j

i 是一个 X ∪Y 上的平行类, 1 6 j 6 λhi

k−1 , i = 1, 2, . . . , t.而且 P
l+

λht
k−1

t ∪ (
⋃t−1

i=1 Ql
i)也是

点集 X ∪Y 上的平行类, 1 6 l 6 λg(h−1)
k−1 . 容易验证上面得到的所有平行类构成一个 (k, λ)-SRGDD(gu),

其中 u = h +
∑t

i=1 ri. 2

3 一些小设计的直接构造

这一节将给出一些参数较小的 (4, 2)-SRGDD 的直接构造. 其中的一些将作为递推构造中的输入

设计. 我们将主要利用差族的方法, 类似的构造方法可见 [33].

引理 3 存在 (4, 2)-SRGDD(gu), 其中 (g, u) ∈ {(2, 4), (2, 10)}.
证明 取点集为 Z2u, 组为 Gi = {i, u + i}, 0 6 i 6 u− 1. 所有区组可以由表 2 中的基区组经运

算 +4 mod 2u 生成. 每一个带下划线的基区组可以生成一个平行类. 其余的所有平行类可以由两个

初始平行类 P1 和 P2 生成. 2

引理 4 存在 (4, 2)-SRGDD(312).

证明 取点集为 (Z11 ∪ {∞})×Z3, 组集为 {{i}×Z3: i ∈ Z11} ∪ {{∞}×Z3}. 所有平行类可由表
3 中的 P1 和 P2 先经运算 (−,+1 mod 3) 生成两个初始平行类, 再经运算 (+1 mod 11,−) 得到. 2

引理 5 存在 (4, 2)-SRGDD(gu), 其中 (g, u) ∈ {(3, 8), (4, 7), (4, 10), (4, 13), (6, 6), (12, 5)}.
证明 取点集为 Zgu, 组为 Gi = {i, u + i, . . . , (g − 1)u + i}, 0 6 i 6 u − 1. 所有平行类可以由

表 4 中的基区组经运算 +2 mod gu 得到. 其中, 每一个带下划线的区组可以生成两个平行类, 共可得

g(u− 4)/6 个平行类. 其余的 gu/2 个平行类可以由不带下划线的一个平行类生成. 2

引理 6 存在 (4, 2)-SRGDD(610).

证明 由 [23, 引理 3.2] 可知, 存在 4-RGDD(610). 其点集为 (Z18 ∪ {∞1,∞2}) × Z3, 组集为

{{j, j + 9} × Z3 : j = 0, 1, . . . , 8} ∪ {{∞1,∞2} × Z3}. 基区组见表 5. 定义两个点集的自同构如下.

表 2 引理 3 中 SRGDD 的基区组

(g, u) = (2, 4) {0, 1, 2, 3} {0, 1, 6, 7} {0, 2, 5, 7} {0, 3, 5, 6}

(g, u) = (2, 10) {0, 5, 6, 19} {0, 6, 9, 15}
P1 {0, 1, 2, 3} {4, 5, 8, 16} {6, 12, 14, 19} {7, 10, 15, 18} {9, 11, 13, 17}
P2 {0, 3, 7, 11} {1, 4, 8, 19} {2, 5, 13, 18} {6, 10, 12, 17} {9, 14, 15, 16}

表 3 引理 4 中 SRGDD 的基区组

P1 {(0, 0), (1, 0), (2, 1), (4, 1)} {(3, 0), (6, 0), (8, 2), (9, 2)} {(5, 0), (10, 0), (7, 2), (∞, 0)}
P2 {(0, 0), (3, 0), (1, 1), (7, 1)} {(5, 0), (9, 0), (6, 2), (10, 2)} {(8, 0), (2, 1), (4, 1), (∞, 2)}
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表 4 引理 5 中 SRGDD 的基区组

(g, u) : {0, 1, 2, 3}
(3, 8) {0, 3, 9, 13} {1, 2, 8, 12} {4, 16, 18, 23} {5, 17, 19, 22} {6, 10, 15, 21}

{7, 11, 14, 20}
(4, 7) {0, 1, 2, 3}

{0, 2, 5, 10} {1, 4, 16, 20} {3, 9, 15, 27} {6, 17, 25, 26} {7, 12, 18, 22}
{8, 14, 19, 23} {11, 13, 21, 24}

(4, 10) {0, 1, 23, 26} {0, 5, 14, 19}
{10, 17, 19, 23} {5, 7, 8, 16} {1, 18, 20, 35} {0, 3, 11, 27} {6, 12, 24, 30}
{2, 9, 37, 38} {15, 29, 34, 36} {4, 13, 28, 31} {14, 22, 26, 39} {21, 25, 32, 33}

(4, 13) {0, 1, 6, 51} {0, 5, 10, 27} {0, 11, 14, 33}
{4, 38, 41, 47} {10, 14, 17, 51} {7, 15, 18, 43} {6, 12, 28, 40} {11, 21, 31, 48}
{8, 13, 22, 29} {2, 25, 26, 46} {0, 30, 42, 50} {1, 20, 24, 39} {5, 34, 36, 45}
{3, 35, 37, 49} {9, 16, 32, 33} {19, 23, 27, 44}

(6, 6) {0, 1, 2, 3}
{0, 2, 5, 7} {1, 4, 15, 30} {3, 8, 16, 24} {6, 17, 25, 26} {9, 19, 23, 28}
{10, 14, 27, 35} {11, 18, 22, 32} {12, 21, 31, 34} {13, 20, 29, 33}

(12, 5) {0, 13, 14, 47}
{10, 18, 27, 36} {14, 35, 42, 46} {9, 11, 43, 55} {0, 16, 37, 58} {3, 5, 34, 41}
{15, 33, 44, 57} {2, 13, 50, 56} {6, 30, 53, 59} {4, 7, 23, 26} {1, 20, 39, 47}
{17, 21, 29, 38} {8, 19, 51, 52} {12, 45, 48, 49} {22, 24, 25, 31} {28, 32, 40, 54}

表 5 引理 6 中 SRGDD 的基区组

P1 {(2, 1), (9, 0), (16, 0), (1, 0)} {(4, 1), (10, 1), (14, 0), (17, 2)} {(6, 1), (7, 0), (8, 0), (12, 0)}
{(13, 1), (15, 1), (0, 2), (∞1, 1)} {(3, 1), (5, 2), (11, 0), (∞2, 1)}

P2 {(3, 1), (10, 0), (17, 0), (2, 0)} {(5, 1), (11, 1), (15, 0), (0, 2)} {(7, 1), (8, 0), (9, 0), (13, 0)}
{(14, 1), (16, 1), (1, 2), (∞1, 0)} {(4, 1), (6, 2), (12, 0), (∞2, 1)}

P3 {(4, 1), (11, 0), (0, 0), (3, 0)} {(6, 1), (12, 1), (16, 0), (1, 2)} {(8, 1), (9, 0), (10, 0), (14, 0)}
{(15, 1), (17, 1), (2, 2), (∞1, 2)} {(5, 1), (7, 2), (13, 0), (∞2, 1)}

对 i ∈ Z18, 令 σ1 : (i, x) → (−i mod 18, x); σ2 : (∞1, x) → (∞2, x), (∞2, x) → (∞1, x). Pi+3 可以由

σ1σ2 作用于 Pi (i = 1, 2, 3)得到. 易见,每一个 Pi (i = 1, 2, . . . , 6)可以通过运算 (−,+1 mod 3)得到一

个初始平行类. 从而, 所需设计的 36 个平行类可由这 6 个初始平行类经运算 (+3 mod 18,−) 得到. 2

引理 7 存在 (4, 2)-SRGDD(614).

证明 由 [23, 引理 3.3] 可知, 存在 4-RGDD(614). 其点集为 (Z26 ∪ {∞1,∞2}) × Z3, 组集为

{{j, j + 13} × Z3 : j = 0, 1, . . . , 12} ∪ {{∞1,∞2} × Z3}. 它的所有 26 个平行类可由表 6 中 P1 的区组

先通过运算 (−,+1 mod 3) 得到一个平行类, 然后再经运算 (+1 mod 26,−) 得到. 用以下方法可再得

到一个 4-RGDD(614). 首先由 P1 经运算 (×(−1) mod 26,−) 得到另一组基区组 P2. 然后用和 P1 同

样的方法得到 26 个平行类. 经验证, 所有的 52 个平行类构成 (4, 2)-SRGDD(614). 2

引理 8 存在 (4, 2)-SRGDD(12u), 其中 u ∈ {6, 11, 15}.
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表 6 引理 7 中 SRGDD 的基区组

P1 {(5, 1), (7, 2), (8, 0), (12, 1)} {(16, 1), (17, 0), (18, 0), (24, 1)} {(2, 1), (11, 1), (19, 0), (22, 1)}
{(4, 1), (6, 1), (20, 2), (1, 1)} {(9, 1), (13, 1), (21, 2), (25, 1)} {(3, 1), (14, 0), (23, 2), (∞1, 1)}
{(10, 1), (15, 2), (0, 0), (∞2, 1)}

表 7 引理 8 中 SRGDD 的基区组

(g, u) P1 P2

(12, 6) {(10, 1), (14, 1), (18, 0), (1, 0)} {(11, 1), (15, 1), (19, 2), (2, 2)}
{(2, 1), (4, 1), (15, 2), (16, 1)} {(3, 1), (5, 1), (16, 0), (17, 1)}
{(12, 1), (19, 1), (0, 2), (∞1, 1))} {(13, 1), (0, 1), (1, 0), (∞1, 2)}
{(8, 1), (11, 2), (17, 1), (∞2, 1)} {(9, 1), (12, 0), (18, 1), (∞2, 2)}
{(3, 1), (5, 2), (6, 2), (∞3, 1)} {(4, 1), (6, 0), (7, 0), (∞3, 1)}
{(7, 1), (9, 0), (13, 2), (∞0, 1)} {(8, 1), (10, 2), (14, 0), (∞0, 1)}

(12, 11) {(17, 1), (19, 1), (24, 0), (28, 0)} {(18, 1), (20, 1), (25, 2), (29, 2)}
{(6, 1), (9, 0), (21, 2), (37, 0)} {(7, 1), (10, 2), (22, 0), (38, 2)}
{(8, 1), (14, 0), (20, 0), (1, 0)} {(9, 1), (15, 2), (21, 2), (2, 2)}
{(2, 1), (10, 2), (18, 1), (35, 1)} {(3, 1), (11, 0), (19, 1), (36, 1)}
{(3, 1), (4, 2), (22, 2), (30, 2)} {(4, 1), (5, 0), (23, 0), (31, 0)}
{(23, 1), (25, 2), (26, 1), (0, 2)} {(24, 1), (26, 0), (27, 1), (1, 0)}
{(16, 1), (27, 0), (33, 2), (38, 0)} {(17, 1), (28, 2), (34, 0), (39, 2)}
{(7, 1), (29, 0), (31, 2), (∞1, 1)} {(8, 1), (30, 2), (32, 0), (∞1, 1)}
{(5, 1), (32, 0), (36, 1), (∞2, 1)} {(6, 1), (33, 2), (37, 1), (∞2, 0)}
{(11, 1), (12, 1), (15, 2), (∞3, 1)} {(12, 1), (13, 1), (16, 0), (∞3, 2)}
{(13, 1), (34, 0), (39, 0), (∞0, 1)} {(14, 1), (35, 2), (0, 2), (∞0, 1)}

(12, 15) {(6, 1), (10, 1), (42, 1), (51, 1)} {(7, 1), (11, 1), (43, 1), (52, 1)}
{(23, 1), (48, 1), (53, 1), (55, 2)} {(24, 1), (49, 1), (54, 1), (0, 0)}
{(5, 1), (12, 1), (17, 2), (32, 0)} {(6, 1), (13, 1), (18, 0), (33, 2)}
{(14, 1), (18, 0), (45, 2), (1, 1)} {(15, 1), (19, 2), (46, 0), (2, 1)}
{(8, 1), (15, 0), (19, 2), (0, 2)} {(9, 1), (16, 2), (20, 0), (1, 0)}
{(4, 1), (27, 1), (38, 2), (39, 1)} {(5, 1), (28, 1), (39, 0), (40, 1)}
{(26, 1), (28, 1), (34, 1), (36, 2)} {(27, 1), (29, 1), (35, 1), (37, 0)}
{(16, 1), (33, 0), (49, 0), (54, 1)} {(17, 1), (34, 2), (50, 2), (55, 1)}
{(9, 1), (41, 0), (44, 0), (47, 2)} {(10, 1), (42, 2), (45, 2), (48, 0)}
{(3, 1), (37, 1), (40, 0), (50, 2)} {(4, 1), (38, 1), (41, 2), (51, 0)}
{(7, 1), (20, 0), (30, 0), (46, 1)} {(8, 1), (21, 2), (31, 2), (47, 1)}
{(2, 1), (11, 2), (31, 1), (∞1, 1)} {(3, 1), (12, 0), (32, 1), (∞1, 2)}
{(13, 1), (29, 2), (35, 0), (∞2, 1)} {(14, 1), (30, 0), (36, 2), (∞2, 1)}
{(21, 1), (22, 1), (52, 2), (∞3, 1)} {(22, 1), (23, 1), (53, 0), (∞3, 2)}
{(24, 1), (25, 2), (43, 0), (∞0, 1)} {(25, 1), (26, 0), (44, 2), (∞0, 1)}

证明 由 [22, 引理 2.2] 可知, 存在 4-RGDD(12u). 其点集为 (Z4(u−1) ∪ {∞0,∞1,∞2,∞3})× Z3,

组集为 {{j, j +(u−1), j +2(u−1), j +3(u−1)}×Z3 : j = 0, 1, . . . , u−2}∪{{∞0,∞1,∞2,∞3}×Z3}. 基
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区组见表 7. 定义点集上的 3个自同构如下. 对 i ∈ Z4(u−1), j ∈ Z4,令 σ1 : (i, 2) → (i, 0), (i, 0) → (i, 2);

σ2 : (i, x) → (−i mod 4(u − 1), x); σ3 : (∞j , x) → (∞j+1, x), 其中 j + 1 在群 Z4 中运算. 对 u = 6, P1

和 P2 经 σ2 作用分别得到 P3 和 P4. 对 u = 11, 15, P3 和 P4 可由 P1 和 P2 经 σ1σ2σ3 作用得到. 最

后, 所需的全部平行类可由 Pi (i = 1, 2, 3, 4) 经运算 (+2 mod 4(u− 1),+1 mod 3) 生成. 2

引理 9 存在 (4, 2)-SRGDD(12u), 其中 u ∈ {17, 23}.
证明 由 [24, 引理 3.4] 可知, 存在 4-RGDD(12u). 其点集为 (Z4(u−1) ∪ {∞0,∞1,∞2,∞3})× Z3,

组集为 {{j, j + (u− 1), j + 2(u− 1), j + 3(u− 1)}×Z3 : j = 0, 1, . . . , u− 2} ∪ {{∞0,∞1,∞2,∞3}×Z3}.
和引理 8 中一样定义 3 个自同构 σ1, σ2 和 σ3. 对每一个 u, 令 P1 为表 8 中的基区组集, 则 P2 可由

P1 在 σ1σ2σ3 作用下生成. 所有的平行类可由 P1 和 P2 经运算 (+1 mod 4(u− 1),+1 mod 3) 生成. 2

引理 10 存在 (4, 2)-SRGDD(gu), 其中 (g, u) ∈ {(12, 9), (6, 18)}.
证明 对 (g, u) = (12, 9),取点集为 (Z32∪{∞1,∞2,∞3,∞4})×Z3,组为 {{i, 8+i, 16+i, 24+i}×Z3 :

i = 0, 1, . . . , 7} ∪ {{∞1,∞2,∞3,∞4} × Z3}. 对 (g, u) = (6, 18), 取点集为 (Z34 ∪ {∞1,∞2})× Z3, 组为

{{0+ i, 17+ i}×Z3 : i = 0, 1, . . . , 16}∪{{∞1,∞2}×Z3}. 对每一个 u,令 P1 为表 9中的基区组集,它先

经运算 (×5 mod g(u−1)/3,−)得到 P2. 然后 P1 和 P2 经运算 (−,+1 mod 3)生成两个初始平行类. 最

后, 所需的 2g(u− 1)/3 个平行类可由 P1 和 P2 得到的两个初始平行类经运算 (+1 mod g(u− 1)/3,−)

生成. 2

表 8 引理 9 中 SRGDD 的基区组

(g, u) P1

(12, 17) {(42, 1), (47, 2), (55, 0), (61, 2)} {(17, 1), (24, 1), (39, 1), (51, 1)}
{(6, 1), (30, 2), (34, 2), (45, 1)} {(29, 1), (32, 2), (53, 0), (58, 2)}
{(3, 1), (11, 0), (12, 2), (36, 2)} {(14, 1), (16, 1), (25, 1), (33, 1)}
{(19, 1), (31, 0), (54, 1), (60, 2)} {(26, 1), (28, 0), (46, 1), (59, 1)}
{(2, 1), (8, 1), (15, 2), (62, 0)} {(4, 1), (18, 0), (41, 0), (48, 2)}
{(21, 1), (22, 1), (40, 0), (43, 0)} {(35, 1), (52, 2), (56, 1), (57, 2)}
{(9, 1), (27, 1), (37, 1), (63, 2)} {(23, 1), (38, 2), (49, 0), (∞1, 1)}
{(20, 1), (50, 2), (0, 0), (∞2, 1)} {(5, 1), (7, 2), (44, 0), (∞3, 1)}
{(10, 1), (13, 0), (1, 2), (∞0, 1)}

(12, 23) {(23, 1), (26, 1), (34, 1), (74, 2)} {(11, 1), (16, 0), (31, 1), (41, 1)}
{(29, 1), (54, 1), (64, 2), (82, 1)} {(12, 1), (25, 1), (36, 0), (59, 0)}
{(8, 1), (20, 0), (38, 0), (57, 1)} {(22, 1), (35, 0), (80, 0), (86, 0)}
{(18, 1), (46, 2), (75, 1), (77, 0)} {(6, 1), (53, 1), (67, 0), (68, 1)}
{(3, 1), (58, 2), (84, 0), (85, 2)} {(21, 1), (47, 0), (49, 0), (70, 2)}
{(2, 1), (37, 0), (83, 1), (87, 0)} {(28, 1), (40, 2), (44, 2), (76, 1)}
{(9, 1), (14, 1), (30, 1), (55, 0)} {(10, 1), (48, 2), (60, 2), (81, 0)}
{(17, 1), (62, 2), (71, 1), (72, 1)} {(7, 1), (52, 0), (61, 0), (66, 1)}
{(39, 1), (42, 0), (56, 0), (0, 0)} {(19, 1), (27, 2), (43, 1), (50, 0)}
{(15, 1), (24, 2), (32, 1), (51, 1)} {(4, 1), (73, 2), (79, 0), (∞1, 1)}
{(45, 1), (63, 2), (65, 0), (∞2, 1)} {(5, 1), (78, 2), (1, 0), (∞3, 1)}
{(13, 1), (32, 2), (69, 0), (∞0, 1)}
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表 9 引理 10 中 SRGDD 的基区组

(g, u) P1

(12, 9) {(0, 0), (1, 0), (5, 1), (18, 1)} {(10, 0), (17, 0), (28, 0), (14, 1)}
{(4, 0), (6, 0), (8, 0), (7, 1)} {(9, 0), (23, 0), (26, 0), (16, 1)}
{(21, 0), (25, 0), (30, 0), (12, 1)} {(2, 0), (13, 1), (19, 2), (∞1, 0)}
{(3, 0), (24, 1), (22, 2), (∞2, 0)} {(11, 0), (20, 1), (15, 2), (∞3, 0)}
{(27, 0), (29, 1), (31, 2), (∞4, 0)}

(6, 18) {(7, 0), (11, 1), (17, 1), (8, 2)} {(3, 1), (5, 1), (25, 1), (21, 2)}
{(31, 0), (6, 1), (10, 1), (12, 2)} {(1, 1), (9, 2), (22, 2), (30, 2)}
{(33, 0), (2, 1), (26, 1), (27, 1)} {(4, 0), (23, 0), (15, 1), (24, 1)}
{(29, 0), (0, 1), (18, 1), (19, 1)} {(13, 0), (20, 1), (32, 2), (∞1, 0)}
{(14, 0), (28, 1), (16, 2), (∞2, 0)}

表 10 引理 11 中 SRGDD 的基区组

P1 {(3, 1), (6, 1), (7, 1), (9, 4)} {(4, 1), (8, 2), (0, 3), (∞1, 1)} {(2, 1), (5, 2), (1, 3), (∞2, 1)}
P2 {(4, 1), (8, 5), (0, 5), (1, 2)} {(5, 6), (7, 4), (9, 0), (∞1, 1)} {(2, 4), (3, 8), (6, 6), (∞2, 1)}
P3 {(7, 1), (8, 2), (9, 7), (0, 6)} {(2, 8), (4, 7), (1, 5), (∞1, 1)} {(3, 5), (5, 7), (6, 0), (∞2, 1)}

表 11 引理 12 中 SF 的基区组

P1 {(1, 0), (2, 0), (3, 1), (5, 1)} {(4, 0), (8, 0), (1, 1), (13, 1)} {(5, 0), (10, 0), (23, 1), (56, 1)}
P2 {(2, 0), (28, 1), (32, 1), (54, 1)} {(4, 0), (20, 1), (27, 1), (33, 1)} {(1, 0), (12, 0), (15, 0), (24, 0)}

引理 11 存在 (4, 2)-SRGDD(186).

证明 由 [24,引理 3.3]可知,存在 4-RGDD(186). 其点集为 (Z10∪{∞1,∞2})×Z9,组集为 {{j, j+

5}×Z9 : j = 0, 1, . . . , 4}∪{{∞1,∞2}×Z9}. 定义自同构 σ : (i, j) → (−i mod 10,−j mod 9). 则 Pi+3 可

由表 10中的 Pi在 σ作用下生成,其中 i = 1, 2, 3. 所有的平行类可由 Pi经运算 (+1 mod 10,+1 mod 9)

生成, 其中 i ∈ {1, 2, . . . , 6}, 且每一个 Pi 经运算 (−,+1 mod 9) 得到一个平行类. 2

引理 12 存在 (4, 2)-SF(619).

证明 由 [38,引理 3.1]可知,存在 4-F(619). 其点集为 Z57×Z2,组集为 {{j, j + 19, j + 38}×Z2 :

j = 0, 1, . . . , 18}. 把表 11 中的每一个区组进行运算 (×7i mod 57,−), 0 6 i 6 2, 再把得到的区组经运

算 (+19 mod 57,−) 得到两个初始的洞为 {0, 19, 38} × Z2 的带洞平行类 HP1 和 HP2. 定义自同构为

σ : (i, x) → (−i mod 57, x). 在 σ的作用下,每一个 HPi, i = 1, 2,可以生成一个新的洞为 {0, 19, 38}×Z2

的带洞平行类 HPi+2. 所需的全部带洞平行类可由 HPi, i = 1, 2, 3, 4, 经运算 (+j mod 57,−) 得到, 其

中 j = 0, 1, 2, . . . , 18. 2

引理 13 存在 (4, 2)-SF(6u), 其中 u ∈ {7, 11}.
证明 取点集为 Z6u, 组为 Gi = {i, u + i, . . . , 5u + i}, 0 6 i 6 u− 1. 所需的全部带洞平行类可以

由表 12 中 P1 的区组经运算 +1 mod 6u 得到. 其中, HPi, i = 1, 2, 可以经运算 +gu/3 mod 6u 得到一

个洞为 {0, u, . . . , 5u} 的带洞平行类. 2

引理 14 存在 (4, 2)-SF(1219).

证明 由定理 8可知,存在 4-F(619). 运用构造 4可得所需设计,其中的输入设计 (4, 2)-SRGDD(24)

来自引理 3. 2
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表 12 引理 13 中 SF 的基区组

(g, u) P1

(6, 7) {1, 2, 3, 5} {4, 12, 22, 34} {9, 25, 38, 41} HP1

{1, 6, 10, 25} {2, 8, 13, 33} {3, 9, 18, 26} HP2

(6, 11) {1, 2, 3, 5} {4, 7, 12, 16} {6, 13, 18, 31} HP1

{8, 14, 37, 43} {10, 19, 42, 61}
{1, 8, 29, 47} {2, 12, 28, 42} {4, 21, 36, 60} HP2

{5, 19, 35, 54} {9, 17, 37, 62}

表 13 引理 15 中 SRGDD 的基区组

(g, u) P1

(3, 4) {0, 1, 2, 3} {0, 1, 6, 7} {0, 2, 5, 11} {0, 3, 5, 10}
{0, 6, 9, 11} {0, 7, 9, 10}

(6, 4) {0, 1, 2, 3} {0, 1, 6, 7} {0, 2, 5, 7} {0, 3, 13, 14}
{0, 5, 14, 23} {0, 6, 13, 23} {0, 9, 15, 18} {0, 9, 19, 22}
{0, 10, 15, 17} {0, 10, 19, 21} {0, 11, 17, 22} {0, 11, 18, 21}

4 主要结果

本节将证明定理 7. 由定理 4 得: 若 (4, 2)-SRGDD(gu) 存在, 则 u > 4, g(u− 2) > 4, g(u− 1) ≡ 0

(mod 3) 且 gu ≡ 0 (mod 4). 由于 u = 4 的情形对其余无穷类的证明起着关键的作用, 我们首先证明

(4, 2)-SRGDD(g4) 的存在性.

引理 15 对任意整数 g > 2, 存在 (4, 2)-SRGDD(g4).

证明 首先给出 (4, 2)-SRGDD(34) 和 (4, 2)-SRGDD(64) 的直接构造. 取点集为 Z4g, 组为 Gi =

{i, 4 + i, . . . , (g − 1)4 + i}, i = 0, 1, 2, 3. 所需的 2g 个平行类可以由表 13 中 P1 的 2g 个基区组经运算

+4 mod 4g 生成.

以下证明当 q > 3 为素数幂时, 存在 (4, 2)-SRGDD(q4). 设点集为 Z4 × GF (q), 组为 Gi = {i} ×
GF (q), i ∈ Z4. 令 ξ 为 GF(q) 的一个原根. 定义 Lk 和 P y

k 如下:

Lk = {{(0, x), (1, x + y), (2, x + ξy + k), (3, x + ξ2y + k)} : x, y ∈ GF (q)}, k = 0, 1,

P y
k = {{(0, x), (1, x + y), (2, x + ξy + k), (3, x + ξ2y + k)} : x ∈ GF (q)}, y ∈ GF (q).

易证 Lk 为一个 4-RGDD(q4) 的区组集, 且 P y
k 是其中的一个平行类. 进一步, 不难证明 B = L0 ∪ L1

为 (4, 2)-SRGDD(q4) 的区组集.

对任意的 g > 2, 把 g 分为两类: (1) g ≡ 0 (mod 2). 此时, 令 g = 2m, m > 1. g = 2, 4, 6 的情形可

由引理 3 和以上的构造得到. g = 12, 20 可由以上构造的 (4, 2)-SRGDD((g/4)4) 和构造 1 得到. 其中

的输入设计 (4, 2)-SRGDD(34) 和 (4, 2)-SRGDD(54) 来自上面的直接构造和素数幂构造, 4-RGDD(44)

来自定理 3. 从而, 我们已经证明了存在 (4, 2)-SRGDD((2m)4), 其中 m ∈ {1, 2, 3, 6, 10}. 对其余的 m,

由 (4, 2)-SRGDD(24) 出发, 运用构造 1 即可得 (4, 2)-SRGDD((2m)4), 其中的输入设计 4-RGDD(m4)

来自定理 3. (2) g ≡ 1 (mod 2). 此时, 令 g = pα0
0 pα1

1 pα2
2 · · · pαt

t , 其中 p0 = 3, pi > 3 (1 6 i 6 t) 为素数.
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若 α0 > 1,则由素数幂构造知存在 (4, 2)-SRGDD((3α0)4),运用构造 1和 4-RGDD((pα1
1 pα2

2 · · · pαt
t )4)即

可得所需设计.若 α0 = 0,不失一般性,可设 α1 > 0. 则由素数幂构造知存在 (4, 2)-SRGDD((pα1
1 )4),运

用构造 1 和 4-RGDD((pα2
2 · · · pαt

t )4) 可得所需设计.

对 u > 4,我们把参数 g, u分为 6种情形分别证明: (1) g ≡ 1, 5 (mod 6), g > 5且 u ≡ 4 (mod 12);

(2) g ≡ 4, 8 (mod 12) 且 u ≡ 1 (mod 3); (3) g ≡ 0 (mod 12); (4) g ≡ 6 (mod 12) 且 u ≡ 0 (mod 2);

(5) g ≡ 3 (mod 6) 且 u ≡ 0 (mod 4); (6) g ≡ 2, 10 (mod 12) 且 u ≡ 4 (mod 6).

4.1 g ≡ 1,5 (mod 6)

引理 16 存在 (4, 2)-SRGDD(gu), 其中 g ≡ 1, 5 (mod 6), g > 5, u ≡ 4 (mod 12) 且 u > 16.

证明 对每一个 u, 由定理 5 知存在 (u, 4, 2)-SRBIBD. 运用构造 1 和输入设计 4-RGDD(g4) 即

得 (4, 2)-SRGDD(gu). 2

4.2 g ≡ 4,8 (mod 12)

引理 17 存在 (4, 2)-SRGDD(4u), 其中 u > 7 且 u ≡ 1 (mod 3).

证明 当 u ∈ {7, 10, 13}时,结论来自引理 5. 对 u = 43,从定理 8中的 4-F(127)出发. 运用构造 4

和输入设计 (4, 2)-SRGDD(24),可得 (4, 2)-SF(247). 接着对 h = 1运用构造 6可得 (4, 2)-SRGDD(443).

对其余的 u, 令 u = 3w + 1, 则 w > 5 且 w 6= 14. 由引理 1 和 14 可知, 存在 (4, 2)-SF(12w). 同样运用

构造 6 即得所需设计. 2

引理 18 存在 (4, 2)-SRGDD(gu), 其中 g ≡ 4, 8 (mod 12), u ≡ 1 (mod 3) 且 u > 7.

证明 g = 4 来自引理 17. 当 g > 8 时, 令 g = 4h, 则 h > 2. 由定理 3 知, 存在 4-RGDD(4u). 运

用构造 1 可得所需设计, 其中输入设计 (4, 2)-SRGDD(h4) 来自引理 15.

4.3 g ≡ 0 (mod 12)

本小节的证明需要以下 PBD 的已知结论.

定理 9[39] 1.对所有的 v > 21且 v /∈ {22−24, 27−29, 32−34, 68, 69, 93, 94, 98, 99, 104, 108, 109, 114,

124}, 存在 (v, {5, 6, 7}, 1)-PBD.

2. 对所有的 v > 21 且 v /∈ {22− 24, 27− 29, 32− 34, 94, 124}, 存在 (v, {5, 6, 7, 8}, 1)-PBD.

3.对所有的 v ≡ 1 (mod 2)且 v /∈ {11−19, 23, 27−33, 39, 43, 51, 59, 71, 75, 83, 87, 95, 99, 107, 111, 113,

115, 119, 139, 179}, 存在 (v, {5, 7, 9}, 1)-PBD.

为方便起见, 以下令 L = {9− 20, 22− 24, 27− 29, 32− 34, 94, 124}.
引理 19 对任意的 u > 5 且 u /∈ L, 存在 (4, 2)-SRGDD(12u).

证明 当 u ∈ {5, 6}时,结论来自引理 5和 8. 从 4-RGDD(47)出发,运用构造 1和来自引理 15的

(4, 2)-SRGDD(34)可得 (4, 2)-SRGDD(127). 类似地,用来自引理 5的 (4, 2)-SRGDD(38)和 4-RGDD(44)

可得 (4, 2)-SRGDD(128). 对其余的 u, 由定理 9 知存在 (u, {5, 6, 7, 8}, 1)-PBD. 删去此 PBD 中的一点,

并把这一点所在的区组看为组, 则可得一个 {5, 6, 7, 8}-GDD(4a5b6c7d), 其中 4a + 5b + 6c + 7d = u− 1.

运用构造 3 加权 12, 得到 (4, 2)-SF(48a60b72c84d). 其中的输入设计 (4, 2)-SF(12n), n ∈ {5, 6, 7, 8}, 来
自引理 1. 继续对 h = 1 运用构造 6 和输入设计 (4, 2)-SRGDD(12n) 就可得 (4, 2)-SRGDD(12u).

引理 20 存在 (4, 2)-SRGDD(12u), 其中 u ∈ L \ {27}.
证明 当 u∈{9, 11, 15, 17, 23}时,结论来自引理 8–10. 当 u∈{10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 28, 32, 34,

94, 124}时,由定理 3知,存在 4-RGDD(6u). 运用构造 1和 (4, 2)-SRGDD(24)可得 (4, 2)-SRGDD(12u).
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类似地, 当 u ∈ {13, 19} 时, 用 4-RGDD(4u) 和 (4, 2)-SRGDD(34) 可得 (4, 2)-RGDD(12u). 当 u ∈
{29, 33}时, 令 u = 4w + 1, 则 w ∈ {7, 8}. 取来自定理 8的 4-F(12w). 运用构造 4和 (4, 2)-SRGDD(44)

可得 (4, 2)-SF(48w). 继续对 h = 1 运用构造 6 就可得 (4, 2)-SRGDD(12u), 其中的输入设计 (4, 2)-

SRGDD(125) 来自引理 5.

引理 21 存在 (4, 2)-SRGDD(gu), 其中 g ≡ 0 (mod 12), u > 5, 且 (g, u) 6= (12t, 27), t = 2 或

t ≡ 1 (mod 2).

证明 令 g = 12t, 则 t > 1. t = 1 来自引理 19 和 20. 当 t ≡ 0 (mod 2) 且 t > 2 时, 由

4-RGDD(24u) 出发; 当 t ≡ 1 (mod 2) 或 t = 2 时, 由 4-RGDD(12u) 出发. 运用构造 1 可得 (4, 2)-

SRGDD((12t)u), 其中的输入设计 (4, 2)-SRGDD(t4) 来自引理 15.

4.4 g ≡ 6 (mod 12)

引理 22 存在 (4, 2)-SRGDD(6u), 其中 u ≡ 0, 4, 8, 10 (mod 12), u > 5 且 u /∈ {70, 82, 118, 142}.
证明 由已知条件和定理 3可知,对 u ≡ 0, 4, 8 (mod 12),存在 4-RGDD(3u);对 u ≡ 10 (mod 12)

且 u /∈ M = {10, 34, 46, 70, 82, 94, 118, 130, 142, 178, 202, 214, 238, 250, 334, 346}, 存在 4-RGDD(2u). 运

用构造 1 可得 (4, 2)-SRGDD(6u), 其中 u ≡ 0, 4, 8, 10 (mod 12), u > 5 且 u /∈ M . 构造所需的输入设

计 (4, 2)-SRGDD(24) 和 (4, 2)-SRGDD(34) 分别来自引理 3 和 15. u = 10 来自引理 6. 对每一个 u ∈
{34, 46, 94, 130, 178, 202, 214, 238, 250, 334, 346},令 u = 3w+1,则 w ∈ {11, 15, 31, 43, 59, 67, 71, 79, 83, 111,

115}. 对 4-F(6w) 运用构造 4 可得 (4, 2)-SF(18w). 继续运用构造 6 和输入设计 (4, 2)-SRGDD(64) 即

得 (4, 2)-SRGDD(6u).

引理 23 存在 (4, 2)-SRGDD(6u), 其中 u ≡ 6 (mod 12) 且 u 6= 162.

证明 u ∈ {6, 18} 来自引理 5 和 10. 对其余的 u, 令 u = 6w, 则 w ≡ 1 (mod 2), w > 5 且

w 6= 27. 由引理 21 知存在 (4, 2)-SRGDD(36w). 运用构造 2 可得 (4, 2)-SRGDD(6u), 其中的输入设计

(4, 2)-SRGDD(66) 来自引理 5.

引理 24 存在 (4, 2)-SRGDD(6u), 其中 u ≡ 2 (mod 12) 且 u 6= 26.

证明 u = 14 来自引理 7. 若 u > 14, 令 u = 6w + 2, 则 w ≡ 0 (mod 2) 且 w > 6. 由定理 8 可

知存在 4-F(12w). 运用构造 4 可得 (4, 2)-SF(36w). 继续运用构造 6 可得 (4, 2)-SRGDD(6u), 其中的输

入设计 (4, 2)-SRGDD(68) 和 (4, 2)-SIRGDD(6(8,2)) 分别来自引理 22 和 2.

引理 25 存在 (4, 2)-SRGDD(6u), 其中 u ∈ {26, 70, 82, 118, 142, 162}.
证明 若 u ∈ {82, 142, 162}, 令 u = 10w + 2, 则 w ∈ {8, 14, 16}. 对 4-F(12w) 运用构造 4 可得

(4, 2)-SF(60w), 其中的输入设计 (4, 2)-SRGDD(54) 来自引理 15. 接着运用构造 6 可得所需设计, 其

中输入设计 (4, 2)-SRGDD(612) 和 (4, 2)-SIRGDD(6(12,2)) 分别来自引理 22 和 2. 若 u ∈ {26, 118}, 由
4-F(35) 或 4-F(613) 出发. 类似地, 运用构造 4 得到 (4, 2)-SF(305) 或 (4, 2)-SF(5413). 再用构造 6 得所

需设计, 其中的输入设计 (4, 2)-SRGDD(66) 和 (4, 2)-SRGDD(610) 分别来自引理 5 和 6. 对 u = 70, 由

引理 21 知存在 (4, 2)-SRGDD(607). 运用构造 2 和 (4, 2)-SRGDD(610) 可得 (4, 2)-SRGDD(670).

引理 26 存在 (4, 2)-SRGDD(gu), 其中 u > 5, g ≡ 6 (mod 12) 且 u ≡ 0 (mod 2).

证明 g = 6 来自引理 22–25. 若 g > 18, 令 g = 12t + 6, 则 t > 1. 对 u ≡ 0 (mod 2), u > 4

且 u /∈ {6, 54, 68}, 存在 4-RGDD(6u). 运用构造 1 可得 (4, 2)-SRGDD(gu), 其中的输入设计 (4, 2)-

SRGDD((2t + 1)4) 来自引理 15. 若 u ∈ {6, 54, 68} 且 g > 18, 同样运用构造 1 可得所需设计, 这里

的输入设计为 (4, 2)-SRGDD(6u) 和 4-RGDD((2t + 1)4), 它们分别来自引理 5, 22, 23 和定理 3. 当

u = 6 且 g = 18 时, (4, 2)-SRGDD(186) 来自引理 11. 当 u ∈ {54, 68} 且 g = 18 时, 由引理 21 知存
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在 (4, 2)-SRGDD(7217) 和 (4, 2)-SRGDD(1089), 运用构造 2 可得 (4, 2)-SRGDD(gu), 其中的输入设计

(4, 2)-SRGDD(184) 和 (4, 2)-SRGDD(186) 分别来自引理 15 和 11.

4.5 g ≡ 3 (mod 6)

引理 27 存在 (4, 2)-SRGDD(3u), 其中 u ≡ 0 (mod 4), u > 8.

证明 u = 8, 12 分别来自引理 5 和 4. 对其余的 u, 令 u = 4t, 则 t > 4. 若 t 6= 27, 由引理 21 可

知存在 (4, 2)-SRGDD(12t). 若 t = 27, 同样由引理 21 可知存在 (4, 2)-SRGDD(369). 对这两种情形都

用构造 2 即可得 (4, 2)-SRGDD(3u), 其中的输入设计 (4, 2)-SRGDD(34) 和 (4, 2)-SRGDD(312) 来自引

理 15 和 4.

引理 28 存在 (4, 2)-SRGDD(gu), 其中 g ≡ 3 (mod 6), u ≡ 0 (mod 4) 且 u > 8.

证明 g = 3 来自引理 27. 当 g > 9 时, 令 g = 6t + 3, 则 t > 1. 由定理 3 知存在 4-RGDD(3u).

运用构造 1 可得 (4, 2)-SRGDD(gu), 其中的输入设计 (4, 2)-SRGDD((2t + 1)4) 来自引理 15.

4.6 g ≡ 2,10 (mod 12)

引理 29 存在 (4, 2)-SF(6u), 其中 u ∈ {7, 11, 19} ∪ {4t + 1 : t > 1}.
证明 u ∈ {7, 11, 19} 来自引理 12 和 13. 若 u ∈ {4t + 1 : t > 1}, 由定理 8 知存在 4-F(3u). 运用

构造 4 和 (4, 2)-SRGDD(24) 即得所需设计.

引理 30 存在 (4, 2)-SF(6u), 其中 u ≡ 1 (mod 2), u > 5 且 u /∈ {15, 23, 27, 39}.
证明 若 u > 21 且 u /∈ {23, 27 − 33, 39, 43, 51, 59, 71, 75, 83, 87, 95, 99, 107, 111, 113, 115, 119, 139,

179}, 由定理 9 可知存在 (u, {5, 7, 9}, 1)-PBD. 令 ω = 6, 运用构造 3 即得 (4, 2)-SF(6u), 其中的输入设

计 (4, 2)-SF(6t), t ∈ {5, 7, 9}, 来自引理 29.

u ∈ {5, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 29, 33} 来自引理 29. 若 u ∈ {51, 59, 71, 75, 83, 87, 95, 99, 107, 111, 113, 115,

119, 139, 179},由定理 9可知存在 ((u+1)/2, {5, 6, 7}, 1)-PBD.删去其点集中一个点可得 {5, 6, 7}-GDD

(4a5b6c),其中 a, b, c > 0且 4a+5b+6c = (u+1)/2−1. 令 ω = 12,运用构造 3可得 (4, 2)-SF(48a60b72c),

输入设计 (4, 2)-SF(12t), t ∈ {5, 6, 7},来自引理 1. 继续运用构造 5即得 (4, 2)-SF(6u),其中的输入设计

(4, 2)-SF(6t), t ∈ {9, 11, 13}, 全部来自引理 29.

对 u ∈ {31, 43}, 令 u = 6v + 1, 则 v ∈ {5, 7}. 取 4-F(12v). 运用构造 4 可得 (4, 2)-SF(36v). 继续运

用构造 5 可得 (4, 2)-SF(6u), 其中的输入设计 (4, 2)-SF(67) 来自引理 13.

引理 31 若 u ≡ 4 (mod 6) 且 u > 4, 则存在 (4, 2)-SRGDD(2u).

证明 u = 10来自引理 3. 若 u 6= 10,令 u = 3v +1,则 v > 5且 v ≡ 1 (mod 2). 由引理 30可知,

对 v /∈ {15, 23, 27, 39},存在 (4, 2)-SF(6v). 运用构造 6可得 (4, 2)-SRGDD(2u),其中 u /∈ {46, 70, 82, 118}.
当 u ∈ {46, 82, 118}时,令 u = 9v+1,则 v ∈ {5, 9, 13}. 由 4-F(6v)出发,运用构造 4可得 (4, 2)-SF(18v).

继续运用构造 6 就可得所需设计, 其中的输入设计 (4, 2)-SRGDD(210) 来自引理 3. 对 u = 70, 由引

理 18 知存在 (4, 2)-SRGDD(207). 运用构造 3 即得 (4, 2)-SRGDD(270).

引理 32 存在 (4, 2)-SRGDD(gu), 其中 g ≡ 2, 10 (mod 12), u ≡ 4 (mod 6) 且 u > 4.

证明 g = 2 来自引理 31. 以下设 g > 2. 若 g ≡ 2 (mod 12), 令 g = 2(6m + 1), 则 m > 1; 若

g ≡ 10 (mod 12), 令 g = 2(6t + 5), 则 t > 0. 由引理 31 可知, 存在 (4, 2)-SRGDD(2u). 运用构造 1 可

得 (4, 2)-SRGDD(gu), 其中的输入设计 4-RGDD((6t + 5)4) 和 4-RGDD((6m + 1)4) 均来自定理 3.
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5 结束语

综合引理 15–32, 我们已经证明了本文的主要结果定理 7. 从而, (4, 2)-SRGDD(gu) 的存在性已经

基本解决, 还剩下一个可能的无穷类. 值得一提的是: 若能给出 4-RGDD(1227) 和 (4, 2)-SRGDD(1227)

的构造, 则由构造 1 可解决所有可能的例外. 由此可见, 4-RGDD(1227) 和 (4, 2)-SRGDD(1227) 的存在

性的证明对解决 (4, 2)-SRGDD(gu) 的存在性问题很关键. 而由本文直接构造的例子可见, 这两个设计

中, 4-RGDD(1227)的存在性更为重要,因为 (4, 2)-SRGDD(1227)的存在性往往可以通过同构映射由它

得到. 我们花费了大量的时间用差族的方法,借助计算机搜索 4-RGDD(1227)的区组,但是目前还未能

成功.
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Super-simple resolvable group divisible designs with block size 4 and index 2
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Abstract The concept of super-simple designs was first introduced by Gronau and Mullin in 1992. The existence

of super-simple designs is an interesting extremal problem by itself, but there are also some useful applications.

Super-simple group divisible designs are useful for the construction of other types of super-simple designs. In this

paper, we shall show that the necessary conditions for the existence of a super-simple (4, 2)-RGDD of type gu are

also sufficient possibly except for (g, u) = (12t, 27), where t = 2 or t ≡ 1 mod 2.
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