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摘要 本文研究了带有初始奇异性的多项时间分数阶扩散方程的一种全离散数值方法. 首先, 基于

L1 公式在渐变网格下离散多项 Caputo 时间分数阶导数, 构造了多项时间分数阶扩散方程的时间

半离散格式, 证明了时间格式通过选取合适的网格参数 r, 时间方向的误差可以达到最优的收敛阶

2−α1, 其中 α1 (0 < α1 < 1) 为多项时间分数阶导数阶数的最大值. 然后, 空间采用谱方法进行离散,

得到了全离散格式, 证明了全离散格式的无条件稳定性和收敛性. 为了降低计算量和储存量, 对多项

时间分数阶扩散方程又构造了时间方向的快速算法, 同时证明了该格式的收敛性. 数值算例验证了

算法的有效性, 显示了快速算法的高效性.
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1 引言

近年的一些研究发现, 分数阶微积分算子可以更好地描述具有历史记忆性和空间全域相关性等

的复杂动力学行为和物理过程[1, 2], 而分数阶导数的非局部性质给理论分析和数值求解带来了诸多困

难. 通常情况下, 这类方程的解析解难以求得．即使对一些简单的模型问题, 其解的表达式也往往比

较复杂, 常常会表示为一些特殊函数的形式, 如Wright 函数和Mittag-Leffler 函数等. 由于这些函数

对应的级数收敛很慢, 在实际应用中这些特殊函数的计算也非常困难, 因此发展这类方程的数值求解
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方法就显得尤为重要 [3, 4].

本文考虑如下的多项时间分数阶扩散方程:

Dα⃗
t u(x, t)− ν∆u(x, t) = f(x, t), ∀x := (x1, x2) ∈ Ω, 0 < t 6 T, (1.1)

u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ Ω, (1.2)

u(x, t) |∂Ω = 0, ∀ 0 6 t 6 T, (1.3)

其中 Ω ⊂ R2 是有界的矩形区域, (0, T ] 为有限时间区域, ν > 0 为扩散系数, ∆ 表示二维 Laplace 算

子, f(x, t) 为已知函数. α⃗ := (α1, . . . , αn) 满足 1 > α1 > · · · > αn > 0, n > 1,

Dα⃗
t u =

n∑
i=1

biD
αi
t u, bi > 0, (1.4)

其中 αi 阶 Caputo 分数阶导数 Dαi
t u(x, t) 的定义如下 (详见文献 [1, 2]):

Dαi
t u(x, t) =

1

Γ(1− αi)

∫ t

0

(t− s)−αi
∂u(x, s)

∂s
ds, 0 < αi < 1. (1.5)

到目前为止, 关于分数阶微分方程数值算法的研究已经有许多研究成果. Sun 等 [5] 对扩散波方程应

用降阶法处理, 将其转化为 α ∈ (0, 1) 阶的 Caputo 时间分数阶导数, 利用插值思想, 导出了 L1 数值

积分公式, 给出了截断误差的具体表达式, 证明了 L1 公式具有 2 − α 阶逼近精度. 同时, 将该公式

分别应用于分数阶慢扩散方程和波方程的求解, 建立了两个差分格式, 并给出了严格的理论分析. 随

后, Zhang 等 [6] 利用 L1 公式的逼近思想, 对分数阶波方程建立了一个空间四阶精度的紧差分格式,

通过能量分析法证明了该格式在最大模意义下的无条件稳定性和收敛性. Huang 等 [7] 对空间分数阶

扩散方程提出了一种二阶有限差分 - 谱方法. 但是这些分析大多基于假设问题的解在时间方向属于

C2[0, T ] 或 C3[0, T ] 的光滑性要求, 然而这种假设对时间分数阶的方程通常是不成立的. 如文献 [8,

定理 2.1] 指出, 当初始值 v ∈ L2(Ω), f = 0 时, 有下面的估计:

∥Dα
t u(t)∥ 6 Ct−α∥v∥, 0 < α < 1.

该式表明, 对精确解 u(x, t) 求 α 阶 Caputo 时间分数阶导数, 这些导数在 t = 0 附近解是无界的. 最

近, Stynes 等 [9] 在合理的正则性和相容性假设下, 对一维的时间分数阶扩散方程证明了存在唯一的

古典解, 并且存在正常数 Cu 满足

∥∂(4)
x u(t)∥L∞ 6 Cu, ∥∂(l)

t u(t)∥L∞ 6 Cu(1 + tα−l), 0 < t 6 T, l = 0, 1, 2.

关于初边值问题的多项时间分数阶扩散方程, Li 等 [10] 利用多项Mittag-Leffler 函数的性质, 证明了

问题解的唯一性和对初值 u0(x) 和源项 f(x, t) 的连续依赖性, 并证明了当初始值 u0 满足适当的光

滑性条件时, ∥∂tu(t)∥ 6 Cu0
tα1−1, t ∈ (0, T ].

对单项时间分数阶扩散方程, Jin 等 [11, 12] 应用 Laplace 变换和解的算子理论对时间做均匀网格

剖分, 分别证明了在光滑初始值和非光滑初始值条件下, 时间方向的收敛阶为 O (tα−1
n τ) 和 O(t−1

n τ),

其中 τ 表示时间剖分的步长. Stynes 等 [9] 利用渐变网格分析了 L1 格式下的时间分数阶扩散方程,

利用离散的最大模原理和局部截断误差的分析得到了相应的误差估计结果. Liao 等 [13] 利用非均匀
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时间网格上的 L1 公式逼近 Caputo 导数以消除初值奇异性, 并应用于求解分数阶线性反应扩散方

程. 由于连续问题不一定满足极值原理, 他们构造了一个类似于 Riemann-Liouville 分数阶积分核的

离散模拟, 利用Mittag-Leffler 函数的级数形式给出了离散分数阶 Gronwall 不等式, 并且给出一般

非均匀网格上的整体相容性误差阶. 由于分数阶导数为非局部算子, 为化解历史记忆性所带来的巨

量存储需求, Liao 等 [14] 利用 SOE (sum of exponentials) 技术构建了一个非均匀快速 L1 公式来逼

近 Caputo 导数, 并针对一个分数阶半线性反应扩散方程, 构建了一个时间两层的计算格式. 利用离

散 H2 能量估计、离散分数阶 Gronwall 不等式和整体相容性分析技术, 得到了无穷模意义下的无条

件收敛性结果. 发展分数阶方程的高效算法的工作, 主要致力于减少分数阶导数算子计算所需的存储

量和计算量. 为了加速对弱奇异核的计算, Lubich 和 Schädle [15] 提出了一个快速卷积算法来计算非

反射的边界条件. Liao 等 [16] 基于 L1 公式和指数和逼近分数阶导数的积分核, 构造了可以快速计算

Caputo 导数的计算公式, 应用于分数阶扩散方程的数值求解, 显著地减少了计算时间和计算所需的

存储量. 最近有关分数阶方程时间方向快速算法的相关工作可参见文献 [14, 17–20].

对多项时间分数阶扩散方程的数值求解, 也已经有一些研究工作. Ren 等 [21] 对时间方向采用经

典的 L1 公式逼近, 对空间方向采用紧差分格式和紧 ADI 格式分别离散一维和二维的多项时间分数

阶扩散方程, 利用能量分析法证明了格式的稳定性和收敛性. Zhao 等 [22] 对二维的多项时间分数阶

扩散方程空间方向采用非协调 EQrot 元进行逼近, 时间导数仍用 L1 公式逼近, 得到了 L2 范数和能

量模意义下空间方向最优收敛阶的误差结果. Jin 等 [23] 首先对多项时间分数阶扩散方程构造了空间

半离散 Galerkin 有限元格式, 得到了关于光滑初始值和非光滑初始值空间方向几乎最优的误差估计,

进一步构造该问题的全离散格式, 同样证明了格式的稳定性和收敛性. 但是这些理论分析都必须假

设问题的解满足 u(t) ∈ C2[0, T ]. Stynes [24] 指出这里对 u(t) 的光滑性在初始时刻 t = 0 处的要求过

于苛刻, 因为在 t = 0 附近 u(t) 及其导数会具有一定的奇异性. 近来很多人开始用各种网格剖分技

术来处理这种奇异性, 如渐变网格 [9, 25–30]、tanh 网格, 甚至更一般的非均匀网格 [13,14]. 这些非均匀

网格的采用使得对问题离散格式稳定性和收敛性的分析会变得异常困难.

本文对带有初始奇异性的多项时间分数阶扩散方程 (1.1)–(1.3) 进行数值求解, 即假设问题

(1.1)–(1.3) 的解满足 ∥∂(l)
t u(t)∥1 6 C(1 + tσ−l), l = 0, 1, 2, 其中 σ ∈ (0, 1) 是正则化参数. 首先, 利用

Kopteva [25] 的分析技巧, 证明了在渐变网格下 L1 公式离散多项 Caputo 时间分数阶导数的局部截

断误差结果. 然后, 构造问题的时间半离散格式, 证明了通过选取合适的网格参数, 时间方向的误差

可以达到最优的收敛阶 2− α1. 随后, 空间方向基于谱方法进行离散得到了全离散格式, 证明了全离

散格式的无条件稳定性和收敛性. 最后, 利用文献 [16] 的思想构造多项时间分数阶扩散方程时间方

向的快速算法格式, 说明快速算法格式在减少计算时间和降低存储量方面是非常有效的.

文中使用 Sobolev 空间通常的定义和记号, L2(Ω)、Hk(Ω) 及相应的范数分别为 ∥ · ∥ =

∥ · ∥L2(Ω) 和 ∥ · ∥k = ∥ · ∥Hk(Ω). 记 v : (0, T ) → Hm(Ω) 的空间为 L∞(0, T ;Hm(Ω)), 其范数为

∥v∥L∞(Hm) = ess sup06t6T∥v(t)∥m < +∞. A . B 表示 A 6 CB, 其中 C 表示与空间网格剖分 N 以

及时间剖分M 无关的正常数, 而 A ≃ B 表示 A . B 和 B . A.

2 多项时间分数阶导数 L1L1L1 格式逼近的误差估计

本节首先建立多项时间分数阶导数 L1 公式的逼近格式, 随后给出相应的局部截断误差.
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由于时间分数阶偏微分方程的解在初始时刻具有一定的弱奇异性, 我们对时间区间 [0, T ] 采用

渐变网格进行剖分, 即对 r > 1 和正常数M , 取剖分使得 {tj = T (j/M)r}Mj=0. 通过简单的计算可得

tj−1 > 2−rtj , ∀ j > 2, (2.1)

和

τj := tj − tj−1 ≃M−1t
1−1/r
j , ∀ j = 1, . . . ,M. (2.2)

特别地, τ1 = t1 ≃M−r.

为了得到多项时间分数阶导数 L1 逼近的误差估计, 我们需要以下引理.

引引引理理理 2.1 对任意的 j > 1, 成立

τj+1

τj
> τj+2

τj+1

> 1,

当且仅当 r = 1 时等号成立.

证明 由于 tj = T (j/M)r, j = 0, . . . ,M , 可得

τj = tj − tj−1 = TM−r(jr − (j − 1)r).

对任意的 j > 1, 利用 Cauchy 中值定理知, 存在 0 < θj < 1, 使得

τj+1

τj
=

(j + 1)r − jr

jr − (j − 1)r
=

(j + θj)
r−1

(j − 1 + θj)r−1
=

(
1 +

1

j − 1 + θj

)r−1

>
(
1 +

1

j

)r−1

.

类似可得

τj+2

τj+1

=
(j + 2)r − (j + 1)r

(j + 1)r − (j)r
=

(j + 1 + θj+1)
r−1

(j + θj+1)r−1
=

(
1 +

1

j + θj+1

)r−1

6
(
1 +

1

j

)r−1

.

证明完毕.

下面利用经典的 L1 公式离散时间分数阶导数. 首先, 引入记号 δtu(tj) = [u(tj) − u(tj−1)]/τj ,

j > 1. 对于 k = 1, . . . ,M , 在 t = tk 逼近时间分数阶导数 Dα
t u(t), 可以得到 Caputo 分数阶导数在

渐变网格下的 L1 离散公式如下:

Dα
t u(tk) =

1

Γ(1− α)

∫ tk

0

(tk − η)−αu′(η)dη

=
1

Γ(1− α)

k∑
j=1

∫ tj

tj−1

(tk − η)−αu′(η)dη

≈ 1

Γ(1− α)

k∑
j=1

∫ tj

tj−1

(tk − η)−αδtu(tj)dη

=: δαt u(tk). (2.3)

当 k > 1 时, 记

d
(α)
k,j =

τ−1
j

Γ(1− α)

∫ tj

tj−1

(tk − η)−αdη, ∀ j = 1, . . . , k. (2.4)
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则有

δαt u(tk) =

k∑
j=1

d
(α)
k,j (u(tj)− u(tj−1)).

由 (2.4) 容易验证 d
(α)
k,j+1 > d

(α)
k,j > 0. 对于任意网格函数 {V j}Mj=0, δ

α
t 可以改写为下面的形式:

δαt V
k = d

(α)
k,kV

k −
k−1∑
j=0

(d
(α)
k,j+1 − d

(α)
k,j )V

j , k = 1, . . . ,M, (2.5)

其中 d
(α)
k,0 := 0.

记

Lα⃗
t V

k =

n∑
i=1

biδ
αi
t V

k, k = 1, . . . ,M

和

dα⃗k,j =

n∑
i=1

bid
(αi)
k,j , j = 0, . . . , k, (2.6)

则

Lα⃗
t V

k = dα⃗k,kV
k −

k−1∑
j=0

(dα⃗k,j+1 − dα⃗k,j)V
j , k = 1, . . . ,M, (2.7)

其中, 对于所有的下标 k 和 j (j ̸= 0), 成立 dα⃗k,j+1 > dα⃗k,j > 0.

我们有下面的引理.

引引引理理理 2.2 对于 {tj}Mj=0 上的任意网格函数 {V j}Mj=0, 成立下面的估计:

|V k| 6 |V 0|+ Γ(1− α1)b
−1
1 max

j=1,...,k
{tα1

j Lα⃗
t |V j |}, k = 1, . . . ,M.

证明 假设对于某个 m ∈ {1, . . . , k} 成立 maxj=1,...,k |V j | = |V m|. 对于所有的 j, 令 W j =

|V j | − |V 0|. 由于 Lα⃗
t |V 0| = 0, 则

Lα⃗
t |V m| = Lα⃗

t W
m = dα⃗m,mW

m −
m−1∑
j=1

(dα⃗m,j+1 − dα⃗m,j)W
j

> dα⃗m,mW
m −

n−1∑
j=1

(dα⃗m,j+1 − dα⃗m,j)(|V m| − |V 0|)

= dα⃗m,1(|V m| − |V 0|).

因此, |V m| − |V 0| 6 (dα⃗m,1)
−1Lα⃗

t |V m|. 利用 dα⃗m,1 > b1d
(α1)
m,1 > b1t

−α1
m /Γ(1− α1), 结论得证.

注注注 2.1 引理 2.2 的结论亦可通过文献 [13] 中 Gronwall 不等式的证明技巧得到, 见文献 [13]

中的注 4.

引引引理理理 2.3 对任意的 u(t) ∈ C2(0, T ], σ ∈ (0, 1), 有

|δαt u(tk)−Dα
t u(tk)| . t−α

k

{
max

j=1,...,k
ψ

(α)
j

}
, (2.8)
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其中

ψ
(α)
1 = τσ1 sup

η∈(0, t1)

(η1−σ|δtu(t1)− u′(η)|), (2.9a)

ψ
(α)
j = τ 2−α

j tαj sup
η∈(tj−1, tj)

|u′′(η)|, ∀ j = 2, . . . ,M. (2.9b)

证明 利用文献 [25, 引理 2.3], 可以得到同样的结论. 由于我们的证明方法更加简单和直接, 所

以为了内容完整起见, 给出具体的证明过程. 令 rk = δαt u(tk) −Dα
t u(tk). 记 I1,ju(t) 表示在 tj−1 和

tj 处对 u(t) 线性插值, 则

I1,ju(t) = u(tj−1) + δtu(tj)(t− tj−1), t ∈ [tj−1, tj ].

由 (2.3) 得

Γ(1− α)rk =
k∑

j=1

∫ tj

tj−1

(tk − η)−α(I1,ju(η)− u(η))′dη. (2.10)

当 k = 1 时, 利用 Euler beta 函数 (参见文献 [1, 定理 D.6]) 有

|Γ(1− α)r1| =
∣∣∣∣ ∫ t1

0

(t1 − η)−α[δtu(t1)− u′(η)]dη

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ t1

0

(t1 − η)−αησ−1η1−σ[δtu(t1)− u′(η)]dη

∣∣∣∣
6 ψ

(α)
1 τ−σ

1

∫ t1

0

(t1 − η)−αησ−1dη

=
Γ(1− α)Γ(σ)

Γ(1 + σ − α)
ψ

(α)
1 t−α

1 . (2.11)

利用文献 [31, 定理 2], 对 η ∈ [tk−1, tk] (k > 2) 有

|(I1,ku(η)− u(η))′| 6 τk sup
η∈(tk−1,tk)

|u′′(η)|.

借助于导数插值误差估计, 对 k > 2 得∣∣∣∣ ∫ tk

tk−1

(tk − η)−α(I1,ku(η)− u(η))′dη

∣∣∣∣ 6 τk sup
η∈(tk−1,tk)

|u′′(η)|
∫ tk

tk−1

(tk − η)−αdη

= τk sup
η∈(tk−1,tk)

|u′′(η)| τ
1−α
k

1− α

6 t−α
k ψ

(α)
k .

当 k > 2 时,∣∣∣∣ ∫ t1

0

(tk − η)−α[δtu(t1)− u′(η)]dη

∣∣∣∣ = ∫ t1

0

(tk − η)−αησ−1η1−σ[δtu(t1)− u′(η)]dη

6 sup
η∈(0,t1)

(η1−σ|δtu(t1)− u′(η)|)
∫ t1

0

(tk − η)−αησ−1dη
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6 (tk − t1)
−α τ

σ
1

σ
ψ

(α)
1 τ−σ

1 . t−α
k ψ

(α)
1 , (2.12)

其中最后一个不等式用到了 (tk − t1)
−α = t−α

k (1− t1/tk)
−α . t−α

k .

对 t ∈ [tj−1, tj ] (j > 2) 利用插值余项定理 (参见文献 [32, 第 122 页]) 得

u(t)− I1,ju(t) =
u′′(ξ̄s)

2
(t− tj−1)(t− tj), ∀ ξ̄s(t) ∈ (tj−1, tj). (2.13)

对 k > 3 有∫ tk−1

t1

η−α(tk − η)−α−1dη =

∫ tk/2

t1

η−α(tk − η)−α−1dη +

∫ tk−1

tk/2

η−α(tk − η)−α−1dη

. (tk − tk/2)
−α−1(tk/2)

1−α + (tk/2)
−α(tk − tk−1)

−α

. τ−α
k t−α

k . (2.14)

当 k > 3, 由分部积分、(2.13) 和 (2.14), 得∣∣∣∣ k−1∑
j=2

∫ tj

tj−1

(tk − η)−α(I1,ju(η)− u(η))′dη

∣∣∣∣ = 7

∣∣∣∣α k−1∑
j=2

∫ tj

tj−1

(tk − η)−α−1(u(η)− I1,ju(η))dη

∣∣∣∣
6

k−1∑
j=2

ψ
(α)
j ταj t

−α
j

∫ tj

tj−1

(tk − η)−α−1dη

6
k−1∑
j=2

ψ
(α)
j ταk

∫ tj

tj−1

η−α(tk − η)−α−1dη

6 max
j=2,...,k−1

{ψ(α)
j }ταk

∫ tk−1

t1

η−α(tk − η)−α−1dη

. t−α
k max

j=2,...,k−1
{ψ(α)

j }. (2.15)

将 (2.11)、(2.12) 和 (2.15) 代入 (2.10), 即可完成证明.

利用引理 2.3 和三角不等式易得下面的估计.

引引引理理理 2.4 对任意的 u ∈ C2(0, T ], 成立

|Lα⃗
t u(tk)− Dα⃗

t u(tk)| .
n∑

i=1

bit
−αi

k

{
max

j=1,...,k
ψ

(αi)
j

}
.

引引引理理理 2.5 假设对任意的 σ ∈ (0, 1) 和 t ∈ (0, T ] 有 |u(l)(t)| . 1 + tσ−l, l = 0, 1, 2, 则由 (2.9)

式定义的 ψ
(α)
j 满足如下估计:

ψ
(α)
j .M−min{rσ, 2−α}, ∀ j = 1, . . . ,M.

证明 令 γ = min{rσ, 2 − α}. 对于 l = 1, 2, 由 0 < t 6 T 可得 |u(l)(t)| . tσ−l. 利用 (2.1) 和

(2.2), 对 2 6 j 6M 有

ψ
(α)
j . (τj/tj)

2−αtσj . (τj/tj)
γtσj .M−γt

−γ/r
j tσj .M−γ .
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下面估计 ψ
(α)
1 . 由 ψ

(α)
1 = τσ1 supη∈(0,t1)

(η1−σ|δtu(t1)− u′(η)|),

τσ1 sup
η∈(0,t1)

(η1−σ|δtu(t1)|) 6
∫ t1

0

|u′(ξ)|dξ .
∫ t1

0

ξσ−1dξ . τσ1 ≃M−rσ,

和

τσ1 sup
η∈(0,t1)

(η1−σ|u′(η)|) . τσ1 ≃M−rσ,

可得 ψ
(α)
1 .M−rσ. 证明完毕.

3 时间半离散格式及其误差估计

本节主要构造原问题 (1.1)–(1.3) 的时间半离散格式, 进而利用能量分析法给出其相应的误差估

计结果.

首先考虑问题 (1.1)–(1.3) 的时间半离散格式. 记 U j(x) 为精确解 u(x, t) 在 tj 处的逼近. 则问题

(1.1)–(1.3) 的时间半离散格式为: 求 Uk(x) 使得

Lα⃗
t U

k(x)− ν∆Uk(x) = fk(x), ∀x ∈ Ω, (3.1)

Uk(x) |∂Ω = 0, k = 0, . . . ,M, (3.2)

U0(x) = u0. (3.3)

下面给出时间半离散格式 (3.1)–(3.3) 的误差估计.

引引引理理理 3.1 设 u(x, t) 和 {U j(x)}Mj=0 分别为方程 (1.1)–(1.3) 和时间半离散格式 (3.1)–(3.3) 的

解. 假设解满足正则性条件 ∥∂l
tu(t)∥ . 1 + tσ−l, σ ∈ (0, 1), l = 0, 1, 2. 则

∥u(tk)− Uk∥ .M−min{rσ, 2−α1}, k = 1, . . . ,M.

证明 记 em := u(·, tm)−Um 为时间 tm 处的误差. 由 (1.1)–(1.3) 和 (3.1)–(3.3) 可得误差方程

Lα⃗
t e

m − ν∆em = Lα⃗
t u(·, tm)− Dα⃗

t u(·, tm)︸ ︷︷ ︸
=:rm

, m = 1, . . . ,M, (3.4)

e0 = 0. (3.5)

对 (3.4) 两端用 em 做内积, 利用边界条件 (3.2) 和 Cauchy-Schwarz 引理可得

dα⃗k,k∥em∥2 + ν∥∇em∥2 6
m−1∑
j=1

(dα⃗m,j+1 − dα⃗m,j)∥ej∥∥em∥+ ∥rm∥∥em∥. (3.6)

因此

dα⃗k,k∥em∥ 6
m−1∑
j=1

(dα⃗m,j+1 − dα⃗m,j)∥ej∥+ ∥rm∥,
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即

Lα⃗
t ∥em∥ 6 ∥rm∥. (3.7)

由引理 2.2 可得

∥ek∥ . max
16m6k

{tα1
m Lα⃗

t ∥em∥} . max
16m6k

{tα1
m ∥rm∥}, ∀ k = 0, . . . ,M − 1.

进一步, 由引理 2.3 和 2.4 可得

max
16m6k

{tα1
m ∥rm∥} . max

16m6k

{
tα1
m

n∑
i=1

bit
−αi
m

(
max

j=1,...,m
∥ψ(αi)

j ∥
)}

.M−min{rσ,2−α1}. (3.8)

证明完毕.

4 全离散格式的稳定性分析和误差估计

本节我们考虑多项时间分数阶扩散方程 (1.1)–(1.3) 的全离散格式的稳定性分析和误差估计.

令 Λ := (−1, 1), N 为一个正整数. 定义 PN (Λ) 为 Λ 上的次数不超过 N 的多项式空间,

P0
N := {ϕ ∈ PN (Λ) : ϕ(±1) = 0} 和 H1

0 (Ω) := {v ∈ H1(Ω) : v |∂Ω = 0}.
令 π1,0

N 为 H1
0 (Ω) 到 (P0

N )2 的 Ritz 正交投影算子, 即对于任意的 v ∈ H1
0 (Ω),

(∇π1,0
N v,∇vN ) = (∇v,∇vN ), ∀ vN ∈ (P0

N )2. (4.1)

由文献 [33, (5.8.15)] 知, 投影算子 π1,0
N 满足下面的逼近性质: 对于任意的 v ∈ H1

0 (Ω) ∩Hs(Ω), 有

∥v − π1,0
N v∥k 6 CNk−s∥v∥s, 0 6 k 6 1, s > 1. (4.2)

对空间的逼近, 我们采用 Legendre 谱方法, 则方程 (1.1)–(1.3) 的全离散逼近格式为: 求

ukN ∈ (P0
N )2, 使得

(Lα⃗
t u

k
N , vN ) + ν(∇ukN ,∇vN ) = (fk, vN ), ∀ vN ∈ (P0

N )2, k = 1, . . . ,M, (4.3)

u0N = π1,0
N u0. (4.4)

(4.3) 可以改写为

a(ukN , vN ) = F (vN ), ∀ vN ∈ (P0
N )2,

其中

a(ukN , vN ) := dα⃗k,k(u
k
N , vN ) + ν(∇ukN ,∇vN )

是一个双线性形式并且在 (P0
N )2 × (P0

N )2 上连续、强制. 又

F (vN ) := (fk, vN ) +

k−1∑
j=0

(dα⃗k,j − dα⃗k,j−1)(u
j
N , vN )

是一个线性泛函, 故由 Lax-Milgram 引理知, 全离散问题 (4.3)–(4.4) 的解存在且唯一.

下面我们给出全离散问题 (4.3)–(4.4) 的稳定性分析结果.
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定定定理理理 4.1 设 {ujN}Mj=0 是全离散问题 (4.3)–(4.4) 的解. 则有下面的稳定性结果:

∥ukN∥ 6 ∥u0N∥+ Γ(1− α1)b
−1
1 Tα1 max

16j6M
∥f j∥, k = 1, . . . ,M.

证明 在 (4.3) 中取 vN = ukN 得

(Lα⃗
t u

k
N , u

k
N ) + ν∥∇ukN∥2 = (fk, ukN ), k = 1, . . . ,M.

利用 (2.7) 的定义和 Cauchy-Schwarz 不等式得

dα⃗k,k∥ukN∥2 + ν∥∇ukN∥2 6
k−1∑
j=0

(dα⃗k,j+1 − dα⃗k,j)∥u
j
N∥∥ukN∥+ ∥fk∥∥ukN∥, k = 1, . . . ,M. (4.5)

因此

dα⃗k,k∥ukN∥ 6
k−1∑
j=0

(dα⃗k,j+1 − dα⃗k,j)∥u
j
N∥+ ∥fk∥, k = 1, . . . ,M, (4.6)

即

Lα⃗
t ∥ukN∥ 6 ∥fk∥, k = 1, . . . ,M. (4.7)

利用引理 2.2 得

∥ukN∥ 6 ∥u0N∥+ Γ(1− α1)b
−1
1 max

j=1,...,k
{tα1

j Lα⃗
t ∥u

j
N∥}

6 ∥u0N∥+ Γ(1− α1)b
−1
1 Tα1 max

16j6M
∥f j∥, k = 1, . . . ,M.

证明完毕.

下面我们给出全离散格式 (4.3)–(4.4) 的误差估计结果. 令

ejN = u(tj)− ujN = (u(tj)− π1,0
N u(tj)) + (π1,0

N u(tj)− ujN ) =: êjN + ẽjN , j = 0, . . . ,M.

特别地, 有

e0N = u0 − π1,0
N u0 = ê0N 和 ẽ0N = 0.

由原方程 (1.1)–(1.3) 和全离散格式 (4.3)–(4.4) 可得误差方程

(Lα⃗
t ẽ

m
N , vN ) + ν(∇ẽmN ,∇vN ) = (Lα⃗

t u(tm)− Dα⃗
t u(tm), vN )− (Lα⃗

t ê
m
N , vN )

= (Lα⃗
t u(tm)− Dα⃗

t u(tm)︸ ︷︷ ︸
=:rm

−Lα⃗
t ê

m
N︸ ︷︷ ︸

=:Pm

, vN ). (4.8)

定定定理理理 4.2 设 u(x, t) 和 {ukN}Mk=0 分别为方程 (1.1)–(1.3) 和全离散格式 (4.3)–(4.4) 的解. 假设

u(x, t) ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩Hs(Ω)) 和 Dα⃗

t u(x, t) ∈ L∞(0, T ;Hs(Ω)), 解满足正则性条件 ∥∂l
tu(t)∥1 .

1 + tσ−l, σ ∈ (0, 1), l = 0, 1, 2. 则成立

∥u(tk)− ukN∥ .M−min{rσ, 2−α1} +N−s, k = 1, . . . ,M.

1288



中国科学 : 数学 第 51卷 第 8期

证明 在 (4.8) 中取 vN = ẽmN , 利用与定理 4.1 类似的证明技巧可得

Lα⃗
t ∥ẽmN∥ 6 ∥rm∥+ ∥Pm∥.

由引理 2.2 知

∥ẽkN∥ 6 Γ(1− α1)b
−1
1 max

16m6k
{tα1

m (∥rm∥+ ∥Pm∥)}. (4.9)

由 (4.2) 得

∥Pm∥ = ∥Lα⃗
t ê

m
N − Dα⃗

t êN (tm) + Dα⃗
t êN (tm)∥

6 ∥Lα⃗
t u(tm)− Dα⃗

t u(tm)− π1,0
N (Lα⃗

t u(tm)− Dα⃗
t u(tm))∥+ ∥Dα⃗

t êN (tm)∥

. ∥rm∥1 +N−s∥Dα⃗
t u(tm)∥s

. ∥rm∥1 +N−s∥Dα⃗
t u∥L∞(Hs).

利用引理 2.3 和 2.4 可得

max
16m6k

{tα1
m ∥rm∥1} . max

16m6k

{
tα1
m

n∑
i=1

bit
−αi
m

(
max

j=1,...,m
∥ψ(αi)

j ∥1
)}

.M−min{rσ, 2−α1}.

结合 (3.8) , 由 (4.9) 可得

∥ẽkN∥ .M−min{rσ, 2−α1} +N−s.

最后, 利用三角不等式即可完成证明.

注注注 4.1 值得注意的是, 如果渐变网格参数 r 选取 r > (2− α1)/σ, 从定理 4.2 可以看出, 对全

离散格式 (4.3)–(4.4) 可以得到最优的收敛阶 O(M−(2−α1) +N−s).

注注注 4.2 需要指出的是, 通过定理 4.2 的证明过程可以看出, 对问题精确解的假设 Dα
t u ∈

L∞(0, T ;Hs(Ω)) 可以改为更弱的假设条件 ∥Dα
t u(t)∥s . t−α, 而定理的结论仍然成立.

5 时间方向的快速算法及误差估计

由于时间分数阶算子的历史依赖性, 直接利用 L1 公式离散 Caputo 分数阶导数进行计算, 其计

算量和存储量都是非常巨大的. 本节主要通过 Jiang 等 [16] 提出的指数和逼近核函数的方法, 建立时

间分数阶导数的快速算法, 从而减少数值模拟中所需的计算量和存储量.

定义如下的差分算子∇tu
k = uk − uk−1, k > 1. 令ϖβ(t) =

1
Γ(β)

tβ−1. 下面介绍指数和逼近的一

个非常重要的引理.

引引引理理理 5.1 [16] 对于给定的 α ∈ (0, 1), 容许绝对误差 ε, 截取时间长度 tτ , 以及最终时间 T , 存在

一个正整数 N
(α)
q , 一组节点 s

(α)
i > 0, 权重 w

(α)
i > 0 (i = 1, . . . , N

(α)
q ) 满足

∣∣∣∣ϖ1−α(t)−
N(α)

q∑
i=1

w
(α)
i e−s

(α)
i t

∣∣∣∣ 6 ε, ∀ t ∈ [tτ , T ],
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其中

N (α)
q = O

(
log

1

ε

(
log log

1

ε
+ log

T

tτ

)
+ log

1

tτ

(
log log

1

ε
+ log

1

tτ

))
.

对 k = 1, . . . ,M , 将 Caputo 分数阶导数Dα
t u(tk) 的积分区间 [0, tk] 分成 [tk−1, tk] 和 [0, tk−1] 两

段, 即局部部分和历史依赖部分. 对 [tk−1, tk] 部分利用线性插值逼近, 而对历史依赖部分利用 SOE

技巧逼近其核函数 (引理 5.1) 得

Dα
t u(tk) =

1

Γ(1− α)

∫ tk

tk−1

u′(ξ)

(tk − ξ)α
dξ +

1

Γ(1− α)

∫ tk−1

0

u′(ξ)

(tk − ξ)α
dξ

≈ 1

Γ(1− α)

∫ tk

tk−1

1

(tk − ξ)α
∇tu

k dξ

τk
+

N(α)
q∑

i=1

w
(α)
i

∫ tk−1

0

e−(tk−ξ)s
(α)
i u′(ξ)dξ

= d
(α)
k,k∇tu

k +

N(α)
q∑

i=1

w
(α)
i e−s

(α)
i τkH(α)

i (tk−1), k > 1,

其中

H(α)
i (tk) =

∫ tk

0

e−(tk−ξ)s
(α)
i u′(ξ)dξ, H(α)

i (t0) = 0, 1 6 i 6 N (α)
q .

为了快速计算H(α)
i (tk), 在区间 [tk−1, tk] 上采用线性插值逼近可得

H(α)
i (tk) = e−s

(α)
i τkH(α)

i (tk−1) +

∫ tk

tk−1

e−(tk−ξ)s
(α)
i u′(ξ)dξ

≈ e−s
(α)
i τkH(α)

i (tk−1) + c
(α)
k,i ∇tu

k, k > 1, 1 6 i 6 N (α)
q ,

其中系数

c
(α)
k,i =

∫ tk

tk−1

e−(tk−ξ)s
(α)
i

1

τk
dξ, k > 1, 1 6 i 6 N (α)

q .

因此我们得到时间方向快速算法 L1 格式如下:

F δαt u(tk) := d
(α)
k,k∇tu

k +

N(α)
q∑

i=1

w
(α)
i e−s

(α)
i τkH

(α)
i (tk−1), k > 1, (5.1)

其中 H
(α)
i (tk) 满足 H

(α)
i (t0) = 0 和如下的迭代公式:

H
(α)
i (tk) = e−s

(α)
i τkH

(α)
i (tk−1) + c

(α)
k,i ∇tu

k, k > 1, 1 6 i 6 N (α)
q . (5.2)

则多项时间分数阶导数的快速计算公式为

FLα⃗
t u

k :=
n∑

i=1

bFi δ
αi
t u(tk), k > 1. (5.3)

方程 (1.1)–(1.3) 时间方向的快速求解全离散逼近格式为: 求 ukN ∈ (P0
N )2, 使得

(FLα⃗
t u

k
N , vN ) + ν(∇ukN ,∇vN ) = (fk, vN ), ∀ vN ∈ (P0

N )2, k = 1, . . . ,M, (5.4)

u0N = π1,0
N u0. (5.5)

由 FLα⃗
t u 和 Lα⃗

t u 的定义及文献 [14, 引理 3.3] 的证明过程, 易得下面的结论.
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引引引理理理 5.2 假设 u(x, t) ∈ C1(0, T ], 并且对任意的 σ ∈ (0, 1)和 t ∈ (0, T ], u(l)(t)满足 |u(l)(t)| .
1 + tσ−l, l = 0, 1, 则对容许绝对误差 ε, 成立

|FLα⃗
t u(tk)− Lα⃗

t u(tk)| . tσk−1ε, k = 1, . . . ,M.

由引理 2.4 和 5.2, 利用三角不等式可以得到下面的引理.

引引引理理理 5.3 假设 u(x, t) ∈ C2(0, T ], 并且对任意的 σ ∈ (0, 1)和 t ∈ (0, T ], u(l)(t)满足 |u(l)(t)| .
1 + tσ−l, l = 0, 1, 2, 则对容许绝对误差 ε, 成立

|FLα⃗
t u(tk)− Dα⃗

t u(tk)| .
n∑

i=1

bit
−αi

k

{
max

j=1,...,k
ψ

(αi)
j

}
+ tσk−1ε, k = 1, . . . ,M.

由文献 [14, (2.13)] 和 [14, 引理 2.5], 我们可以得到与引理 2.2 类似的结论.

引引引理理理 5.4 令 ε 6 min{ 1
3
ϖ1−α(T ), αϖ2−α(T )}. 对于 {tj}Mj=0 上的任意网格函数 {V j}Mj=0, 成立

下面的估计:

|V k| 6 |V 0|+ Γ(1− α1)b
−1
1 max

j=1,...,k
{tα1

j
FLα⃗

t |V j |}, k = 1, . . . ,M.

利用引理 5.3 和 5.4, 采用与定理 4.2 相同的证明过程, 我们可以得到下面的收敛性定理.

定定定理理理 5.1 设 u(x, t) 和 {ukN}Mk=0 分别为方程 (1.1)–(1.3) 和全离散格式 (5.4)–(5.5) 的解. 假设

u(x, t) ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩Hs(Ω)) 和 Dα⃗

t u(x, t) ∈ L∞(0, T ;Hs(Ω)), 解满足正则性条件 ∥∂l
tu(t)∥1 .

1 + tσ−l, σ ∈ (0, 1), l = 0, 1, 2. 令 ε 6 min{ 1
3
ϖ1−α(T ), αϖ2−α(T )}, 则成立

∥u(tk)− ukN∥ .M−min{rσ,2−α1} +N−s + ε, k = 1, . . . ,M.

6 数值实验

本节通过两个数值例子来验证算法的精度和有效性.

例例例 6.1 在方程 (1.1)–(1.3) 中取 ν = 0.1, T = 1, n = 2, b1 = b2 = 1, 问题的精确解为

u(x, t) = (1 + tα1)(1− x21)(1− x22) exp(x1 + x2),

相应的右端源项 f(x, t) 可以得到. 显然, 该问题的解在初始时刻 t = 0 处有一定的弱奇异性, 满足

∥∂l
tu(t)∥1 . 1 + tα1−l, l = 0, 1, 2.

记误差为max16n6M ∥unN − u(tn)∥, 在这里我们采用 Gauss 积分来计算范数 ∥ · ∥. 对于不同的时
间剖分次数M1 和M2, 记收敛阶为

ln(E1/E2)
ln(M2/M1)

, 其中 Ei (i = 1, 2) 是对应剖分次数Mi 的误差.

首先, 我们验证时间方向的离散精度. 当 N 充分大时, 使得空间方向的误差不影响时间方向的

精度, 由于解在空间方向充分光滑, 所以我们选取 N = 20 进行验证. 在不同的时间剖分次数M 下,

如下的表 1–2 分别给出了当渐变网格参数 r 取 1 和 1/α1 时, 在不同时间分数阶导数值 α1 和 α2 下

的误差和收敛阶, 结果表明全离散格式 (4.3)–(4.4) 在时间方向的收敛阶为 O(M−min{rα1,2−α1}), 这

与理论分析结果相一致. 当渐变网格参数 r 选取最优的值 r = (2 − α1)/α1 时, 表 3 的数值结果表

明时间方向的收敛阶可以达到最优的结果 2 − α1, 而当渐变网格参数选取 r = 2/α1 大于最优的值
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(2 − α1)/α1 时, 表 4 的数值结果表明时间方向的收敛阶也达到最优的结果 2 − α1, 这与注 4.1 是吻

合的.

表 1 例 6.1 当 r = 1 时格式 (4.3)–(4.4) 时间方向误差及收敛阶

M α1 = 0.3, α2 = 0.2 α1 = 0.5, α2 = 0.3 α1 = 0.7, α2 = 0.4

误差 收敛阶 误差 收敛阶 误差 收敛阶

64 5.8155E−2 0.2678 3.1208E−2 0.4605 1.2261E−2 0.6598

128 4.8305E−2 0.2711 2.2680E−2 0.4666 7.7607E−3 0.6680

256 4.0029E−2 0.2742 1.6412E−2 0.4718 4.8843E−3 0.6745

512 3.3101E−2 0.2769 1.1835E−2 0.4761 3.0602E−3 0.6796

1024 2.7321E−2 0.2792 8.5083E−3 0.4796 1.9107E−3 0.6836

2048 2.2513E−2 * 6.1018E−3 * 1.1896E−3 *

表 2 例 6.1 当 r = 1/α1 时格式 (4.3)–(4.4) 时间方向误差及收敛阶

M α1 = 0.3, α2 = 0.2 α1 = 0.5, α2 = 0.3 α1 = 0.7, α2 = 0.4

误差 收敛阶 误差 收敛阶 误差 收敛阶

64 3.7536E−3 0.9764 4.3669E−3 0.9723 4.0835E−3 0.9487

128 1.9078E−3 0.9818 2.2258E−3 0.9795 2.1156E−3 0.9512

256 9.6599E−4 0.9858 1.1288E−3 0.9846 1.0942E−3 0.9634

512 4.8778E−4 0.9887 5.7047E−4 0.9860 5.6114E−4 0.9731

1024 2.4581E−4 0.9910 2.8801E−4 0.9851 2.8585E−4 0.9801

2048 1.2367E−4 * 1.4550E−4 * 1.4491E−4 *

表 3 例 6.1 当 r = (2− α1)/α1 时格式 (4.3)–(4.4) 时间方向误差及收敛阶

M α1 = 0.3, α2 = 0.2 α1 = 0.5, α2 = 0.3 α1 = 0.7, α2 = 0.4

误差 收敛阶 误差 收敛阶 误差 收敛阶

64 5.9107E−4 1.6058 1.0998E−3 1.4158 1.8553E−3 1.1860

128 1.9420E−4 1.6183 4.1221E−4 1.4350 8.1546E−4 1.2064

256 6.3253E−5 1.6286 1.5245E−4 1.4494 3.5338E−4 1.2230

512 2.0456E−5 1.6375 5.5824E−5 1.4600 1.5139E−4 1.2365

1024 6.5746E−6 1.6453 2.0292E−5 1.4680 6.4252E−5 1.2477

2048 2.1018E−6 * 7.3353E−6 * 2.7058E−5 *

表 4 例 6.1 当 r = 2/α1 时格式 (4.3)–(4.4) 时间方向误差及收敛阶

M α1 = 0.3, α2 = 0.2 α1 = 0.5, α2 = 0.3 α1 = 0.7, α2 = 0.4

误差 收敛阶 误差 收敛阶 误差 收敛阶

64 5.7450E−4 1.6450 8.7332E−4 1.5053 1.2599E−3 1.3272

128 1.8369E−4 1.6582 3.0763E−4 1.5093 5.0214E−4 1.3252

256 5.8199E−5 1.6690 1.0806E−4 1.5118 2.0041E−4 1.3223

512 1.8302E−5 1.6776 3.7895E−5 1.5131 8.0142E−5 1.3193

1024 5.7211E−6 1.6845 1.3277E−5 1.5135 3.2116E−5 1.3164

2048 1.7799E−6 * 4.6504E−6 * 1.2896E−5 *
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下面取容许误差 ε = 10−10. 在 α1 = 0.5 和 α2 = 0.3 时, 我们来比较时间方向快速算法格式

(5.4)–(5.5) 和传统 L1 格式 (4.3)–(4.4) 时间方向的误差、收敛精度及 CPU 时间. 固定空间多项式

的次数 N = 20, 渐变网格参数 r 分别取 1/α1 和 r = (2− α1)/α1 时, 我们得到在相同时间分数阶导

数值 α1 和 α2 下的运算结果. 表 5 和 6 的数值结果表明两个格式在时间方向的误差、收敛阶是完全

一样的, 而快速算法格式的 CPU 运行时间上要比传统 L1 格式大大减少, 这与理论分析的结果是一

致的.

其次, 我们来验证空间方向的收敛精度. 固定时间方向的剖分M = 10,000, 选取最优的渐变网格

参数 r = (2− α1)/α1, 我们以 α⃗ = (0.5, 0.3) 为例. 图 1 给出了全离散格式 (4.3)–(4.4) 空间方向误差

与多项式次数 N 的变化曲线, 其中纵坐标取对数坐标. 从中可以看出格式 (4.3)–(4.4) 空间方向达到

了谱精度, 这与理论分析的结果相吻合. 由于两个格式在空间方向的离散方法完全一样, 所以时间方

向的快速算法格式 (5.4)–(5.5) 在空间方向的收敛精度就不再赘述.

我们以 α⃗ = (0.5, 0.3) 为例比较时间方向的快速算法格式 (5.4)–(5.5) 和传统的 L1 格式 (4.3)–

(4.4) 的 CPU 时间, 如图 2 所示: 固定N = 20, 取 r = (2− α1)/α1, ε = 10−10. 从中可以看出快速算

法格式 (5.4)–(5.5) 的计算量与M 成线性关系, 比传统的 L1 格式 (4.3)–(4.4) 计算得更快, 所以 SOE

快速算法在降低存贮量和减少计算时间方面更加有效.

例例例 6.2 下面考虑方程 (1.1)–(1.3) 更一般的情形. 令

ν = 0.1, T = 1, n = 5, b1 = b2 = · · · = b5 = 1.

表 5 例 6.1 当 r = 1/α1 时比较两个格式时间方向误差、收敛阶及 CPU 时间

M 格式 (4.3)–(4.4) 格式 (5.4)–(5.5)

误差 收敛阶 误差 收敛阶

64 4.3669E−3 0.9723 4.3669E−3 0.9723

128 2.2258E−3 0.9795 2.2258E−3 0.9795

256 1.1288E−3 0.9846 1.1288E−3 0.9846

512 5.7047E−4 0.9860 5.7047E−4 0.9860

1024 2.8801E−4 0.9851 2.8801E−4 0.9851

2048 1.4550E−4 * 1.4550E−4 *

CPU (s) 196 12

表 6 例 6.1 当 r = (2−α1)/α1 时比较两个格式时间方向误差、收敛阶及 CPU 时间

M 格式 (4.3)–(4.4) 格式 (5.4)–(5.5)

误差 收敛阶 误差 收敛阶

64 1.0998E−3 1.4158 1.0998E−3 1.4158

128 4.1221E−4 1.4350 4.1221E−4 1.4350

256 1.5245E−4 1.4494 1.5245E−4 1.4494

512 5.5824E−5 1.4600 5.5824E−5 1.4600

1024 2.0292E−5 1.4680 2.0292E−5 1.4680

2048 7.3353E−6 * 7.3353E−6 *

CPU (s) 364 14
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图 1 (网络版彩图) 例 6.1 当 α1 = 0.5, α2 = 0.3 时格式 (4.3)–(4.4) 的空间方向误差
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图 2 (网络版彩图) 例 6.1 快速算法格式 (5.4)–(5.5) 和 L1 格式 (4.3)–(4.4) 的 CPU 时间的比较

问题的精确解为

u(x, t) = (1 + tα1)(1− x21)(1− x22) exp(x1 + x2).

相应的右端项和初边值条件可以由精确解确定下来.

我们仅验证时间方向的离散精度. 同样选取空间的剖分 N = 20 充分大, 使得空间方向的误差不

影响时间方向的误差. 当渐变网格参数 r 选取最优的值 r = (2− α1)/α1 时, 在不同的时间分数阶导

数值 α⃗ = (α1, α2, α3, α4, α5) 下, 随着时间剖分的增加, 表 7 的数值结果表明时间方向的收敛阶可以

达到最优的 2− α1 阶, 这与理论分析结果相一致.
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表 7 例 6.2 当 r = (2− α1)/α1 时格式 (4.3)–((4.4)) 时间方向误差及收敛阶

M α⃗ 误差 收敛阶 α⃗ 误差 收敛阶 α⃗ 误差 收敛阶

10 α1 = 0.3 9.18E−3 1.52 α1 = 0.5 1.13E−2 1.30 α1 = 0.7 1.33E−2 1.16

20 α2 = 0.25 3.20E−3 1.56 α2 = 0.4 4.56E−3 1.34 α2 = 0.6 5.98E−3 1.18

40 α3 = 0.2 1.09E−3 1.58 α3 = 0.3 1.81E−3 1.38 α3 = 0.5 2.65E−3 1.19

80 α4 = 0.15 3.64E−4 1.60 α4 = 0.2 6.96E−4 1.40 α4 = 0.4 1.16E−3 1.20

160 α5 = 0.1 1.20E−4 1.61 α5 = 0.1 2.64E−4 1.42 α5 = 0.3 5.05E−4 1.21

320 3.92E−5 * 9.84E−5 * 2.18E−4 *
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Error analysis of a fully discrete scheme for a multi-term
time fractional diffusion equation with initial singularity

Jincheng Ren, Hu Chen, Jiwei Zhang & Zhimin Zhang

Abstract In this paper, a fully discrete scheme for a multi-term time fractional diffusion equation with initial

singularity is considered. First, we construct a semi-discrete scheme by using the L1 scheme on a graded mesh for

the multi-term Caputo-type time fractional derivatives. It is shown that with appropriate choice of the grading

parameter r, the method has the optimal 2 − α1 order convergence, where α1 ∈ (0, 1) is the highest fractional

derivative order in the multi-term time fractional derivatives. Then we design a fully discrete scheme by combining

the spectral method for the spatial discretization. Convergence and unconditional stability are proved rigorously.

In order to reduce the storage requirement and computational cost, a fast evaluation scheme for the time fractional

derivatives is applied. Numerical tests confirm that our error analysis is sharp and the fast algorithm improves

the computational efficiency significantly.

Keywords multi-term time fractional diffusion equation, weak singularity, L1 scheme, graded mesh, con-

vergence
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