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摘要: 在医学图像三维表面建模中, 会产生大量的三角面, 难以在普通 PC 机上进行实时渲染 .为了解决这个问题,本文

作者提出一种改进的基于二次误差测度的网格简化算法. 通过对顶点进行分类,在简化过程中更好地保持了模型的细节

特征,同时考虑了网格中三角面的分布情况, 减小了几何误差. 结果表明 ,算法既保持了原算法快速的优点,又满足了医

学图像处理对逼真度和网格质量的较高要求.
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� � 在医学手术仿真系统中,需要把采集到的各类医

学图像进行三维重建得到三角网格模型, 并允许医生

完成一些交互性的操作. 但是医学图像的数据量很大,

用移动立方体( Marching Cubes, MC)等算法进行三维

重建产生的三角面数量之多甚至达到百万级,超过了

一般计算机的实时显示能力. 此外,进行切割模型等交

互性操作时,需要对三角面进行碰撞检测及形变处理,

但即便是工作站也难以负荷上百万三角面的相关计

算.因此, 有必要对重建所得的三角网格进行简化.

1 � 网格简化算法

现有的网格简化策略
[ 1]
中, 几何元素删除法应用

最为广泛,它包括顶点删除法、三角形折叠法、边折叠

法等.其中,前两种方法需要对产生的空洞重新三角

化,处理比较费时. 相比之下,边折叠法只需将相连的

两个顶点合并到一个新顶点上, 并延续原有的拓扑关

系,效率大大提高,而且鲁棒性更好.

边折叠法是Hoppe[ 2]在 1993年提出来的,其关键

是确定边折叠的次序和折叠后新顶点的位置, Hoppe

使用能量函数作为误差测度得到了很好的简化效果,

但由于考虑了全局信息, 计算量太大. Garland[ 3] 于

1997年提出基于二次误差测度( Quadric Error Met�
r ic)的边折叠简化算法(简称 QEM 算法) ,他以顶点到

相关三角平面距离的平方和作为误差测度, 算法速度

快,而且能生成高质量的简化模型.但是 QEM 算法的

误差测度标准过于单一, 有时模型表面的细节特征会

发生变形甚至丢失, 本文对此提出了一些改进.

2 � QEM算法

2. 1 � 边折叠操作
如图 1所示,边折叠操作是将一条满足条件的边

( v 1 , v 2)简化为一个顶点 v ,通常一次边折叠可以减少

1个顶点、2个三角形、3条边.

� 图 1 � 边折叠操作

� F ig . 1 � Edge co llapse

2. 2 � 二次误差测度
为了达到较好的简化效果, 需要评价边折叠前后

产生的模型误差情况,即折叠代价.通过每次取出代价

最小的边进行折叠, 有助于减少模型简化过程中产生

的误差. Garland [ 3]使用边折叠操作生成的新顶点到相

关三角面距离的平方和作为误差度量.

在三维空间中, 一个三角平面可以用平面方程 ax
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为点 v 1 的二次误差测度矩阵,其中 planes ( v 1 ) 为所有

包含顶点 v 1 的三角面的集合.

根据 Garland的定义,由式(1) 可得折叠代价:
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但在实际应用中, 为了减少储存空间并加快计算

速度,折叠代价 �v 通常使用
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来进行估算,即:

�v = v
T
(Q( v 1) + Q( v 2 ) ) v,

新顶点 v 的二次误差测度矩阵由 v 1、v 2 的二次误差测

度矩阵线性相加得到. 这样就能快速计算出折叠所影

响到的边的误差代价,并进行相关的更新操作.

2. 3 � 新顶点的位置
点 v 位置的选取对折叠代价的计算也有很大的影

响,容易想到应计算使折叠代价最小化的点 v 坐标.由

式(2)、(3) 可知 Q( v) 是对称矩阵, 再仿照式(2) 的划

分方式,可得:

�v = v
T
Q( v ) v = v

T
A v + 2BT

v + C (4)

对上式求偏导数并令其为 0,得 v = - A
- 1
B .即当

A 可逆时, 点 v 坐标取- A
- 1
B,使得折叠代价最小化,

若 A 不可逆, 则在 v 1、v 2 中取折叠代价相对较小的点.

3 � 算法改进

QEM 算法虽然有效, 但其误差测度标准过于单

一,仅仅考虑新顶点与相关三角面的距离平方和. 由式

( 2) ~ ( 4) 可知 �v 是实二次型,再由 �v 的定义得 �v

∀ 0, 因此 �v 是半正定二次型, 二次误差测度矩阵

Q( v ) 是实对称的半正定矩阵. 这样, 所有误差为 �的

点构成的等值面 �v = �是一个椭圆曲面(也可能退化

成圆柱面或者两个平行平面) ,其形状与模型表面在该

局部区域的曲率相关.若为薄饼状,则该处表面较为平

滑;若为细长形,则该处曲率较大, 且主要是在扁平方

向上的法向量变化较快; 若近似球形, 则该处曲率大,

且法向量沿各个方向的变化都较快. 这样可以在一定

程度上保证边折叠操作主要往曲率较小的方向进行,

但它并没有对模型表面的细节特征进行识别. 因此当

细节特征发生在曲率较小的方向时, 如果毫无区分地

加以折叠,多次操作之后,可能导致细节特征出现形变

或丢失,这在医学模型中可能涉及一些重要组织或病

变区域,必须尽量避免.

3. 1 � 顶点分类
为了保持细节特征, 我们需要先对其进行识别.

Hoppe[ 4] 等将模型的细节特征分为: # 折痕, 两个三

角面相交形成的尖锐边; ∃ 角点, 3条或 3条以上折痕

的交点; % 尖刺, 模型表面内部折痕的终止点. 在此基
础上,我们增加一些定义和新的策略.

1) 首先,将所有的顶点划分为独立点、简单点、边

界点和复杂点.

独立点: 没有相邻三角面的点, 对模型没有贡献,

不参与边折叠, 可以直接删除.

简单点:被包围在一个闭合的环中,且每条和该顶

点相连的边都恰好被两个三角形共用.

边界点:当一条边只有一个相邻三角面时,则该边

的两个顶点都为边界点.

复杂点:除独立点、简单点和边界点之外的其它顶

点.

2) 再从简单点中进一步划分出尖刺点、公共尖刺

点和角点.

当一条边恰好有两个相邻三角面(设夹角为  )

时, 我们计算它们的单位法向量并进行点乘, 即得

cos(!-  ) . 实践中,当 cos(!-  ) < - 0. 1时, 我们判断

此边为折痕.

对所有边进行遍历, 当发现某条边为折痕时, 对其

两个端点设定标记. 若之前顶点标记为简单点,则重新

标记为尖刺点; 若之前标记为尖刺点,则重新标记为公

共尖刺点;若之前标记为公共尖刺点,则重新标记为角

点.

3. 2 � 基于顶点分类的边折叠
将细节特征通过顶点分类进行识别之后, 需要针

对各种细节特征的特点调整相关边的折叠策略, 以更

好地在简化过程中将其保留下来. 为了节约空间和增
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加灵活性,我们并没有设置边的类型,而是直接根据边

的两个顶点的分类来判断.

首先,当边的两个顶点中有一个为公共尖刺点或

角点时,为了保持折痕的特征,我们仅在该边的连线上

寻找使折叠代价 �v 最小化的点.接着, 我们为角点、公

共尖刺点和复杂点各分配一个权值以降低其相连边的

折叠优先权.其中,角点的特征最为突出,应尽量保留,

实践中使用 int类型的最大表示值作为其权值.公共尖

刺点和复杂点经多次试验,权值分别取为 1. 8和 3. 2.

这样,边的初始权值为 1. 0, 每当有一个顶点为角点、

公共尖刺点或复杂点时, 就把相应的权值累加上去,得

到的权值再与之前计算出的边折叠代价相乘作为新的

折叠代价.

但注意到公共尖刺点应避免往非折痕方向的折

叠,因此当边的一个顶点为公共尖刺点,另一个顶点为

简单点时,要另外增加其权值以使这类折叠的优先权

降低,实践中取公共尖刺点权值的 2倍作为附加权值.

至于边界点,在我们需要处理的医学模型中是相

对较少的. 而 Garland
[ 3]
提出的方法已经可以得到相

当不错的效果, 即通过边界边作一个垂直于边界三角

形的平面,在计算边界点的误差矩阵时,将其考虑在内

并赋予一个较大的系数 k.实践中我们设置 k为1 024.

对于边折叠生成的新顶点, 我们由高到低定义如

下优先级:角点、边界点、复杂点、公共尖刺点、尖刺点、

简单点.当发生边折叠时,取该边两个顶点中优先级较

高的类别来对新顶点进行分类设置,该方法简单快速,

且有利于细节特征的继续保持.

3. 3 � 网格分布的调整
注意到对于大多数模型来说, 涉及细节特征的区

域往往只占整个模型的小部分, 模型的大部分区域都

比较平坦.前面的方法虽然保持了模型的细节特征,但

也会使简化得到的网格花费过多的三角面来描述细节

集中的区域,从而其它区域的三角面较为稀疏,整体上

可能导致体积等几何误差增大, 这将影响医学模型在

实际应用中的各种相关测算.

为了缓解这种情况, 需要对简化模型中三角面的

分布进行调整. 我们希望在细节集中的区域仍然保留

用来描述细节特征的三角面, 但对该区域的其它三角

面加强简化力度,以节省出一些三角面来描述细节较

少但对体积等几何误差影响较大的其它区域. 前面

Garland使用边折叠操作生成的新顶点到相关三角面

距离的平方和作为误差度量, 这里我们使用相关三角

面的面积平均值作为局部区域三角面密集程度的度

量.

设点 v 1、v 2的相关三角面面积和分别为 S1、S 2 ,个

数分别为 n1、n2 , 则新顶点 v的相关三角面面积平均值

可近似为( S1 + S2) / ( n1 + n2) ,类似二次误差测度矩阵

的累加方法,我们只要设置点 v 的相关面积和为S 1 +

S2 ,个数为 n1 + n2 ,就可以随时计算出面积平均值.

我们把边折叠相关三角面的面积平均值与原折叠

代价相乘作为最终的折叠代价, 这样原来三角面较密

集的局部区域进行边折叠的优先级将有所提高, 可以

改善简化模型中三角面的分布情况.

4 � 算法描述

4. 1 � 算法步骤
1) 读入模型数据并对顶点进行分类.

2) 计算出每个顶点的二次误差测度矩阵 Q、相邻

三角面的面积和S及个数n. 我们先清空各顶点的Q和

S,接着对每个三角形 f i 计算其二次误差测度矩阵Q i

和面积S i , 并在其三个顶点的Q及S 中分别加入Q i 和

S i ,遍历所有三角形之后即完成了 Q和S 的初始化,而

n可以从数据结构中直接得到.

3) 计算每一条边的折叠代价: 先按顶点的分类选

择新顶点的位置, 确定其权值 Weig ht , 计算二次误差

折叠代价 QEMv alue , 再得到相关三角面面积平均值

Sa, 则最终折叠代价 Value = QEMv alue ∋ Weight ∋

Sa. 将所有的边按折叠代价放入优先队列中.

4) 从优先队列里取出折叠代价最小的边完成边

折叠的操作,重新计算该过程中受影响的边的折叠代

价并更新其在优先队列中的位置.

5) 若达到简化要求或优先队列为空,转 6) , 否则

转 4) .

6) 删除不存在邻接三角面的独立点, 输出简化模

型,结束.

4. 2 � 算法复杂度
QEM 算法已经由 Gar land[ 3] 证明其初始化及执

行的时间复杂度均为 ∀ ( nlo gn) , 空间复杂度为 ∀ ( n) .

而我们的方法中,主要是增加了顶点分类和面积平均

值的计算.顶点分类是通过分析顶点的邻接三角面信

息来进行的:独立点没有邻接三角面;简单点的邻接三

角面构成一个闭合面; 两个相邻点若只有一个公共邻

接三角面则为边界点; 两个相邻点若恰有两个公共邻

接三角面且其夹角  满足 co s(!-  ) < - 0. 1时, 以累

计的方法设置顶点的类型;其余为复杂点.这些都可以

视为常数时间的操作, 因此顶点分类总的时间复杂度

为 ∀ ( n) . 在初始化过程中, 一个三角形的面积计算及

在边折叠的过程中新顶点的相关三角面面积平均值计

算都可以在常数时间内完成, 这样,所有与面积平均值
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� 图 2� 足部模型对比

� Fig . 2 � Comparison o f foo t(s models

相关的计算的时间复杂度也为 ∀ ( n) . 同时, 为了存储

每个顶点的类型、相关三角面的面积和及个数,需要增

加三个字段,即新增的空间复杂度为 ∀ ( n) . 综上所述,

改进后的算法的时间复杂度和空间复杂度均不变, 分

别为 ∀ ( nlogn) 和 ∀ ( n) .

5 � 实验结果与分析

� � � � � 图 3� 肝脏模型对比

� Fig . 3 � Comparison o f liver(s models

� � � � � 图 4� 不同分辨率的肝脏模型

� Fig . 4 � The liver models in different resolution

� � 本算法已经在 Visual C + + . NET 下实现, 并用

OpenGL 完成图形的绘制. 图 2中给出的是 Skeletal

fo ot模型的简化,原模型包括 2 154个顶点和4 204个

三角面, 其中有 1 960个简单点、126 个尖刺点、62个

公共尖刺点和 6个角点, 简化模型均为 500个三角面.

可以看到,在 QEM 的简化模型中,中间三个脚趾处基

本是藕断丝连, 而我们通过对顶尖进行分类加权, 对这

些细节特征做了更好的保留.

图 3是本实验室采集的肝脏模型, 原模型图 3( a)

中包括 199 747 个顶点和 400 954个三角面, 其中有

189 754个简单点、2 458 个复杂点、4 976 个尖刺点、

2 184个公共尖刺点和 141个角点,此外还包括 234个

独立点. 简化模型图 3( b)、( c)均已简化到原模型的

0. 5% ,仅包含 2 004个三角面.其中( b)只考虑细节特

征保持,而( c)还加入了网格分布的调整策略.可以看

出, ( c)相对于( b)来说网格分布更为均匀.

图 4中给出的是不同分辨率的简化结果,可以看

到,即使三角面数目简化到 1% ,仍然可以很好地保持

原模型的形状.

在 P4 2. 4 GHz,内存为 1 GB 的系统下运行该简

化程序,将肝脏模型的三角面数目从 400 954简化到

4 010所花的时间为 16. 28 s,其中包括读取模型信息

时间 3. 41 s、初始化时间 3. 22 s、边折叠时间 9. 34 s、

模型输出时间 0. 31 s. 可见本算法依然保持很快的简

化速度.
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6 � 结 � 论

本文在二次误差测度方法的基础上通过对顶点进

行分类加权,较好地实现了网格简化过程中细节特征

的保持,同时为了克服该方法引起的局部区域三角面

过于密集的问题,加入相关三角面面积平均值作为网

格调整依据,取得了不错的效果.本算法不但适用于医

学图像处理,也具有一定的通用性.通过记录简化过程

中的相关信息, 将来还可以用于构造层次细节模型

( LOD) .
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A New Mesh Simplification Algorithm Based on Quadric Error Metrics

WU Wei�li, WANG Bo�liang* , HUANG Shao�hui
( Depart ment o f Computer Science, Xiamen Univ ersity , Xiamen 361005, China)

Abstract: During 3D medical image reconstruction, many tr iang les w ere produced, w hich w ere beyond the r endering capabilit y o f
common PC. In o rder to so lve the problem, this paper put fo rw ard an improved mesh sim plification alg or ithm based on quadr ic err or

met rics. T he algo rithm, by classify ing the vertices, preserv ed the specific featur es of t he model during the pro cess o f simplification.

Meanw hile, how triang les w ere distr ibuted in the mesh w as also taken into consider ation and thus r educed geomet ric erro r. It has been

proved that the new alg or ithm no t only maintains high efficiency of the or ig inal alg or ithm, but also meets higher requir ements of med�

ical image processing in terms o f fidelity and mesh qua lity .

Key words: mesh sim plification; edge collapse; quadr ic err or metrics
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