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摘要 一个正则控制 Hamilton (regular controlled Hamiltonian, RCH) 系统是一个具有外力和控制的

Hamilton 系统, 在外力和控制作用下, 一般来讲, 这个 RCH 系统不是 Hamilton 系统. 然而, 它是一个

与 Hamilton 系统密切相关的动力系统, 我们可以在 Hamilton 系统的研究中, 通过对外力和控制扩展

的方法研究这种 RCH 系统. 本文从具有对称的 Hamilton 系统的 Marsden-Weinstein 辛约化完备性和

系统相空间几何结构变化出发, 简要介绍了最近几年控制 Hamilton 系统约化理论及其应用研究工作

的研究进展情况.
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1 引言

对称性是自然界中的一个普遍的现象, 它在数学、物理和力学的研究中有着广泛的应用. 具有对

称性的力学系统的约化理论起源于 Euler、Lagrange、Hamilton、Jacobi、Routh、Liouville 和 Poincaré

等著名数学家的经典工作, 而其在辛流形和等变动量映射这一背景下的现代几何表述, 是四十年前由

著名数学家 Marsden 和 Weinstein 建立的, 参见文献 [1] 或 [2]. 约化理论的主要目标是利用守恒律和

相关的对称性来减少描述一个力学系统所需的维数. 因此, 约化理论被视为简化和研究具体的力学系

统的一个非常有效的工具. 约化虽然是一个很一般的过程, 但它可以适用于任意对称动力系统. 特别

地, 对于守恒的系统, 当对称性是由一个动量映射导出时, Marsden-Weinstein 约化理论就更显出它的

威力.

四十年来, 围绕 Marsden-Weinstein 辛约化方法, 在数学、物理和力学的理论研究和各种应用中

都有巨大的发展, 获得了大量的深刻漂亮的结果. 在理论方面, 通过对约化 Hamilton 系统相空间的几

何和拓扑结构的精细分析, 我们已建立了辛流形上对称 Hamilton 系统的正则点约化和正则轨道约化,
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奇异点约化和奇异轨道约化, 优化约化和 Hamilton 系统分阶段约化, 非完整约化, 和 Poisson 流形上

对称 Hamilton 系统的优化点约化, 优化轨道约化和正则 Poisson 约化, 奇异 Poisson 约化, 以及利用

变分原理给出的 Lagrange 约化, 非完整的 Lagrange 约化等. 参见 Abraham 等 [1, 3], Arnold [4], Bates

和 Śniatycki [5], Bloch [6], Bloch 等 [7], Cendra 等 [8], Libermann 和 Marle [9], Marsden [10], Marsden

等 [11, 12], Marsden和 Ratiu [13], Meyer [14], Ortega和 Ratiu [15]. 在应用方面, 将系统的各种约化理论应

用于经典场论, 规范场论, 相对论引力理论, 可积与不可积的 Hamilton 系统的稳定性分析、分岔和混

沌的理论研究和数值分析, 天体力学, 流体力学, 等离子物理, 以及卫星和飞船系统的飞行轨道设计和

控制等. 参见 Bloch 等 [16], Chenciner 和 Montgomery [17], Holm 等 [18], Koon 和 Marsden [19], Leonard

和 Marsden [20], Marsden 等 [12], Marsden 和 Ross [21], Marsden 和 Scheurle [22], Nijmeijer 和 Van der

Schaft [23], Van der Schaft [24].

正是这些重要的发展, 使得 Marsden-Weinstein 约化理论及其应用已经成为现代分析力学和应用

数学研究中最活跃的研究课题之一,并且形成了当前一个重要的研究领域—几何力学,它是微分几何、

力学和现代控制理论的一个交叉研究课题.因此,几何力学的研究汇聚了诸如微分几何、力学和非线性

控制理论等一些不同研究领域的重要的思想方法,特别关注建立在微分流形和纤维丛之上的力学非线

性 (控制) 系统的几何约化理论、稳定性分析和非线性控制等的综合研究. 而且, 这些研究首先从系统

相空间的几何结构的分析和系统的运动方程的几何刻画入手, 对于系统的分析和设计是很有帮助的.

随着几何力学理论的深入发展, 人们开始关注具有控制的 Hamilton 系统的研究. 这类系统的研

究有双重含义, 其一, 它是一类特殊的非线性控制系统, 可通过使用反馈控制和最优控制的方法来研

究它; 其二, 它也是一类特殊的力学系统, 我们可以综合使用动力系统的分析理论及 Hamilton 系统和

Lagrange 系统的约化理论来研究它. 因此, 具有控制的 Hamilton 系统的研究介于经典的力学研究与

现代非线性几何控制理论研究之间, 是非常重要和有意义的研究课题.

我们知道, 在力学中, Hamilton 系统的相空间通常是一个位移流形的余切丛. 但是, 在文献 [25]

中,我们发现余切丛上定义的对称 Hamilton系统在 Marsden-Weinstein约化下的系统可以不是余切丛

上的 Hamilton 系统, 也就是说, 余切丛上对称 Hamilton 系统的集合, 在 Marsden-Weinstein 约化下是

不完备的. 因而, 在余切丛上具有控制的对称 Hamilton 系统, 在 Marsden-Weinstein 约化下的系统就

可能不能定义了. 这是一个严重的问题. 以前, 在具有对称的力学系统和控制系统研究中, 求商系统的

方法都出现了问题.因为对称群的结构、相空间的结构、以及对称群在系统相空间上的不同作用,可以

使商系统不存在. 而且, 这种对称 Hamilton 系统的约化不完备性问题, 使得我们必须对约化后系统的

相空间的几何和拓扑结构给出精确的刻画. 因此, 如何通过对系统的相空间的几何和拓扑结构进行精

细分析,建立和发展控制 Hamilton系统的各种约化理论变成我们开始研究的重要课题.本文从具有对

称的 Hamilton系统的 Marsden-Weinstein辛约化完备性和系统相空间几何结构变化出发,简要介绍了

最近几年控制 Hamilton 系统约化理论及其应用研究工作的研究进展情况.

2 余切丛上的 Marsden-Weinstein 约化

首先,我们给出一个光滑流形的余切丛上对称 Hamilton系统的 Marsden-Weinstein辛约化空间的

分类, 参见文献 [11,26]. 设 Q 是一个光滑流形, TQ 是它的切丛, T ∗Q 是它的具有典则辛形式 ω0 的余

切丛. 假设 Lie 群 G 在流形 Q 上光滑的左作用为 Φ : G × Q → Q, 并且, 该作用在 T ∗Q 上的余切提

升为 ΦT∗
: G× T ∗Q → T ∗Q, 其由下式给出:
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g · αq = (TΦg−1)∗ · αq, ∀αq ∈ T ∗
q Q, q ∈ Q.

我们知道, 任何恰当的 (或自由的) G- 作用的余切提升也是恰当的 (或自由的). 假设该余切提升作用

关于典则辛形式 ω0 是辛的, 并且具有一个 Ad∗- 等变的动量映射 J : T ∗Q → g∗, 其由下式给出:

⟨J(αq), ξ⟩ = αq(ξQ(q)),

其中 ξ ∈ g, ξQ(q) 是 G- 作用的无穷小生成子 ξQ 在点 q ∈ Q 处的取值, ⟨, ⟩ : g∗ × g → R 是 Lie 代数 g

与它的对偶 g∗ 之间的配对. 假设 µ ∈ g∗ 是动量映射 J的一个正则值,并且 Gµ = {g ∈ G | Ad∗g µ = µ}
是余伴随 G- 作用在 µ 点的迷向子群. 由于 Gµ 也是自由并且恰当地作用在 J−1(µ) ⊂ T ∗Q 上, 所以,

空间 (T ∗Q)µ = J−1(µ)/Gµ 是一个辛流形, 并具有辛形式 ωµ, 由下列关系唯一确定:

π∗
µωµ = i∗µω, (2.1)

其中, 映射 iµ : J−1(µ) → T ∗Q 是包含映射, πµ : J−1(µ) → (T ∗Q)µ 是投影映射, ((T ∗Q)µ, ωµ) 称为

Marsden-Weinstein 辛约化空间.

下面进一步给出余切丛 T ∗Q 的辛约化空间的几何结构的精确分析. 从文献 [11, 26] 可知, 余切丛

T ∗Q 的辛约化空间的分类如下:

(1) 如果 µ = 0, 那么余切丛 T ∗Q 在 µ = 0 的辛约化空间由下式给出:

((T ∗Q)µ, ωµ) = (T ∗(Q/G), ω0),

其中, ω0 是约化余切丛 T ∗(Q/G)的典则辛形式. 因此,辛约化空间 ((T ∗Q)µ, ωµ)在 µ = 0处是一个辛

向量丛;

(2)如果 µ ̸= 0,并且 Lie群 G是可交换的,那么 Gµ = G,在这种情形下,辛约化空间 ((T ∗Q)µ, ωµ)

辛微分同胚于辛向量丛 (T ∗(Q/G), ω0 −Bµ), 其中 Bµ 是一个磁力项;

(3) 如果 µ ̸= 0, 并且 Lie 群 G 不是可交换的, Gµ ̸= G, 在这种情形下, 辛约化空间 ((T ∗Q)µ, ωµ)

辛微分同胚于 T ∗(Q/Gµ) 上的辛纤维丛, 其纤维是余伴随轨道 Oµ, 参见文献 [26], 以及文献 [11] 中丛

版本的余切丛约化定理.

总之, 从上述讨论我们知道, 一个余切丛的 Marsden-Weinstein 辛约化空间可以不是一个余切丛.

这样, 定义在余切丛 T ∗Q 上的一个对称 Hamilton 系统的 Marsden-Weinstein 约化系统可以不是一个

余切丛上的 Hamilton 系统, 也就是说, 余切丛 T ∗Q 上定义的对称 Hamilton 系统的集合在 Marsden-

Weinstein 约化下不是完备的.

3 控制 Hamilton 系统和 RCH- 等价性

为了统一地处理 CH (controlled Hamiltonian) 系统和 Marsden-Weinstein 约化了的 CH 系统, 我

们必须给 CH 系统一个恰当的定义. 在文献 [25] 中, 我们的想法是, 首先在 T ∗Q 上利用辛形式定义一

个 CH 系统, 并且这样的系统称为一个正则控制 Hamilton (RCH) 系统, 然后, 将 T ∗Q 上的 Hamilton

系统看作一个没有外力和控制的 RCH 系统的特殊情形. 这样, T ∗Q 上 Hamilton 系统的集合是 T ∗Q

上 RCH 系统的集合的子集合. 另一方面, 由于余切丛上的辛约化空间在 Marsden-Weinstein 约化下不

是完备的, 并且余切丛 T ∗Q 上定义的对称 Hamilton 系统的辛约化系统也可以不是一个余切丛上的

Hamilton 系统. 因此, 我们不能在余切丛 T ∗Q 上直接定义 RCH 系统. 然而, 从 T ∗Q 的辛约化空间分
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类, 我们知道, Marsden-Weinstein 辛约化空间 ((T ∗Q)µ, ωµ) 辛微分同胚于 T ∗(Q/Gµ) 上的一个辛纤维

丛,并且具有纤维是余伴随轨道 Oµ. 这样,如果在一个辛纤维丛上定义 RCH系统,那么可以统一刻画

T ∗Q 上的 RCH 系统和相应约化空间上的正则点约化了的 RCH 系统, 并且可以研究对称 RCH 系统

的正则约化理论, 作为对称 Hamilton 系统辛约化理论在正则控制 Hamilton 等价条件下的一种扩展.

这就是为什么 Marsden 等 [25] 从 Marsden-Weinstein 辛约化完备性的观点出发, 利用动量映射和相应

的约化辛形式, 在辛纤维丛上建立对称 RCH 系统正则约化理论的原因.

设 (E,M,N, π,G) 是一个纤维丛, 并且 (E,ωE) 是一个辛纤维丛. 如果函数 H : E → R 有一个
Hamilton 向量场 XH , 其由方程 iXHωE = dH 确定, 那么, (E,ωE ,H) 是一个 Hamilton 系统. 进一步,

如果考虑到外力和控制,那么,我们可以定义辛纤维丛 (E,ωE)上一种正则控制 Hamilton (RCH)系统

如下:

定义 3.1 (RCH 系统) 辛纤维丛 (E,ωE) 上一个 RCH 系统是一个五元组 (E,ωE ,H, F,W ), 其

中, (E,ωE ,H) 是一个 Hamilton 系统, H : E → R 称为 Hamilton 函数, 保纤维映射 F : E → E 称为

外力映射, E 的纤维子流形 W 称为控制子集.

有时, W 也表示从 E 到 W 的保纤维映射的集合. 当反馈控制律 u : E → W 选定时, 五元组

(E,ωE , H, F, u)表示一个闭环动力系统.特别地,当 Q是一个光滑流形, T ∗Q是它的具有辛形式 ω (不

必是典则的) 的余切丛, 那么 (T ∗Q,ω) 是一个辛向量丛. 如果取 (E,ωE) = (T ∗Q,ω), 那么从上述定义

可以得到余切丛 T ∗Q 上一个 RCH 系统, 即五元组 (T ∗Q,ω,H, F,W ). 为了方便起见, 假设本文中出

现的所有控制都是允许控制.

为刻画一个 RCH系统的动力,利用一个向量沿着一个纤维垂直提升映射的记号,我们将给出这个

RCH系统的动力向量场一个好的表达式,参见文献 [25]. 对于一个给定的 RCH系统 (T ∗Q,ω,H, F,W ),

相应的 Hamilton系统 (T ∗Q,ω,H)的动力向量场 XH 满足 Hamilton方程 iXH
ω = dH. 如果考虑到保

纤维的外力映射 F : T ∗Q → T ∗Q, 利用一个向量沿着一个纤维垂直提升映射的记号, 在 F 作用下 XH

的改变量为

vlift(F )XH(αx) = vlift((TFXH)(F (αx)), αx) = (TFXH)vγ(αx),

其中

αx ∈ T ∗
xQ, x ∈ Q,

并且, 测地线 γ 是 T ∗
xQ 中连接点 Fx(αx) 和 αx 的直线. 同样, 当反馈控制律 u : T ∗Q → W 选定, 在 u

作用下 XH 的改变量为

vlift(u)XH(αx) = vlift((TuXH)(F (αx)), αx) = (TuXH)vγ(αx).

这样, 我们可以给出这个 RCH 系统的动力向量场一个好的表达式如下:

定理 3.2 具有控制律 u ∈ W 的 RCH 系统 (T ∗Q,ω,H, F,W ) 的动力向量场是 Hamilton 向量

场 XH 与它在外力 F 和控制 u 作用下的改变量的综合, 即

X(T∗Q,ω,H,F,u)(αx) = XH(αx) + vlift(F )XH(αx) + vlift(u)XH(αx),

其中, αx ∈ T ∗
xQ, x ∈ Q. 为了方便起见, 上式简写为

X(T∗Q,ω,H,F,u) = XH + vlift(F ) + vlift(u). (3.1)

我们也可以表示

vlift(W ) =
∪

{vlift(u)XH | u ∈ W}.
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从一个 RCH 系统的动力向量场的表达式 (3.1) 可知, 在外力 F 和控制 u 作用下, 一般来讲, 这个

动力向量场不是 Hamilton的,因此,这个 RCH系统也不是 Hamilton系统.然而,它是一个与 Hamilton

系统密切相关的动力系统, 我们可以在 Hamilton 系统的研究中, 通过对外力和控制扩展的方法研究

这种 RCH 系统. 另一方面, 注意到, 当一个 RCH 系统给定时, 外力映射 F 是确定的, 但是, 反馈控制

律 u : T ∗Q → W 是可以选择的. 为了在 RCH 系统研究中显示强调外力和控制的影响, 利用 RCH 系

统的动力向量场的好的表达式, 我们可以刻画反馈控制律如何修正 RCH 系统的结构, 给出正则控制

Hamilton (RCH) 等价性如下:

定义 3.3 (RCH- 等价性) 假设给定两个 RCH 系统 (T ∗Qi, ωi,Hi, Fi,Wi), i = 1, 2, 称它们是

RCH- 等价的, 简记为

(T ∗Q1, ω1,H1, F1,W1)
RCH∼ (T ∗Q2, ω2,H2, F2,W2),

如果存在一个微分同胚 φ : Q1 → Q2, 使得下列控制 Hamilton 匹配条件成立:

(1) RCH-1: φ 的余切提升映射, 即 φ∗ = T ∗φ : T ∗Q2 → T ∗Q1 是辛的, 并且, W1 = φ∗(W2);

(2) RCH-2: Im[XH1 +vlift(F1)− Tφ∗(XH2)− vlift(φ∗F2φ∗)] ⊂ vlift(W1),其中, 映射 φ∗ = (φ−1)∗ :

T ∗Q1 → T ∗Q2, 并且 Tφ∗ : TT ∗Q2 → TT ∗Q1, Im 表示括号中映射的逐点的像.

进一步, 下面定理解释了上述 RCH- 等价性关系的意义, 其证明可参见文献 [25].

定理 3.4 假设两个 RCH 系统 (T ∗Qi, ωi, Hi, Fi,Wi) (i = 1, 2) 是 RCH- 等价的, 那么存在两个

控制律 ui : T
∗Qi → Wi, i = 1, 2, 使得两个闭环动力系统有相同的运动方程, 即

X(T∗Q1,ω1,H1,F1,u1) · φ
∗ = T (φ∗)X(T∗Q2,ω2,H2,F2,u2),

其中, 映射 T (φ∗) : TT ∗Q2 → TT ∗Q1 是 φ∗ 的切映射. 进一步, 两个控制律 ui (i = 1, 2) 之间的显式关

系由下式给出, 即

vlift(u1)− vlift(φ∗u2φ∗) = −XH1 − vlift(F1) + Tφ∗(XH2) + vlift(φ∗F2φ∗). (3.2)

4 RCH 系统的正则点约化

我们知道当一个 RCH 系统 (T ∗Q,ω,H, F,W ) 没有外力和控制时, 这个 RCH 系统恰好是一个

Hamilton 系统 (T ∗Q,ω,H). 这样, 余切丛 T ∗Q 上一个 Hamilton 系统可以看作没有外力和控制的

RCH 系统的一个特殊情形. 于是, T ∗Q 上具有对称的 Hamilton 系统的集合是 T ∗Q 上具有对称的

RCH系统的一个子集合.如果我们承认具有对称的 Hamilton系统的正则辛约化,那么,我们可以研究

具有对称的 RCH 系统的正则约化作为在正则控制 Hamilton 等价条件下, 具有对称的 Hamilton 系统

的正则辛约化的一种扩展. 为此, 利用 Hamilton 系统的 Marsden-Weinstein 辛约化, 我们可以先给出

正则点可约化的 RCH 系统的定义.

假设 H : T ∗Q → R 是一个 G- 不变的 Hamilton 函数, Hamilton 向量场 XH 的流 Ft 保持 J−1(µ)

的连通分支不变,并且与 G-作用可交换,所以,流 Ft 在 Marsden-Weinstein约化空间 ((T ∗Q)µ, ωµ)上

诱导了流 fµ
t ,其由 fµ

t ·πµ = πµ ·Ft ·iµ 给出,并且,在 ((T ∗Q)µ, ωµ)上,由流 fµ
t 生成的 Hamilton向量场

为 Xhµ ,其中,相应的 Marsden-Weinstein约化的 Hamilton函数 hµ : (T ∗Q)µ → R由 hµ ·πµ = H · iµ 给
出,并且, Hamilton向量场 XH 与 Xhµ 是 πµ-相关的. 既然 Marsden-Weinstein约化空间 ((T ∗Q)µ, ωµ)

辛微分同胚于一个辛纤维丛, 考虑到外力和控制, 那么, 我们可以定义一种正则点可约化的 RCH 系统

如下:
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定义 4.1 (正则点可约化的 RCH系统) 一个六元组 (T ∗Q,G, ω,H, F,W ),其中 T ∗Q上的 Hamil-

ton 函数 H : T ∗Q → R、保纤维映射 F : T ∗Q → T ∗Q 和纤维子流形 W 都是 G- 不变的, 称为正则点

可约化的 RCH系统,如果存在动量映射 J的一个正则值 µ ∈ g∗, 使得正则点约化后的系统,即五元组

((T ∗Q)µ, ωµ, hµ, fµ,Wµ) 是一个 RCH 系统, 其中, (T ∗Q)µ = J−1(µ)/Gµ, π
∗
µωµ = i∗µω, hµ · πµ = H · iµ,

F (J−1(µ)) ⊂ J−1(µ), fµ · πµ = πµ · F · iµ, W ∩ J−1(µ) ̸= ∅, Wµ = πµ(W ∩ J−1(µ)). 我们简记这个

约化的系统为 Rp (regular point)- 约化的 RCH 系统, 并且, ((T ∗Q)µ, ωµ) 称为 Rp- 约化空间, 函数

hµ : (T ∗Q)µ → R 称为 Rp- 约化的 Hamilton 函数, 保纤维映射 fµ : (T ∗Q)µ → (T ∗Q)µ 称为 Rp- 约化

的外力映射, (T ∗Q)µ 的纤维子流形 Wµ 称为 Rp- 约化的控制子集.

值得注意的是, 对于正则点可约化的 RCH 系统 (T ∗Q,G, ω,H, F,W ), G- 不变的外力映射 F :

T ∗Q → T ∗Q 必须满足条件 F (J−1(µ)) ⊂ J−1(µ) 和 fµ · πµ = πµ · F · iµ, 使得我们可以定义 Rp- 约化

的外力映射 fµ : (T ∗Q)µ → (T ∗Q)µ. 在上述定义中, 条件 W ∩ J−1(µ) ̸= ∅, 使得 G- 不变的控制子集

W ∩ J−1(µ) 可以被约化, 并且 Rp- 约化的控制子集为 Wµ = πµ(W ∩ J−1(µ)). 如果控制子集 W 不能

被约化, 那么我们不能获得 Rp- 约化的 RCH 系统.

下面考虑具有对称和动量映射的 RCH系统, 对于正则点可约化的 RCH系统给出 RpCH (regular

point-reducible controlled Hamiltonian)-等价性定义,并且证明正则点约化定理. 记具有控制律 u的正

则点可约化的 RCH 系统 (T ∗Q,G, ω,H, F,W ) 的动力向量场为 X(T∗Q,G,ω,H,F,u), 那么,

X(T∗Q,G,ω,H,F,u) = XH + vlift(F ) + vlift(u). (4.1)

进一步地, 利用上述表达式, 我们可以给出正则点可约化的控制 Hamilton 等价性 (即 RpCH- 等价性)

如下:

定义 4.2 (RpCH- 等价性) 假设给定两个正则点可约化的 RCH 系统 (T ∗Qi, Gi, ωi,Hi, Fi,Wi),

i = 1, 2, 称它们是 RpCH- 等价的, 简记为

(T ∗Q1, G1, ω1,H1, F1,W1)
RpCH∼ (T ∗Q2, G2, ω2, H2, F2,W2),

如果存在一个微分同胚 φ : Q1 → Q2, 使得下列控制 Hamilton 匹配条件成立:

(1) RpCH-1: φ 的余切提升映射, 即 φ∗ = T ∗φ : T ∗Q2 → T ∗Q1 是辛的;

(2) RpCH-2: 对于 µi ∈ g∗i 和正则点可约化的 RCH 系统 (T ∗Qi, Gi, ωi,Hi, Fi,Wi), i = 1, 2, 映射

φ∗
µ = i−1

µ1
· φ∗ · iµ2 : J−1

2 (µ2) → J−1
1 (µ1)

是 (G2µ2 , G1µ1)- 等变的, 并且

W1 ∩ J−1
1 (µ1) = φ∗

µ(W2 ∩ J−1
2 (µ2)),

其中, µ = (µ1, µ2), 对于映射 iµ1 : J−1
1 (µ1) → T ∗Q1, 用 i−1

µ1
(S) 表示子集 S ⊂ T ∗Q1 的原像;

(3) RpCH-3: Im[XH1 +vlift(F1)− Tφ∗(XH2)− vlift(φ∗F2φ∗)] ⊂ vlift(W1),其中, Im表示括号中映

射的逐点的像.

值得注意的是, 对于正则点可约化的 RCH 系统, 诱导的等价映射 φ∗ 不仅保持辛结构, 而且保持

约化点处 G- 作用的等价性. 若选定了反馈控制律

uµ : (T ∗Q)µ → Wµ,

1784



中国科学 : 数学 第 48 卷 第 12 期

则 Rp- 约化的 RCH 系统 ((T ∗Q)µ, ωµ, hµ, fµ, uµ) 是一个具有控制律 uµ 的闭环动力系统. 假设该系统

的动力向量场 X((T∗Q)µ,ωµ,hµ,fµ,uµ) 可以表示为

X((T∗Q)µ,ωµ,hµ,fµ,uµ) = Xhµ + vlift(fµ) + vlift(uµ), (4.2)

这里 Xhµ
是 Rp- 约化的 Hamilton 函数 hµ 的 Hamilton 向量场,

vlift(fµ) = vlift(fµ)Xhµ , vlift(uµ) = vlift(uµ)Xhµ ,

并且满足条件

X((T∗Q)µ,ωµ,hµ,fµ,uµ) · πµ = Tπµ ·X(T∗Q,G,ω,H,F,u) · iµ, (4.3)

那么, 我们可以证明下面正则点约化定理, 其证明参见文献 [25].

定理 4.3 两个正则点可约化的 RCH系统 (T ∗Qi, Gi, ωi,Hi, Fi,Wi) (i = 1, 2)是 RpCH-等价的,

当且仅当相应的 Rp- 约化了的 RCH 系统 ((T ∗Qi)µi , ωiµi , hiµi , fiµi ,Wiµi) (i = 1, 2) 是 RCH- 等价的.

该定理解释了正则点可约化的 RCH 系统的 RpCH- 等价性与相应的 Rp- 约化的 RCH 系统的

RCH-等价性之间的关系.因此,该定理可以看作在正则控制 Hamilton等价条件下,具有对称 Hamilton

系统的 Marsden-Weinstein 辛约化的一种扩展.

5 从几何结构出发的一些推广和发展

文献 [25] 首先建立了具有辛结构的对称控制 Hamilton 系统的正则辛约化理论. 该文献有许多创

新点, 并且该文献已经成为研究控制 Hamilton 系统理论及其应用的坚实基础. 围绕这项工作, 我们和

合作者从几何结构出发开展了各种推广.

5.1 RCH 系统的正则轨道约化

对称 Hamilton系统的轨道约化是另一种不同于 Marsden-Weinstein约化的辛约化方法,可参见文

献 [27, 28]. 假设余切提升作用 ΦT∗
: G× T ∗Q → T ∗Q 是自由、恰当和辛的, 并且具有一个 Ad∗- 等变

的动量映射 J : T ∗Q → g∗. 如果 µ ∈ g∗ 是动量映射 J 的一个正则值, 并且 Oµ = G · µ ⊂ g∗ 是通过 µ

点的余伴随 G- 作用的轨道, 那么商空间 (T ∗Q)Oµ = J−1(Oµ)/G 是一个商辛流形, 具有辛形式 ωOµ ,

由下列关系式唯一确定:

i∗Oµ
ω = π∗

Oµ
ωOµ + J∗

Oµ
ω+
Oµ

, (5.1)

其中, JOµ 是动量映射 J 到集合 J−1(Oµ) 上的限制, 即

JOµ = J · iOµ ,

并且 ω+
Oµ
是轨道 Oµ 上的 +- 辛结构, 其定义如下:

ω+
Oµ

(ν)(ξg∗(ν), ηg∗(ν)) = ⟨ν, [ξ, η]⟩, ∀ ν ∈ Oµ, ξ, η ∈ g, (5.2)

其中映射 iOµ : J−1(Oµ) → T ∗Q是自然的包含映射,而 πOµ : J−1(Oµ) → (T ∗Q)Oµ 是自然的投影映射,

((T ∗Q)Oµ , ωOµ) 称为 (T ∗Q,ω) 在 µ 点的正则轨道约化空间.
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一般情况下, 我们也许会认为正则轨道约化空间 ((T ∗Q)Oµ , ωOµ) 的结构要比正则点约化空间

((T ∗Q)µ, ωµ) 的结构复杂. 但是, 从正则约化图 [15] 知道, 正则轨道约化空间是辛微分同胚于正则点约

化空间的, 因而也是辛微分同胚于一个辛纤维丛. 这样, 我们可以定义一种正则轨道可约化的 RCH系

统和 RoCH- 等价性, 并且证明正则轨道约化定理. 值得注意的是, 正则点约化空间 ((T ∗Q)µ, ωµ) 与正

则轨道约化空间 ((T ∗Q)Oµ , ωOµ) 是不同的, 其中的辛形式也是不同的, 因此, 在相应的定义和定理中

的假设条件也是不同的, 参见文献 [25].

5.2 非等变动量映射情形的推广

如果 (T ∗Q,ω) 是一个连通的辛流形, 并且 J : T ∗Q → g∗ 不是一个余伴随等变的动量映射, 但是

带有一个非等变的群的一阶上循环 σ : G → g∗, 其定义为

σ(g) := J(g · z)−Ad∗g−1 J(z),

其中, g ∈ G, z ∈ T ∗Q, 那么, σ 产生一个新的仿射作用 Θ : G× g∗ → g∗, 其定义为

Θ(g, µ) := Ad∗g−1 µ+ σ(g),

其中, µ ∈ g∗. 关于这个仿射作用, 动量映射 J 是等变的. 假设群 G 自由并且恰当地作用于 T ∗Q

上, µ 是动量映射 J 的正则值, 用 G̃µ 表示关于这个仿射作用 Θ 在 µ ∈ g∗ 点处的迷向子群, 用

Oµ = G ·µ ⊂ g∗ 表示 Θ在 µ点处的 G-轨道,那么,商空间 (T ∗Q)µ = J−1(µ)/G̃µ 是一个辛流形,其辛

形式 ωµ 由 (2.1) 唯一确定; 而商空间 (T ∗Q)Oµ = J−1(Oµ)/G 也是一个辛流形, 其辛形式 ωOµ 由 (5.1)

唯一确定, 参见文献 [15]. 进一步, 在这种情形下, 对于给定的正则点或正则轨道可约化的 RCH 系统

(T ∗Q,G, ω,H, F,W ), 利用上述类似的方法, 我们也能证明正则点或正则轨道约化定理.

5.3 RCH 系统的奇异约化

注意到, 当 Lie 群 G 仅是恰当地而非自由地作用于 Q 上, 那么, 约化空间 (T ∗Q)µ = J−1(µ)/Gµ

(或者, (T ∗Q)Oµ = J−1(Oµ)/G) 不必是一个光滑流形, 但恰好是一个商拓扑空间, 并且它可以是一个

Whitney 辛分层空间. 在这种情形下, 利用动量映射和分层相空间中的奇异约化辛形式, 我们研究了

具有对称的 RCH 系统的奇异约化理论, 证明了奇异点和奇异轨道约化定理, 并且说明了奇异可约化

RCH 系统的 SpCH (singular point-reducible controlled Hamiltonian)- 等价性和 SoCH (singular orbit-

reducible controlled Hamiltonian)- 等价性与奇异约化了的 RCH 系统的 RCH- 等价性之间的关系. 对

于奇异约化了的 RCH 系统的分层相空间的复杂结构, 这不是容易研究的问题.

5.4 CH 系统的优化约化

如果考虑的余切丛 T ∗Q 具有 Poisson 结构, 并且对于这样的 T ∗Q 上定义的控制 Hamilton 系统,

上述 Marsden 等 [25] 给出的正则约化方法不能有效地工作, 我们应该怎么办? Wang和 Zhang [29] 利用

优化动量映射和约化的 Poisson 张量 (或者约化的辛形式), 建立了具有 Poisson 结构的 T ∗Q 上对称

CH 系统的优化约化理论, 对于对称 CH 系统证明了优化点约化、优化轨道约化和正则 Poisson 约化

定理, 解释了优化可约化的 CH 系统的 OpCH- 等价性、OoCH- 等价性和 RPR-CH- 等价性与相应的

优化约化了的 CH系统的 CH-等价性之间的关系 [29]. 过世的 Marsden教授生前也参加了这项研究工

作. 当该文献接近完成的时候, 他离开了我们. 我们感到非常悲痛. 王红和张振兴非常感谢 Marsden 教

授在两年多合作中的理解、指导、支持和帮助.
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5.5 CH 系统的能控性 Poisson 约化

值得注意的是, 当我们考虑的对称控制 Hamilton 系统, 其对应的 Lie 群作用没有动量映射, 那

么在文献 [25, 29] 中给出的约化方法都不能用. 我们必须寻找新的方法. 另一方面, 受到文献 [30] 中

Poisson 流形的分布 Poisson 约化方法的影响, 再注意到 CH 系统的相空间 T ∗Q 也是一个 Poisson 流

形, 并且控制子集 W ⊂ T ∗Q 是一个纤维子流形. 如果假设 D ⊂ TT ∗Q |W 是 CH 系统的一个能控性

分布, 那么自然可以研究 CH 系统的能控性分布 Poisson 约化. 进一步, 对于对称 CH 系统, 它的控制

子集 W ⊂ T ∗Q 是一个 G- 不变的纤维子流形. 如果假设 D ⊂ TT ∗Q |W 是对称 CH 系统的一个 G-

不变的能控性分布, 那么可以给出这个对称 CH 系统的能控性 Poisson 可约化的条件, 并且证明它在

CH- 等价性下不变的 Poisson 可约化的性质. 我们也研究了正则 (或者奇异) Poisson 可约化的 CH 系

统的关于 G- 不变能控性分布的 Poisson 约化与相应的约化了的 CH 系统的关于约化了的能控性分布

的 Poisson 约化之间的关系. 此外, 我们也发展了具有对称 CH 系统的奇异 Poisson 约化和 SPR-CH-

等价性, 证明了这种 CH 系统的奇异 Poisson 约化定理, 参见文献 [31] 中更多的细节.

5.6 Heisenberg 群对称的控制磁力 Hamilton 系统的正则约化

一个控制磁力 Hamilton (controlled magnetic Hamiltonian, CMH) 系统是一个具有磁力辛形式的

正则控制 Hamilton 系统. 我们研究了具有 Heisenberg 群 H 对称的 CMH 系统 (T ∗Q,H, ωQ,H, F, C)
的正则点约化. 这里, 位形空间 Q = H × V, H = R2 ⊕ R, 并且 V 是一个 k- 维向量空间, 而且余切丛

T ∗Q 具有磁力辛形式 ωQ = Ω0 − π∗
QB̄, 其中, Ω0 是通常 T ∗Q 上的典则辛形式, B̄ = π∗

1B 是 Q 上的闭

的 2- 形式, B 是 H 上的闭的 2- 形式. 投影映射 π1 : Q = H× V → H 诱导了映射 π∗
1 : T ∗H → T ∗Q.

值得注意的是, Heisenberg 群 H 的余切丛上有一个磁力项, 它与 H 的中心作用约化确定的力学
联络的曲率 2- 形式有关, 参见文献 [32]. 这样, 我们可以定义一个具有 Heisenberg 群 H 对称的 CMH

系统.虽然一个 CMH系统也是一个 RCH系统,并且, CMH系统的集合是 RCH系统的集合的一个子

集合. 但是, 在 RCH 系统的正则点约化下, 这个子集合不是完备的. 不同于具有典则辛形式的余切丛

上定义的 RCH系统的正则点约化, CMH系统的正则点约化反映了 RCH系统的内蕴几何结构的深层

关系, 参见文献 [33] 中更多的细节.

5.7 Hamilton-Jacobi 理论

在数学和力学的研究中, Hamilton 方程的求解以及 Hamilton-Jacobi 理论也是一个非常重要而且

复杂的研究课题, 并且有着非常广泛的应用. 从几何的观点来看, 这一问题的经典表述是由文献 [1]

给出的, 其刻画了余切丛上某种时变 (或者时不变) 的典则变换的生成函数的性质, 使得所确定的

Hamilton 方程的解通过约化到平衡态的方式变得很容易求出, 也可参见文献 [4, 13]. 此外, Hamilton-

Jacobi 理论也是量子化理论中研究经典 - 量子关系的基础, 并且也在保结构数值积分方法和随机动力

系统理论研究中起着重要的作用. 正因为这些理由, Hamilton-Jacobi 理论在 Hamilton 系统理论研究

发展中也是一种强有力的工具. 参见文献 [34–37].

由于余切丛 T ∗Q 上定义的对称 Hamilton 系统的集合在 Marsden-Weinstein 约化下不是完备的,

并且定义在余切丛 T ∗Q 上的一个对称 Hamilton 系统的 Marsden-Weinstein 约化了的系统可以不是

一个余切丛上的 Hamilton 系统. 这样, 我们不能给出 Marsden-Weinstein 约化了的系统的 Hamilton-

Jacobi 定理, 就像在文献 [1] 中那样给出 T ∗Q 上 Hamilton 系统的 Hamilton-Jacobi 定理. 我们必须寻

找新的方法. 最近, Wang [38] 修正了文献 [1] 中的一个引理, 利用辛形式、约化了的辛形式、以及系统
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的动力向量场, 证明了 T ∗Q 上 Hamilton 系统和 Marsden-Weinstein 约化了的系统, 以及正则轨道约

化了的系统的两种类型几何 Hamilton-Jacobi 定理. 作为理论结果的应用, 也导出了正则点约化了的

刚体和重摆系统的两种类型的 Lie-Poisson 的 Hamilton-Jacobi 方程.

由于 T ∗Q 上 Hamilton 系统的 Hamilton-Jacobi 理论是基于动力的 Hamilton 刻画而发展起来的.

一个自然的想法是对于 RCH 系统和各种约化了的 RCH 系统, 以及具有非完整约束的 Hamilton 系

统和各种非完整约化了的分布 Hamilton系统扩展 Hamilton-Jacobi理论.我们已经开展了这方面的研

究, 参见文献 [39, 40].

5.8 飞船和水下探测器

我们上述深入的理论研究成果是否可以应用于实际问题的研究,这是一个应用和工程领域非常关

注的问题. 文献 [25] 将具有外力作用的刚体、具有内部转子的刚体和具有内部转子的重摆考虑为正则

点可约化的 RCH 系统, 通过仔细地计算, 在 Lie 群推广的辛叶面上导出了约化系统的方程, 并且说明

了它们彼此之间的 RCH- 等价性. 此外, 通过对具有外力作用的刚体、具有内部转子的刚体和具有内

部转子的重摆的大量复杂的计算, 提炼出的对于推广的 Lie 群上控制 Hamilton 系统的统一的对称约

化方法, 不仅给出了抽象的理论结果的应用, 而且这种统一的对称约化方法已经成为后继研究飞船系

统和水下装置系统, 以及流体力学、等离子物理系统的对称约化的标准方法, 参见文献 [41,42] 中更多

的细节. 进一步,对于实际系统的各种约束和控制,以及在流体力学和相对论场论中的刚体 -气体、刚

体 - 流体耦合系统的研究中, 为了导出各种约化的系统方程, 还需要进行大量的复杂而又困难的计算

和论证.

总之, 我们知道一个新理论的建立和发展是极其困难的事情, 除了需要引入新的思想, 建立许多

新的概念和表述,还要探讨它与已有的 Hamilton系统的约化理论和 Hamilton-Jacobi理论的相容性及

完备性,以及理论结果对实际系统的应用. 最近几年来,在国际同行的帮助下,我们关于控制 Hamilton

系统的约化理论与应用的研究取得了一定的成果. 但是, 围绕这一课题的研究还有更多艰巨和困难的

任务.具体地,主要有以下三个方面: (1)从约化空间的几何和拓扑结构来看,还需要发展 Poisson约化

和 Dirac 约化, 以及各种奇异约化理论; (2) 从系统的约束限制条件来看, 还需要发展非完整 Hamilton

约化、Poisson 约化和 Lagrange 约化, 以及各种奇异约化理论; (3) 从约化系统的应用方面来看, 还需

要发展刚体 - 气体、刚体 - 流体等耦合系统, 等离子物理、完美复杂流体和相对场论中各种系统的对

称约化、Hamilton-Jacobi理论和稳定化理论.在所有这些问题的研究中,各种约化的完备性,也就是各

种约化空间的几何和拓扑结构的精确刻画, 是最大的困难. 而且, 在各种应用中出现的各种奇怪的空

间, 还无法用目前已有的数学理论解释, 需要发展更先进的数学理论工具. 总之, 该课题是具有很强挑

战性的国际前沿研究课题, 是很值得深入发展的. 更重要的是需要更多热爱数学和几何的人投入该课

题的研究.
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Some developments of reduction theory for controlled
Hamiltonian system with symmetry

Hong Wang

Abstract A regular controlled Hamiltonian (RCH) system is a Hamiltonian system with external force and
control. In general, an RCH system under the action of external force and control is not Hamiltonian, however, it
is a dynamical system closely related to a Hamiltonian system, and it can be explored and studied by extending
the methods for external force and control in the study of Hamiltonian systems. In this paper, we introduce briefly
some recent developments in the study of reduction theory for the RCH systems with symmetries and applications,
in terms of the completeness of Marsden-Weinstein reduction and the change of geometrical structures.

Keywords geometrical structure, fiber bundle, symmetric reduction, completeness, momentum map
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