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摘要 多 Clifford 变量的分析理论是多复变函数论在非交换领域的推广. 本文给出了非齐次 Cauchy-

Riemann 方程具有紧支集解的微分相容条件及解的具体积分表达式, 并证明了多 Clifford 分析理论中

的正则函数具有 Hartogs 现象. 这些结果将推广多复变中相应结果.
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1 引言

多 Clifford 分析是多复变理论向非交换领域的推广. 多 Clifford 分析研究函数

f : Ω ⊂ Hn → (R0,m)k,

其中 H = Rm+1, Ω 是 Hn 中的开集. 多 Clifford 分析中正则函数是指被一族经典的 Dirac 算子 Dj

所零化的函数, 其中 Dj (j = 1, . . . , n) 是 Hn 中第 j 个 H = Rm+1 中相应的 Dirac 算子. 特别地, 当

m = 1 时, H = R0,1 = C, 所研究的函数是

f : Ω ⊂ Cn → Ck,

而相应的 Dirac 算子为
∂

∂z̄1
, . . . ,

∂

∂z̄n
.

在多 Clifford 分析中, 我们将研究非齐次 Cauchy-Riemann 方程组. 正如单复变在高维空间的推

广产生了四元数理论和 Clifford分析,多复变[1] 在高维的推广产生了多四元数理论和多 Clifford分析.

在多四元数和多 Clifford 分析函数论中, Cauchy-Riemann 方程组是超定的方程组, 其解产生 Hartogs
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现象,相应的非齐次 Cauchy-Riemann方程组是研究的核心内容.研究方法有两种. 第一种方法是经典

的方法, 来自于代数几何. 该方法利用 Hilbert Syzygy 定理构造 Cauchy-Riemann 复形, 给出多 Dirac

算子的分解表达式和 Cauchy-Riemann 方程组所满足的相容性条件. 例如, 文献 [2–8] 给出了多四元

数、低维多 Clifford 分析中 Cauchy-Riemann 方程组所满足的相容性条件. 利用代数几何的方法, 文

献 [9, 10] 深入地研究了多四元数分析, 该方法需要借助于 Cauchy-Fueter 复形中的第三个算子. 第二

种方法是将多复变的方法代入到多四元数理论和多 Clifford 分析. 该方法由 Pertici [11] 首先引入并给

出了多四元数情形下的非齐次 Cauchy-Riemann 方程的相容性条件, 其不同于利用代数几何方法得到

的相容性条件. 该方法的优点在于, 可直接写出非齐次 Cauchy-Riemann 方程具有紧支集解的相容条

件而不需要借助于第三个算子. Marmolejo-Olea 和 Mitrea [12] 将 Pertici 的结果从四元数推广到向量

情形. Ren和本文作者在文献 [13]中建立了多 Clifford分析中的 Bochner-Martinelli积分公式,并运用

Pertici的方法给出了多变量 Clifford分析中非齐次 Cauchy-Riemann方程具有紧支集解的积分相容性

条件, 并由此导出相应正则函数的 Hartogs 现象.

本文继续研究多 Clifford 分析中的非齐次 Cauchy-Riemann 方程, 并给出了该方程具有紧支集解

的具体表达式及微分相容条件, 在该条件下同样推导出相应正则函数的 Hartogs 定理. 这些结果将推

广多复变中相应结果.

2 Clifford 分析

设 e1, e2, . . . , em 是 m 维实向量空间 Rm 上的标准正交基. 在其中引入乘法运算满足

eiej + ejei = −2δije0, i, j = 1, . . . ,m.

在该乘法下, 它们生成了可结合的 Clifford 代数[14] R0,m.

通常我们将 e0 等同于实数 1,因而实数空间 R可以视为 Clifford代数 R0,m 的子空间,而且 Rm+1

中的元素可以看成一个 Clifford 数:

x = (x0, x1, . . . , xm) ≡
m∑
i=0

xiei.

Clifford 代数中具有共轭运算满足 
ē0 = e0,

ēi = −ei, i = 1, . . . ,m,

eiej = ēj ēi.

对于任意元素 x ∈ Rm+1, 其共轭为

x̄ =
m∑
i=0

xiēi.

由于

|x|2 = xx̄ = x̄x =
m∑
i=0

x2
i ,

因而, 任意 x ∈ Rm+1 \ {0} 具有逆元素
x−1 =

x̄

|x|2
.
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Clifford 分析中研究的算子是 Dirac 算子[14, 15]

D =

m∑
i=0

ei∂i.

对于任意 Clifford 值函数 f : Rm+1 → R0,m, 我们将其表示为

f(x) =
∑
A

fA(x)eA,

其中 fA(x) 是实值函数, Dirac 算子作用在 f 上有如下定义:

Df(x) =

m∑
i=0

∑
A

∂ifA(x)eieA, f(x)D =

m∑
i=0

∑
A

∂ifA(x)eAei.

相应的共轭算子定义为

D =
m∑
i=0

ei∂i.

空间 Rm+1 中 Dirac 算子将 Rm+1 中 Laplace 算子线性化, 即

∆ = DD = DD.

Dirac 算子 D 的基本解 (称为 Cauchy 核) 具有显示表达式

E(y − x) =
y − x

ωm+1|y − x|m+1
,

其中,

ωm+1 =
2π

m+1
2

Γ(m+1
2 )

是 Rm+1 中单位球面的面积.

在 Rm+1 中, 体积测度记为

dvy = dy0 ∧ · · · ∧ dym.

3 非齐次 Cauchy-Riemann 方程

本节采用纯分析的方法给出多 Clifford分析中非齐次 Cauchy-Riemann方程具有紧支集解的微分

相容性条件. Clifford 分析的非交换性导致该条件不同于多复变中相应条件.

在 Hn 中, 记

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Hn,

其中,

xl = (xl0, xl1, . . . , xlm) ∈ Rm+1 = H.

现在引入一族 Dirac 算子

Dl =
m∑
i=0

ei∂xli
.
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定义 3.1 设 U 是 Hn 中的开集, f ∈ C1(U, (R0,m)k). 若

D1f = · · · = Dnf = 0,

则称 f 是 U 中的 (多) 正则函数.

本节以及下节所研究的函数为

f : Hn → (R0,m)k,

其中 H = Rm+1.

定理 3.1 设 n > 1, s > 3, 并且 g1, g2, . . . , gn ∈ Cs
0(Hn, (R0,m)k), 则下面的论断是等价的:

(1) 方程组

Dlf = gl, l = 1, . . . , n (3.1)

有解 f ∈ Cs
0(Hn, (R0,m)k), 并且解可表示为

f(x) := −
∫
Rm+1

E(y1 − x1)g1(y1, x
′)dvy1 ;

(2) 对任意 p, j = 1, . . . , n, 下式成立:

DjDpgp = ∆pgj . (3.2)

进一步, 当上面的任一条件成立时, 解在 Hn \ (suppg1 ∪ · · · ∪ suppgn) 的无界连通分支上为 0.

证明 (1)⇒(2) 若方程 (3.1) 有解 f , 即 Dpf = gp, 则

DjDpgp = DjDpDpf = Dj∆pf = ∆pDjf = ∆pgj .

(2)⇒(1) 令

f(x) := −
∫
Rm+1

E(y1 − x1)g1(y1, x
′)dvy1 . (3.3)

我们来验证其满足方程 (3.1).

设 K(y1 − x1) 为 Rm+1 中 Laplace 算子 ∆y1 的基本解, 也就是,

K(y1 − x1) =
1

(1−m)ωm+1|y1 − x1|m−1
.

由 Dy1
K(y1 − x1) = E(y1 − x1) 可得

f(x) = −
∫
Rm+1

Dy1K(y1 − x1)g1(y1, x
′)dvy1

=

∫
Rm+1

Dx1K(y1 − x1)g1(y1, x
′)dvy1 .

现在考虑 g1 的 Newton 位势

w(x1, x
′) :=

∫
Rm+1

K(y1 − x1)g1(y1, x
′)dvy1 .
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由 Newton 位势的性质 (参见文献 [16, 第 54 页]) 得到

∂x1i

∫
Rm+1

K(y1 − x1)g1(y1, x
′)dvy1 =

∫
Rm+1

∂x1iK(y1 − x1)g1(y1, x
′)dvy1 .

这就意味着

f(x) = Dx1

∫
Rm+1

K(y1 − x1)g1(y1, x
′)dvy1 . (3.4)

另外, 我们还知道 g1(x1, x
′) 的 Newton 位势 w(x1, x

′) 是 Poisson 方程的解, 即

∆1w(x1, x
′) = g1(x1, x

′),

这就有

D1f(x) = D1D1w(x1, x
′) = g1(x). (3.5)

现在只需要说明对任意 j = 2, . . . , n, Djf = gj 成立. 对任意 p ∈ {2, . . . , n}, ∆p 和 K(y1 − x1) 均

为标量值并且 g1 具有紧支集, 对 (3.4) 两边同时作用 ∆p 便得到

∆pf(x) = Dx1

∫
Rm+1

K(y1 − x1)(∆pg1(y1, x
′))dvy1 .

再由假设 D1Dpgp = ∆pg1 可推出

∆pf(x) = Dx1

∫
Rm+1

K(y1 − x1)((D1Dpgp)(y1, x
′))dvy1 .

利用 gp, p = 1, . . . , n 具有紧支集和

K(y1 − x1)Dy1 = −K(y1 − x1)Dx1 = −Dx1K(y1 − x1)

可得到

∆pf(x) = −Dx1

∫
Rm+1

(K(y1 − x1)Dy1)(Dpgp(y1, x
′))dvy1

= Dx1

∫
Rm+1

(Dx1K(y1 − x1))(Dpgp(y1, x
′))dvy1

= Dx1Dx1

∫
Rm+1

K(y1 − x1)(Dpgp(y1, x
′))dvy1

= Dpgp(x).

上式的最后一步利用的是 Dx1Dx1 = ∆x1 以及最后的积分刚好是由 Dpgp 的 Newton 位势得到的. 这

样对任意 p = 1, . . . , n 有 ∆pf = Dpgp, 再结合假设 DjDpgp = ∆pgj 可推出

∆p(Djf − gj) = Dj∆pf −∆pgj = DjDpgp −∆pgj = 0.

对上式关于 p 进行求和, 可推出对任意 j = 1, . . . , n, Djf − gj 在 Hn 中是调和的. 由

gj ∈ Cs
0(Hn, (R0,m)k),
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通过 f 的定义式 (3.3) 可得到当 x′ 足够大时, f 具有紧支集, 进而有 Djf − gj ∈ Cs
0(Hn, (R0,m)k). 由

于调和函数 Djf − gj 在 x′ 足够大的开集上为 0, 我们推知, 对任意 j = 1, . . . , n, Djf = gj 在 Hn 上

成立.

最后, 我们来说明方程组 (3.1) 的解具有紧支集. 由 (3.1) 可知,

Dpf |Hn\(suppg1∪···∪ suppgn)= 0.

所以, f 在 suppg1 ∪ · · · ∪ suppgn 的外面是多正则函数, 当然也是调和函数. 再从 f 的定义 (3.3), 我们

发现当 |x2|2 + · · ·+ |xn|2 足够大时,

f(x1, x2, . . . , xn) = 0.

由调和函数的唯一性定理便得到 f 在 Hn \ (suppg1 ∪ · · · ∪ suppgn) 的无界连通分支上为 0, 这就完成

了定理的证明.

4 Hartogs 定理

Hartogs 现象是多复变函数论的本质性质. 它说明, 在一个域中挖一个洞, 则全纯函数全部可以开

拓到这个洞中,所以,在多复变函数论中,不存在孤立奇点. 换句话说,一个函数的奇点若存在,则必成

片, 且到边界点上. Hartogs [17] 定理最早由 Hartogs 于 1906 年利用多复变中 Cauchy 积分公式给出.

现在,通常的证明是利用 Bochner-Martinelli-Koppelman公式、非齐次 Cauchy-Riemann方程具有紧支

集解的可解性定理以及 Ehrenpreis 基本原理 (参见文献 [18, 19]).

多 Clifford 分析可看成是多复变向非交换空间的推广. 正如多复变中的全纯函数、多 Clifford 分

析中的正则函数一样具有 Hartogs 现象, 该定理强烈依赖于非齐次 Cauchy-Riemann 方程解的存在性

定理.

定理 4.1 (Hartogs 定理) 设 n > 1, U 为 Hn 中的连通开集, M ⊂ U 为一个紧集并且 U \M 是
连通的, 这样 U \M 上的任意多正则函数都可多正则地开拓到更大的域 U 上.

证明 假设 f 为 U \ M 上的多正则函数, φ ∈ C∞(U,R) 具有紧支集并且在 M 的一个邻域内

为 1. 令

f0 := (1− φ)f, 在 U 内. (4.1)

显然, f0 ∈ C∞(U, (R0,m)k) 并且在 U \ suppφ 上为多正则函数. 再令

hp :=

Dpf0, 在 U 内,

0, 在 Hn \ U 内.
(4.2)

由 f0 的定义, hp 也可写成如下形式:

hp =

Dpf0, 在 suppφ 内,

0, 在 Hn \ suppφ 内.
(4.3)

显然, hp ∈ C∞
0 (Hn, (R0,m)k) 并且 supphp ⊂ suppφ.
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由 (4.2) 可知, 在 U 上成立下式:

DjDphp = DjDpDpf0 = Dj∆pf0 = ∆pDjf0 = ∆phj .

显然, 在 U 外, DjDphp = ∆phj 也成立. 这就说明, hp 满足相容性条件 (3.2). 由定理 3.1 可知方程组

Dpg = hp, p = 1, 2, . . . , n

有解 g ∈ C∞
0 (Hn, (R0,m)k), 并且 g 在 Hn \ (supph1 ∪ · · · ∪ supphn) 的无界连通分支上成立. 由 (4.3)

可得

supphp ⊂ suppφ, p = 1, . . . , n,

这样

Hn \ suppφ ⊂ Hn \ (supph1 ∪ · · · ∪ supphn).

因此, g 在 Hn \ suppφ 的无界连通分支 M0 上为 0.
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The Cauchy-Riemann equation in Clifford analysis of several
variables

Haiyan Wang

Abstract The aim of this article is to extend the theory of several complex variables to the non-commutative
realm. In this paper, we solve the non-homogeneous Cauchy-Riemann equation under the differential compatibility
condition, find the explicit integral representation of the solution and derive the Hartogs theorem in Clifford
analysis of several variables. This will generalize the corresponding results in several complex variables.

Keywords Clifford analysis of several variables, Cauchy-Riemann equations, differential compatibility

condition
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