
英文引用格式: Jiang S M, Jiang Z T. On sufficient conditions and stability of shearlet frame (in Chinese). Sci Sin Math, 2014,

44: 899–928, doi: 10.1360/N012013-00160

中国科学 : 数学 2014年 第 44卷 第 8期 : 899∼ 928

link.springer.com math.scichina.com

切波框架的存在充分条件及其稳定性

江慎铭¬­∗, 江泽涛®

¬ 南京航空航天大学计算机科学与技术学院, 南京 210016;

­ 南昌航空大学数信学院, 南昌 330063;

® 桂林电子科技大学计算机科学与工程学院, 广西 541004

E-mail: jsm3000@sohu.com, Zetaojiang@126.com

收稿日期: 2013-10-20; 接受日期: 2014-03-01; * 通信作者

国家自然科学基金 (批准号: 61272216 和 61163048)、江西省教育厅科技基金 (批准号: GJJ11513)、航空创新基金 (批准号:

CASC201102)、江西省科学技术合作 (批准号: 2010EAB01700) 和江西自然科学基金 (批准号: 20114BAB201035) 资助项目

摘要 2011 年, Kittipoom 等人引入了一类新的切波生成函数空间, 并指出此空间拥有许多优秀的性

质, 例如, 该空间在平方可积函数空间中稠密, 由该空间中元素生成的切波框架拥有强齐次逼近性质

等. 本文的主要目的是研究由 Kittipoom等人引入的切波生成函数空间中的元素生成切波框架的充分

条件及由该空间中的元素生成的切波框架的稳定性. 具体而言, 首先参考由 Dahlke 等人引入的切波

群的定义将 Kittipoom等人引入的切波群的定义进行适当调整, 使得由 Kittipoom 等人引入的切波生

成函数空间中每个元素都是可允许的;其次得到由该切波生成函数空间中任意一个元素和任意一个相

对分离的稠密点列可形成一个切波框架; 最后证明这些框架在时间、尺度和剪切参数或生成函数发生

小扰动时仍然形成切波框架. 这些结论使得切波框架在工程应用方面有着极大的灵活性和实用性.
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1 引言及主要结果

经典小波仅能很好地处理点状奇异性, 高维空间中往往会出现复杂的奇异性, 例如, 包含曲线边

缘比较多的图像, 这些边缘便具有线状奇异性, 而非点状奇异性. 因此用经典小波处理高维问题, 一般

得不到很好的效果. 高维空间的方向性还要求有关函数具有方向敏感性, 而经典小波函数方向敏感性

也很差, 为此人们提出了不少非经典小波, 包括最初的瘠波 [1]、曲线波 [2–6]、轮廓波 [7]、复小波 [8] 和条

带波 [9] 等脊波以及最近的切波 [10–15] (shearlet) 等, 其中的切波具有诸多方面的优越性, 除了具有方向

敏感性和最优逼近性质, 还能与多分辨分析联系在一起. 但是与其他非经典小波一样, 切波也不具有

经典小波那样的正交性. 为了让不具有正交性的函数列完成重构任务, 框架理论在切波理论中得到了

系统的应用. 小波框架已经研究得相当透彻, 而切波框架也出现了不少优秀的论文 [16–21]. 2011 年,

Kittipoom 等人 [15] 引入了一类新的切波生成函数空间 B0 并指出空间 B0 拥有许多优秀的性质, 例

如, B0 在 L2(R2) 中稠密, 由 B0 中元素生成的连续切波变换属于 Amalgam 空间, 由 B0 中的元素生

成的切波框架拥有强齐次逼近性质 (AHP)等. 但遗憾的是, 在文献 [15]中没有回答 B0 中的元素是否

可允许,也没有给出由 B0 中的元素生成切波框架的充分条件,更没有研究由 B0 中的元素生成的切波
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框架的稳定性,而这些在切波分析中有着重要的作用. 因此,本文的主要目的是研究由 B0 中的元素生

成切波框架的充分条件及由 B0 中的元素生成的切波框架的稳定性. 具体来讲, 本文根据文献 [22–24]

中有关切波群及切波变换的定义将文献 [15] 中切波群及切波变换的定义进行适当调整, 使得 B0 中每

个元素都是可允许的; 其次借用文献 [15, 25] 中的证明方法得到由 B0 中任意一个元素和 S 中任意一

个 Qh- 稠和相对 Qh- 分离集可形成一个切波框架; 最后证明这些框架在时间、尺度、剪切参数和生成

函数发生小扰动时仍然形成切波框架. 这些结论使得切波框架在工程应用方面有着极大的灵活性和实

用性. 本文的主要结果如下.

定理 1.1 如果 φ ∈ B0, 那么存在 h > 0, 使得对 S 中任意相对 Qh- 分离的和 Qh- 稠点列 Γ,

{σ(γ)φ}γ∈Γ 是 L2(R2) 的一个切波框架.

定理 1.2 设 ϕ ∈ B0. 如果 {σ(γn)ϕ : n ∈ Z} 是 L2(R2) 的一个切波框架，那么存在 h > 0, 使得

{σ(γ′n}φγ′
n∈Qh(γn),n∈Z

也是的一个切波框架.

定理 1.3 设 ϕ ∈ B0. 如果 {σ(γ)ϕ : γ ∈ Γ} 是 L2(R2) 的一个切波框架, 那么存在 ε > 0, 使得

{σ(γ)ϕ̃ : γ ∈ Γ}

也是 L2(R2) 的一个切波框架, 其中 ϕ̃ 满足

∥SHψ(ϕ− ϕ̃)∥L1(S) + ∥SH(ϕ−ϕ̃)ψ∥WS(C,L1) < ε,

且 ψ 是 B0 中的任意元素.

本文结构如下: 第 2 节给出相关的定义和一些已知结果; 第 3 节给出定理 1.1–1.3 的证明.

2 定义和一些已知结果

为了表述方便,我们用 #E 表示集合 E 的基数, |E|表示集合 E 的 Lebesgue测度.为了研究切波

框架存在充分性条件和稳定性, 我们先引入下面一些相关定义和引理.

定义 2.1 [15] B0 表示由满足下列条件的 Schwartz 函数构成的空间,

(i) |ϕ(x)| 6 C
(1+∥x∥2

∞)α , 其中 C > 0 且 α > 7
2 ;

(ii) suppϕ̂ ∈ {[−a1,−a0] ∪ [a0, a1]} × [−b, b], 0 < a0 < a1, b > 0 且

|ϕ̂(ξ)| 6 ξ2β1
(1 + ∥ξ∥∞)2β

,

其中 β > 4α+ 6.

注 2.1 B0 类似于 Feichtinger 等人 [26] 给出的关于 Gabor 系统的函数空间 S0, 其中包含非常好

的切波原子,这在切波分析中非常有用 [15]. 为了使由 B0中任意一个元素与 S = R\{0}×R×R2中任意

一个 Qh-稠和相对 Qh-分离集可形成一个切波框架,本文将文献 [15]中 B0定义中的 α > 3
2 , β > 4α+2

调整为 α > 7
2 , β > 4α+ 6.

定义 2.2 [20] 设 ϕ ∈ L2(R2), 定义

Cϕ =

∫
R

∫
R

|ϕ̂(ξ1, ξ2)|2

ξ21
dξ1dξ2,
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ϕ 称为是可允许的, 如果 Cϕ <∞.

定义 2.3 如果在集合 S = R∗ × R× R2 = R\{0} × R× R2 上定义运算

(a, s, t) · (a′, s′, t′) = (aa′, s′ + s
√
|a′|, t′ +Bs′Aa′t),

那么 (S, ·) 构成一个局部紧群, 称作切波群, 其中

Aa =

 a 0

0 sgn(a)
√

|a|

 , Bs =

 1 s

0 1

 .

显然, (1, 0, 0) 为群的单位元并且 (a, s, t) 的逆元为 ( 1a ,
−s√
|a|
,−B −s√

|a|
A 1

a
t).

注 2.2 为了使定义 2.1 中给出的 B0 中任意元素是可允许的, 本文根据文献 [22–24] 中 S 的定

义将文献 [15]中 S = R+ ×R×R2 = (0,∞)×R×R2 调整为 S = R∗ ×R×R2 = R\{0}×R×R2, 若无

特别说明, 本文均约定 S = R∗ ×R×R2. 显然, 当 a > 0 时, 本文定义 2.3 中定义的切波群与文献 [15]

中定义的切波群是一致的.

定义 2.4 设 ϕ ∈ L2(R2), L2(R2) 中的函数族

{σ(a, s, t)ϕ = |a| 34ϕ(BsAa · −t) : (a, s, t) ∈ S}

称为切波系统. 函数 f ∈ L2(R2) 关于 ϕ ∈ L2(R2) 的连续切波变换 SHϕf : R∗ × R× R2 →C 定义为

SHϕf(a, s, t) = ⟨f, σ(a, s, t)ϕ⟩.

注 2.3 当 S = R+ × R× R2,

Aa =

 a 0

0
√
a


时, 定义 2.4 与文献 [15] 中的相应定义一致.

定义 2.5 对任意 h > 0, 如果定义 Qh = {[e−h
2 , e

h
2 ) ∪ [−e

h
2 ,−e−

h
2 )} × [−h

2 ,
h
2 )× [−h

2 ,
h
2 )

2, 那么,

对任意 (x, y, z) ∈ S 关于 Qh 的邻域 Qh(x, y, z) 定义如下:

Qh(x, y, z) = (x, y, z) ·Qh = {(ax, s+ y
√
|a|, t+BsAaz) : (a, s, t) ∈ Qh}.

注 2.4 为了叙述方便，本文用 Ehj,k,m 表示 Qh(e
jh, hke−h/.4, he−h/.2m).

定义 2.6 设 Γ = {γi}i∈I 为 S 中点列,

(i) 对任意 h > 0, Γ 称作在 S 中 Qh- 稠, 如果
∪
i∈I Qh(γi) = S;

(ii) 对任意 h > 0, Γ 称作 Qh- 分离的, 如果

Qh(γi) ∩Qh(γj) = ∅, i ̸= j.

Γ 称作相对 Qh- 分离的, 如果 Γ 可以表示有限个 Qh- 分离集的并.

注 2.5 当 Qh = [e−
h
2 , e

h
2 )× [−h

2 ,
h
2 )× [−h

2 ,
h
2 )

2, S = R+ ×R×R2 时, 定义 2.5和 2.6与文献 [15]

中的相应定义是一致的.
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定义 2.7 Hilbert空间 H 中的点列 {fj : j ∈ J}称作 H 的一个框架,如果存在 0 < A 6 B <∞,

使得对任意 f ∈ H, 有

A∥f∥2 6
∑
j∈J

|⟨f, fj⟩|2 6 B∥f∥2,

A 和 B 分别称为框架下界和框架上界.

因为

µ(Qh) =

∫
e−

h
2 6|a|6e

h
2

∫ −h
2

−h
2

∫ −h
2

−h
2

∫ −h
2

−h
2

dsdt
1

|a|
da = 2h4,

所以, 由文献 [15] 中有关上 (下) 切波密度的论述, 我们给出 S = R∗ × R × R2 上的上 (下) 切波密度

的定义.

定义 2.8 如果 Γ 是 S 中一个离散子集, 那么, Γ 的上切波密度定义为

D+(Γ) = lim sup
h→+∞

sup
(x,y,z)∈S

#(Γ ∩Qh(x, y, z))
2h4

,

Γ 的下切波密度被定义为

D−(Γ) = lim inf
h→+∞

inf
(x,y,z)∈S

#(Γ ∩Qh(x, y, z))
2h4

.

定义 2.9 关于 S 上左不变 Haar 测度 dµS(a, s, t) =
da
|a|dsdt 的空间 L1(S) 定义为

L1(S) =

{
f :

∫∫∫
S

|f(a, s, t)|dµS(a, s, t) <∞
}
.

参考文献 [15, 定义 3.1], 下面给出 WS(L
∞, L1) 和 WS(C,L

1) 的定义.

定义 2.10 Amalgam 空间 WS(L
∞, L1) 和 WS(C,L

1) 定义如下:

WS(L
∞, L1) = {f ∈ L1(S) : ∥f∥WS(L∞,L1) <∞},

其中范数 ∥f∥WS(L∞,L1) 定义如下:

∥f∥WS(L∞,L1) :=
∑

(j,k,m)∈Z×Z×Z2

∥f · χE1
j,k,m

∥∞.

Amalgam 空间 WS(C,L
1) =WS(L

∞, L1) ∩ C(S).
注 2.6 当 Q1 = [e−

1
2 , e

1
2 )×[− 1

2 ,
1
2 )×[− 1

2 ,
1
2 )

2, S = R+×R×R2时,定义 2.10与文献 [15,定义 3.1]

是一致的.

由定义 2.5 可知, 当 (a, s, t) ∈ Qh 时, |a| ∈ [e−
h
2 , e

h
2 ). 这与文献 [15, 引理 2.6] 中 (a, s, t) ∈ Qh 时,

a ∈ [e−
h
2 , e

h
2 ) 形式上是一致的, 因此, 通过观察我们只要适当添加绝对值就能运用文献 [15, 引理 2.6]

中相同的证明方法, 并且证明过程几乎逐句相同得到下面的引理 2.1.

引理 2.1 如果 h > 0, h′ > 0 且令

X = {(ejh, hke−h/.4, he−h/.2m) : j, k ∈ Z,m ∈ Z2},

那么, 下列说法均成立,

(i) X 在 S 中是 Qh- 稠的;
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(ii) Qh′(x, y, z) 至多与

Ch
′

h =

(
h′

h
+ 2

)[(
h′

h
+ 1

)
e

h
2 + 1

][(
h′

h
+ 1

)
eh + 1

][(
h′

h
+ 1

)
e

3h
4 + 1

]
个形如 Ehj,k,m 的不同元素相交.

引理 2.2 设 h > 0. 如果 Qh(x, y, z) ∩Qh(x′, y′, z′) ̸= ∅, 那么,

(x, y, z) ⊂ Q(2h+h2)eh/.2(x′, y′, z′).

证明 如果取 (b, c, d) ∈ Qh(x, y, z) ∩Qh(x′, y′, z′), 那么, 存在 (a, s, t), (a′, s′, t) ∈ Qh 使得

(b, c, d) = (x, y, z) · (a, s, t) = (x′, y′, z′) · (a′, s′, t′).

因此, 我们有

(x′, y′, z′)−1 · (x, y, z) = (a′, s′, t′) · (a, s, t)−1 =

(
a′

a
,
s′ − s√

|a|
, B−s/.

√
|a|A1/a(t

′ − t)

)
⊆ Q

(2h+h2)eh/2
.

这表明, (x, y, z) ⊂ Q
(2h+h2)eh/.2

(x′, y′, z′). 证毕.

引理 2.3 如果 Γ 是 S 中的离散子集, 那么, 下列说法等价,

(i) D+(Γ) <∞;

(ii) 存在 h > 0 使得 supx,y,z)∈S #(Γ ∩Qh(x, y, z)) <∞;

(iii) 对任意 h > 0, 我们有 sup(x,y,z)∈S #(Γ ∩Qh(x, y, z)) <∞;

(iv) 存在 h > 0, 使得 Γ 是相对 Qh- 分离的;

(v) 对任意 h > 0, Γ 是相对 Qh- 分离的.

证明 我们先证明 (i) ⇔ (ii) ⇔ (iii). 与证明引理 2.1 的理由一样, 我们能运用文献 [15, 命题 2.7]

中完全相同的证明方法容易证得 (i) ⇔ (ii). (iii) ⇒ (ii) 是显然的.

下证 (ii) ⇒ (iii). 设存在 h > 0 使得

R = sup
(x,y,z)∈S

#(Γ ∩Qh(x, y, z)) <∞.

则由引理 2.1(ii)可知, 对任意 h′ > 0,存在 Ch
′

h > 0使得 Qh′(x, y, z)至多被 Ch
′

h 个形如 Ehj,k,m 的不同

元素的并所覆盖. 因此,

sup
(x,y,z)∈S

#(Γ ∩Qh′(x, y, z)) 6 Ch
′

h sup
j,k∈Z,m∈Z2

#(Γ ∩ Ehj,k,m) 6 Ch
′

h R <∞.

其次证明 (i) ⇔ (iv) ⇔ (v). (v) ⇒ (iv) 显然.

下证 (i) ⇒ (v). 如果 D+(Γ) <∞ 和 h > 0, 那么, 我们有

R = sup
(x,y,z)∈S

#(Λ ∩Qh(x, y, z)) <∞.

对任意固定的 (x, y, z) ∈ Γ, 如果满足 (x′, y′, z′) ∈ Γ,

Qh(x, y, z) ∩Qh(x′, y′, z′) ̸= ∅.
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那么, 由引理 2.2, 我们有

(x′, y′, z′) ⊂ Q
(2h+h2)eh/.2

(x, y, z).

由引理 2.1(ii) 可知, 存在 N 使得 Q
(2h+h2)eh/.2

(x, y, z) 至多被 N 个形如 Ehj,k,m 不同元素所覆盖. 然而,

每个 Ehj,k,m 至多包含 Γ 中 R 个点. 因此, Q
(2h+h2)eh/.2

(x, y, z) 至多包含 Γ 中 NR 个点.

因此, 对任意 (x, y, z) ∈ Γ, Qh(x, y, z) 至多与 NR 个 Qh(x
′, y′, z′) 相交, 这里 (x′, y′, z′)∈ Γ. 由

Feichtinger和 Grobner不相交原则 (参见文献 [27,引理 2.9]), Γ至多能被分成 NR个点列 Γ1, . . . ,ΓNR,

其中每个 Γi 是 Qh- 分离的.

下证 (iv) ⇒ (i). 设 Γ=Γ1 ∪ · · · ∪ΓN ,其中每个 Γi 是 Qh-分离的. 选择 δ > 0使得 0 < ((2δ+ δ2)δ)

< h. 如果 (a, s, t), (a′, s′, t′) ∈ Γi 被包含在 Qδ(x, y, z) 中, 那么, 由引理 2.2, 我们有

(x, y, z) ∈ Q(2δ+δ2)δ(a, s, t) ⊂ Qh(a, s, t),

(x, y, z) ∈ Q(2δ+δ2)δ(a
′, s′, t′) ⊂ Qh(a

′, s′, t′).

因此, 根据 Γi 是 Qh- 分离的, 我们有 (a, s, t)=(a′, s′, t′), 这表明, 每个 Qδ(x, y, z) 至多包含 Γi 中一个

点. 由此可知,

sup
(x,y,z)∈S

#(Γ ∩Qδ(x, y, z)) 6 N <∞,

即 D+(Γ) <∞. 证毕.

与证明引理 2.1 的理由一样, 我们能运用文献 [15, 定理 5.1(i)、引理 3.3 和 3.4] 中的证明方法, 并

且证明过程几乎逐句相同得到下面的引理 2.4–2.6.

引理 2.4 如果 f, ϕ ∈ L2(R2) 且满足定义 2.1(i) , 那么,

|SHϕ(a, s, t)| 6 C|a| 34 max{1, d2}
[1 + ∥A

−1
a B−1

s t
max{1,d}∥2∞]α−

1
2

, ∀ (a, s, t) ∈ S,

其中

d2 =

(
2 +

s2

|a|

)
·max

{
1

|a|
,
1

a2

}
.

引理 2.5 如果 f, ϕ ∈ L2(R2) 且满足定义 2.1(ii), 那么,

|SHϕ(a, s, t)| 6 C|a| 34 |a|
3β
2

(1 + |a|2)β(
√

|a|+ |s|)β
, ∀ (a, s, t) ∈ S.

引理 2.6 设 ϕ ∈ L2(R2) 是一个非零函数且 Γ 是 S 中的离散子集. 如果 {σ(γ)ϕ, γ ∈ Γ} 是
L2(R2) 中的一个 Bessel 点列, 那么, D+(Γ) <∞.

为了证明本文的结果, 我们还需要下面两个引理.

引理 2.7 如果 ϕ ∈ L2(R2) 是可允许的且 f, g ∈ L2(R2), 那么,∫∫∫
S

SHϕf(a, s, t)SHϕg(a, s, t)dµS(a, s, t) = Cϕ⟨f, g⟩. (2.1)

注 2.7 由极化恒等式, (2.1) 等价于∫∫∫
S

|SHϕf(a, s, t)|2dµS(a, s, t) = Cϕ∥f∥22.
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证明∫∫∫
S

|SHϕf(a, s, t)|2dµS(a, s, t) =
∫
R2

∫
R

∫
R∗

|⟨f̂ , ϕ̂ast⟩|2dµS(a, s, t)

=

∫
R2

∫
R

∫
R∗

|a|− 3
2

∣∣∣∣∫
R2

f̂(ξ)ϕ̂(B−T
s A−1

a ξ)e2πi⟨ξ,A
−1
a B−1

s t⟩dξ

∣∣∣∣2 da|a|dsdt.
设 Fas(ξ) = f̂(ξ)ϕ̂(B−T

s A−1
a ξ), 则∫∫∫

S

|SHϕf(a, s, t)|2
da

|a|
dsdt =

∫
R

∫
R∗

[∫
R2

|a|− 3
2 |

∨
Fas(A

−1
a B−T

s t)|2dt
]
da

|a|
ds

=

∫
R

∫
R∗

[∫
R2

|
∨
Fas(t)|2dt

]
da

|a|
ds =

∫
R

∫
R∗

[∫
R2

|Fas(t)|2dt
]
da

|a|
ds

=

∫
R

∫
R∗

[∫
R2

|f̂(ξ)|2|ϕ̂(B−T
s A−1

a ξ)|2dξ
]
da

|a|
ds

=

∫
R2

|f̂(ξ)|2
[∫

R

∫
R∗

|ϕ̂(B−T
s A−1

a ξ)|2 da
|a|
ds

]
dξ.

当 ξ1 ̸= 0 时, 设 u2 = − sξ1
|a| +

ξ2√
|a|

, 则 ds = − |a|
ξ1
du2. 因此, 我们有

∫
R

∫
R∗

|ϕ̂(B−T
s A−1

a ξ)|2 da
|a|
ds =

∫
R∗

∫
R

∣∣∣∣ϕ̂(ξ1a ,−sξ1|a|
+

ξ2√
|a|

)∣∣∣∣2dsda|a| =
∫
R∗

∫
R

|ϕ̂( ξ1a , u2)|
2du2da

|ξ1|
.

又设 u1 = ξ1
a , 则 da = −a2

ξ1
du1. 因此, 我们也有∫

R

∫
R∗

|ϕ̂(B−T
s A−1

a ξ)|2 da
|a|
ds =

∫
R

∫
R

|ϕ̂(u1, u2)|2du2du1
u21

= Cϕ, a.e. ξ ∈ R2.

这表明, ∫∫∫
S

|SHϕf(a, s, t)|2dµS(a, s, t) = Cϕ

∫
R2

|f̂(ξ)|2dξ = Cϕ∥f∥22.

引理 2.8 [25] 设 {gn : n ∈ I} 是 Hilbert 空间 H 的一个框架且框架上下界分别为 B 和 A. 如果

{hn : n ∈ I} ⊂ H 且满足 ∑
n∈I

|⟨f, gn − hn⟩|2 6 ∆∥f∥22,

其中∆<A是常数,那么, {hn : n ∈ I}也是Hilbert空间H的一个框架且框架上下界分别为 (B
1
2 +∆

1
2 )2

和 (A
1
2 −∆

1
2 )2.

3 主要结果的证明

为了证明本文的主要结果, 我们还需要引理 3.1–3.11.

引理 3.1 (i) 如果 f, ϕ ∈ B0, 那么, SHϕf ∈ L1(S);

(ii) 每个 B0 中的元素都是可允许的;

(iii) 如果 f, ϕ ∈ B0, 那么, SHϕf ∈WS(C,L
1);

(iv) 如果 f, ϕ ∈ B0, 那么, 我们有∑
j,k∈Z,m∈Z2

(1 + |k|)2(1 + ∥m∥∞)
2
(1 + e

j
2 )

3
(1 + ej)∥SHφf · χE1

j,k,m
∥
∞
<∞.
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证明 (i) 的证明. 事实上, 由引理 2.4 和 2.5, 我们有

|SHϕf(a, s, t)| 6 C|a| 34 (max{1, d2}) 1
2

[1 + ∥A
−1
a B−1

s t
max{1,d}∥2∞]

α
2 − 1

4

|a|
3β
4

(1 + |a|2) β
2 (
√

|a|+ |s|) β
2

, ∀ (a, s, t) ∈ S.

因此,∫∫∫
S

|SHϕf(a, s, t)|dµS(a, s, t) 6 C

∫∫∫
S

(max{1, d2}) 1
2

[1 + ∥A
−1
a B−1

s t
max{1,d}∥2∞]

α
2 − 1

4

|a|
3(β+1)

4

(1 + |a|2) β
2 (
√

|a|+ |s|) β
2

dµS(a, s, t)

=: I1 + I2,

其中

I1 = C

∫
R2

∫
R

∫
0<|a|61

(max{1, d2}) 1
2

[1 + ∥A
−1
a B−1

s t
max{1,d}∥2∞]

α
2 − 1

4

|a|
3(β+1)

4

(1 + |a|2) β
2 (
√

|a|+ |s|) β
2

dµS(a, s, t),

I2 = C

∫
R2

∫
R

∫
1<|a|

(max{1, d2}) 1
2

[1 + ∥A
−1
a B−1

s t
max{1,d}∥2∞]

α
2 − 1

4

|a|
3(β+1)

4

(1 + |a|2) β
2 (
√

|a|+ |s|) β
2

dµS(a, s, t).

I1 的估计. 因为 0 < |a| 6 1, 所以, 我们有

d2 =

(
2 +

s2

|a|

)
·max

{
1

|a|
,
1

a2

}
=

2a2 + s2

|a|3
> 1.

因此,

1 +

∥∥∥∥ A−1
a B−1

s t

max{1, d}

∥∥∥∥2
∞

> 1 +
∥t∥2∞

d2∥Aa∥2∞∥Bs∥2∞
> 1 +

|a|3∥t∥2∞
(2a2 + s2)|a|(1 + |s|)2

> 1 +
a2∥t∥2∞

(2a2 + s2)(1 + |s|)2
> 1 +

a2∥t∥2∞
2(1 + |s|)4

.

这表明,

I1 6 C

∫
R2

∫
R

∫
0<|a|61

( 2a
2+s2

|a|3 )
1
2

[1 +
a2∥t∥2

∞
2(1+|s|)4 ]

α
2 − 1

4

|a|
3(β+1)

4

(1 + |a|2) β
2 (
√
|a|+ |s|) β

2

da

|a|
dsdt

6 C

∫
R2

∫
R

∫
0<|a|61

√
2(1 + |s|)|a|− 3

2

[1 +
a2∥t∥2

∞
2(1+|s|)4 ]

α
2 − 1

4

|a|
3(β+1)

4

(
√
|a|+ |s|) β

2

da

|a|
dsdt

6 C

∫
R2

∫
R

∫
0<|a|61

√
2(1 + |s|)|a|− 3

2 [2(1 + |s|)4]α2 − 1
4

[2(1 + |s|)4 + a2∥t∥2∞]
α
2 − 1

4

|a|
3(β+1)

4

|a| β4 (1 + |s|√
a
)

β
2

da

|a|
dsdt

6 C

∫
R2

∫
R

∫
0<|a|61

2
α
2 + 1

4 |a|− 3
2 (1 + |s|)2α

|a|a− 1
2 (1 + ∥t∥2∞)

α
2 − 1

4

|a|
3(β+1)

4

|a| β4 (1 + |s|) β
2

da

|a|
dsdt

= C2
α
2 + 1

4

∫
R2

1

(1 + ∥t∥2∞)
α
2 − 1

4

dt

∫
R

1

(1 + |s|) β
2 −2α

ds

∫
0<|a|61

|a|
β
2 −α− 5

4 da <∞. (3.1)

I2 的估计. 当 |a| > 1 且 d2 = (2 + s2

|a| ) ·max{ 1
|a| ,

1
a2 } = 2|a|+s2

a2 6 1 时, 我们有

1 +

∥∥∥∥ A−1
a B−1

s t

max{1, d}

∥∥∥∥2
∞

> 1 +
∥t∥2∞

∥Aa∥2∞∥Bs∥2∞
> 1 +

∥t∥2∞
a2(1 + |s|)2

,
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这表明,

I2 6 C

∫
R2

1

(1 + ∥t∥2∞)
α
2 − 1

4

dt

∫
R

1

(1 + |s|) β
2 −α+ 1

2

ds

∫
1<|a|

1

|a| β4 −α+ 3
4

da <∞. (3.2)

当 |a| > 1 且 d2 = (2 + s2

|a| ) ·max{ 1
|a| ,

1
a2 } > 1 时, 我们有

1 +

∥∥∥∥ A−1
a B−1

s t

max{1, d}

∥∥∥∥2
∞

> 1 +
∥t∥2∞

(2|a|+ s2)(1 + |s|)2
,

这也表明,

I2 6 C

∫
R2

1

(1 + ∥t∥2∞)
α
2 − 1

4

dt

∫
R

1

(1 + |s|) β
2 −2α

ds

∫
1<|a|

2
α
2 + 1

4

|a| β4 −α
2 +1

da <∞. (3.3)

因此, 由 (3.1)–(3.3), 我们有 SHϕf ∈ L1(S).

(ii) 的证明. 事实上对任意 ψ ∈ B0, 我们可以用 (i) 中的类似证明方法可证得∫∫∫
S

|SHψψ(a, s, t)|2dµS(a, s, t) <∞.

因此, 运用引理 2.7 中的证明方法易知是可允许的.

(iii) 的证明. 任取 f, ϕ ∈ B0, 由后面的引理 3.7 易知, SHϕf ∈ C(S). 下面证明, 如果 f, ϕ ∈ B0,

那么,

∥SHϕf∥WS(C,L1) =
∑

j,k∈Z,m∈Z2

∥SHϕf · χE1
j,k,m

∥∞ =: T1 + T 2 + T3 + T4 <∞,

其中

T1 =

0∑
j=−∞

∑
k∈Z

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

∥SHϕf · χE1
j,k,m

∥∞,

T2 =

∞∑
j=1

∑
k∈Z

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

∥SHϕf · χE1
j,k,m

∥∞,

T3 =
0∑

j=−∞

∑
k∈Z

∑
{m∈Z2,∥m∥∞6 3e

2 }

∥SHϕf · χE1
j,k,m

∥∞,

T4 =
∞∑
j=1

∑
k∈Z

∑
{m∈Z2,∥m∥∞6 3e

2 }

∥SHϕf · χE1
j,k,m

∥∞.

事实上, 如果任取 (a, s, t) ∈ Q1(e
j ,ke−

1
4 , e−

1
2m), 那么存在

(x, y, z) ∈ Q1 = {[−e
1
2 ,−e−

1
2 )∪[e− 1

2 , e
1
2 )} ×

[
−1

2
,
1

2

)
×
[
−1

2
,
1

2

)2

,

使得

(a, s, t) = (ej ,ke−
1
4 , e−

1
2m) · (x, y, z) = (xej ,y + ke−

1
4

√
|x|, z + e−

1
2ByAam).

这表明,

ej−
1
2 6 |a| 6 ej+

1
2 ,
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|k|e− 1
2 − 1

2
6 |s| 6 |k|+ 1

2
,

e−
1
2 ∥ByAxm∥∞ − 1

2
6 ∥t∥∞ 6 e−

1
2 ∥ByAxm∥∞ +

1

2
.

由此可知, 上面三个不等式与文献 [15, 定理 3.5] 证明过程中的三个关键不等式

ej−
1
2 6 a 6 ej+

1
2 ,

|k|e− 1
2 − 1

2
6 |s| 6 |k|+ 1

2
,

e−
1
2 ∥ByAxm∥∞ − 1

2
6 ∥t∥∞ 6 e−

1
2 ∥ByAxm∥∞ +

1

2
,

相比较可知,第二个和第三个不等式完全相同,只是第一个不等式 a中变为 |a|. 因此,通过观察我们可

以运用文献 [15,定理 3.5]中相同的证明方法, 并且证明过程几乎逐句相同得到下面的结果 (其中的 C

是引理 2.4 和 2.5 中的常数 C):

T1 6 C

( −1∑
j=−∞

e(
β
4 −α

2 + 1
8 )j + 1

)∑
k∈Z

1

(2|k|+
√
e)(β−4α)/2

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

1

∥m∥α−
1
2∞

= C

(
1

e(
β
4 −α

2 + 1
8 ) − 1

+ 1

)∑
k∈Z

1

(2|k|+
√
e)(β−4α)/2

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

1

∥m∥α−
1
2∞
,

T2 6 C
∞∑
j=1

e−
β+1
4 j

∑
k∈Z

1

(2|k|+
√
e)(β−4α)/2

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

1

∥m∥α−
1
2∞

+ C
∞∑
j=1

e−
β−2α−1

4 j
∑
k∈Z

1

(2|k|+
√
e)(β−4α+2)/2

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

1

∥m∥α−
1
2∞

=
C

e
β+1
4 − 1

∑
k∈Z

1

(2|k|+
√
e)(β−4α)/2

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

1

∥m∥α−
1
2∞

+
C

e
β−2α−1

4 − 1

∑
k∈Z

1

(2|k|+
√
e)(β−4α+2)/2

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

1

∥m∥α−
1
2∞
,

T3 6 C(3e + 1)2
−1∑

j=−∞
e
(
β
2

+ 3
8
)j ∑
k∈Z

1

(2|k|+
√
e)β

+ C(3e + 1)2
∑
k∈Z

1

(2|k|+
√
e)β

=
C(3e + 1)2

e
β
2
+ 3

8 − 1

∑
k∈Z

1

(2|k|+
√
e)β

+ C(3e + 1)2
∑
k∈Z

1

(2|k|+
√
e)β

,

T4 6 C(3e + 1)2
∞∑
j=1

e
−(

β
2

− 3
4
)j ∑
k∈Z

1

(2|k|+
√
e)β

=
C(3e + 1)2

e
β
2 − 3

4 − 1

∑
k∈Z

1

(2|k|+
√
e)β

.

因此, 易知引理 3.1(iii) 的结论成立.

(iv) 的证明. 设∑
j,k∈Z,m∈Z2

(1 + |k|)2(1 + ∥m∥∞)2(1 + e
j
2 )3(1 + ej) · ∥SHϕf · χE1

j,k,m
∥∞ =: T ′

1 + T ′
2 + T ′

3 + T ′
4,

其中

T ′
1 =

0∑
j=−∞

∑
k∈Z

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

(1 + |k|)2(1 + ∥m∥∞)2(1 + e
j
2 )3(1 + ej)∥SHϕf · χE1

j,k,m
∥∞,
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T ′
2 =

∞∑
j=1

∑
k∈Z

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

(1 + |k|)2(1 + ∥m∥∞)2(1 + e
j
2 )3(1 + ej)∥SHϕf · χE1

j,k,m
∥∞,

T ′
3 =

0∑
j=−∞

∑
k∈Z

∑
{m∈Z2,∥m∥∞6 3e

2 }

(1 + |k|)2(1 + ∥m∥∞)2(1 + e
j
2 )3(1 + ej)∥SHϕf · χE1

j,k,m
∥∞,

T ′
4 =

∞∑
j=1

∑
k∈Z

∑
{m∈Z2,∥m∥∞6 3e

2 }

(1 + |k|)2(1 + ∥m∥∞)2(1 + e
j
2 )3(1 + ej)∥SHϕf · χE1

j,k,m
∥∞.

我们可以用前面证明 T1, T2, T3 和 T4 完全一样的方法得到下面的结果:

T ′
1 6 C

( −1∑
j=−∞

e(
β
4 −α

2 + 1
8 )j(1 + e

j
2 )3(1 + ej) + (1 + e0)3(1 + e0)

)∑
k∈Z

(1 + |k|)2

(2|k|+
√
e)(β−4α)/.2

×
∑

{m∈Z2,∥m∥∞> 3e
2 }

(1 + ∥m∥∞)2

∥m∥α−
1
2∞

6 16C

( −1∑
j=−∞

e(
β
4 −α

2 + 1
8 )j + 1

)∑
k∈Z

(1 + |k|)2

(2|k|+
√
e)(β−4α)/.2

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

(1 + ∥m∥∞)2

∥m∥α−
1
2∞

= 16C

(
1

e(
β
4 −α

2 + 1
8 ) − 1

+ 1

)∑
k∈Z

(1 + |k|)2

(2|k|+
√
e)(β−4α)/.2

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

(1 + ∥m∥∞)2

∥m∥α−e 1
2∞

, (3.4)

T ′
2 6 C

∞∑
j=1

e−
β+1
4 j(1 + e

j
2 )3(1 + ej)

∑
k∈Z

(1 + |k|)2

(2|k|+
√
e)(β−4α)/.2

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

(1 + ∥m∥∞)2

∥m∥α−
1
2∞

+ C

∞∑
j=1

e−
β−2α−1

4 j(1 + e
j
2 )3(1 + ej)

∑
k∈Z

(1 + |k|)2

(2|k|+
√
e)(β−4α)/.2

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

(1 + ∥m∥∞)2

∥m∥α−
1
2∞

6 16C

∞∑
j=1

e−
β−15

4 j
∑
k∈Z

(1 + |k|)2

(2|k|+
√
e)(β−4α)/.2

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

(1 + ∥m∥∞)2

∥m∥α−
1
2∞

+ 16C
∞∑
j=1

e−
β−2α−17

4 j
∑
k∈Z

(1 + |k|)2

(2|k|+
√
e)(β−4α)/.2

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

(1 + ∥m∥∞)2

∥m∥α−
1
2∞

=
16C

e
β−15

4 − 1

∑
k∈Z

(1 + |k|)2

(2|k|+
√
e)(β−4α)/.2

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

(1 + ∥m∥∞)2

∥m∥α−
1
2∞

+
16C

e
β−2α−17

4 − 1

∑
k∈Z

(1 + |k|)2

(2|k|+
√
e)(β−4α+2)/.2

∑
{m∈Z2,∥m∥∞> 3e

2 }

(1 + ∥m∥∞)2

∥m∥α−
1
2∞

, (3.5)

T ′
3 6 C

(
1 +

3e

2

)2

(3e + 1)2
−1∑

j=−∞
e
(
β
2

+ 3
8
)j

(1 + e
j
2 )3(1 + ej)

∑
k∈Z

(1 + |k|)2

(2|k|+
√
e)β

+ C

(
1 +

3e

2

)2

× (3e + 1)2(1 + e0)3(1 + e0)
∑
k∈Z

(1 + |k|)2

(2|k|+
√
e)β

6 16C

(
1 +

3e

2

)2

(3e + 1)2
−1∑

j=−∞
e
(
β
2
+ 3

8
)j ∑
k∈Z

(1 + |k|)2

(2|k|+
√
e)β

+ 16C

(
1 +

3e

2

)2

(3e + 1)2
∑
k∈Z

(1 + |k|)2

(2|k|+
√
e)β
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= 16C

(
1 +

3e

2

)2

(3e + 1)2
(

1

e
β
2 + 3

8 − 1
+ 1

)∑
k∈Z

(1 + |k|)2

(2|k|+
√
e)β

, (3.6)

T ′
4 6 C

(
1 +

3e

2

)2

(3e + 1)2
∞∑
j=1

e
−(

β
2

− 3
4
)j

(1 + e
j
2 )3(1 + ej)

∑
k∈Z

1

(2|k|+
√
e)β

6 16C

(
1 +

3e

2

)2

(3e + 1)2
∞∑
j=1

e
−(

β
2

− 19
4

)j ∑
k∈Z

1

(2|k|+
√
e)β

= 16C(3e + 1)2
(
1 +

3e

2

)2
1

e
β
2 −

19
4 − 1

∑
k∈Z

1

(2|k|+
√
e)β−1

. (3.7)

因此, 由 (3.4)–(3.7) 易知, 引理 3.1(iv) 的结论成立.

引理 3.2 如果 g ∈ L2(R2) 是可允许的且 f, ϕ ∈ L2(R2), 那么,

CgSHϕf(x, y, z) =

∫∫∫
S

SHgf(a, s, t)SHϕg((a, s, t)
−1 · (x, y, z))dµS(a, s, t)

=

∫∫∫
S

SHgf(a, s, t)SHgϕ((x, y, z)−1 · (a, s, t))dµS(a, s, t).

证明 ∫∫∫
S

SHgf(a, s, t)SHϕg((a, s, t)
−1 · (x, y, z))dµS(a, s, t)

=

∫∫∫
S

SHgf(a, s, t)⟨g, σ((a, s, t)−1 · (x, y, z))ϕ⟩dµS(a, s, t)

=

∫∫∫
S

SHgf(a, s, t)⟨g, σ((a, s, t)−1 · (x, y, z))ϕ⟩dµS(a, s, t)

=

∫∫∫
S

SHgf(a, s, t)⟨σ(a, s, t)g, σ(x, y, z)ϕ⟩dµS(a, s, t)

=

∫∫∫
S

SHgf(a, s, t)⟨σ(x, y, z)ϕ, σ(a, s, t)g⟩dµS(a, s, t)

=

∫∫∫
S

SHgf(a, s, t)SHg(σ(x, y, z)ϕ)(a, s, t)dµS(a, s, t).

因此, 由引理 2.7 可知, ∫∫∫
S

SHgf(a, s, t)SHϕg((a, s, t)
−1 · (x, y, z))dµS(a, s, t)

= Cg

∫
R2

f̂(ξ)σ(x, y, z)ϕ̂(ξ)dξ = CgSHϕf(x, y, z).

同理可证,

CgSHϕf(x, y, z) =

∫∫∫
S

SHgf(a, s, t)SHgϕ((x, y, z)−1 · (a, s, t))dµS(a, s, t).

证毕.

引理 3.3 设 ϕ ∈ B0. 如果 Γ ⊂ S 是 Qh- 分离集, 那么, 对任意 ψ ∈ B0, 我们有∑
γ∈Γ

|SHϕψ(γ)| 6 3(2e
1
2 + 1)(2e + 1)(2e

3
4 + 1)∥SHϕψ∥WS(C,L1).
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证明 任取 1 > δ > 0满足 0 < (2δ + δ2)δ < h. 因为 Γ是 Qh-分离的,那么,我们可以采用引理 2.3

中同样的证明方法可证得 Γ 中至多只有一个点包含在 Eδj,k,m 中. 因此,∑
γ∈Γ

|SHϕψ(γ)| 6
∑

j,k∈Z,m∈Z2

∥SHϕf · χEδ
j,k,m

∥∞. (3.8)

再由引理 2.1 和 (3.8) 可知,∑
γ∈Γ

|SHϕψ(γ)| 6 (δ + 2)[(δ + 1)e
1
2 + 1][(δ + 1)e1 + 1][(δ + 1)e

3
4 + 1]

∑
j,k∈Z,m∈Z2

∥SHϕf · χE1
j,k,m

∥∞

6 3(2e
1
2 + 1)(2e + 1)(2e

3
4 + 1)

∑
j,k∈Z,m∈Z2

∥SHϕf · χEδ
j,k,m

∥∞

= 3(2e
1
2 + 1)(2e + 1)(2e

3
4 + 1)∥SHϕψ∥WS(C,L1).

证毕.

引理 3.4 设 ϕ ∈ B0. 如果 Γ ⊂ S 是 Qh- 分离集, 那么, {σ(γ)ϕ : γ ∈ Γ} 是 L2(R2) 的 Bessel 列.

证明 任取 γ ∈ Γ, ψ ∈ B0, f ∈ L2(R2), 则由引理 3.2, 我们有

|SHϕf(γ)|2 =

∣∣∣∣ 1

Cψ

∫∫∫
S

SHψf(a, s, t)SHϕψ((a, s, t)
−1 · γ)dµS(a, s, t)

∣∣∣∣2
6 1

C2
ψ

∫∫∫
S

|SHψf(a, s, t)|2|SHϕψ((a, s, t)
−1 · γ)|dµS(a, s, t)

×
∫∫∫

S

|SHϕψ((a, s, t)
−1 · γ)|dµS(a, s, t)

=
1

C2
ψ

∫∫∫
S

|SHψf(a, s, t)|2|SHϕψ((a, s, t)
−1 · γ)|dµS(a, s, t)

×
∫∫∫

S

|SHψϕ(γ
−1 · (a, s, t))|dµS(a, s, t)

=
∥SHψϕ∥L1(S)

C2
ψ

∫∫∫
S

|SHψf(a, s, t)|2|SHϕψ((a, s, t)
−1 · γ)|dµS(a, s, t). (3.9)

因为 Γ 是 Qh- 分离的, 所以, (a, s, t)−1 · Γ 也是 Qh- 分离的. 于是, 由引理 3.3 和 (3.9) 可知,∑
γ∈Γ

|SHϕf(γ)|2 6
∥SHψϕ∥L1(S)

C2
ψ

∫∫∫
S

|SHψf(a, s, t)|2
∑
γ∈Γ

|SHϕψ((a, s, t)
−1 · γ)|dµS(a, s, t)

6
3(2e

1
2 + 1)(2e + 1)(2e

3
4 + 1)∥SHϕψ∥L1(S)∥SHϕψ∥WS(C,L1)

Cψ
∥f∥22.

因此, {σ(γ)ϕ : γ ∈ Γ} 是 L2(R2) 的 Bessel 列.

引理 3.5 设 1 > h > 0, 则对任意固定的 j, k ∈ Z,m ∈ Z2, Ehj,k,m 的 Lebesgue 测度满足

|Ehj,k,m| = 2h3|eh(j+ 1
2 ) − eh(j−

1
2 )|(1 + |k| − |k|e−h/.2)(1 + (e−h/.4 − e−3h/.4)|m2|)

× (1 + (1− e−h)|m1|+ he−h/.4|m2|).

证明 因为对任意 j, k ∈ Z,m ∈ Z2,

Ehj,k,m =

{
(aejh, s+ hke−h/.4

√
|a|, t+ he−h/.2BsAam) : |a| ∈ [e−

h
2 , e

h
2 ), s ∈

[
−h
2
,
h

2

)
, t ∈

[
−h
2
,
h

2

)2}
,
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所以,

|Ehj,k,m| = 2h3|eh(j+ 1
2 ) − eh(j−

1
2 )|(1 + |k| − |k|e−h/.2)(1 + (e−h/.4 − e−3h/.4)|m2|)

× (1 + (1− e−h)|m1|+ he−h/.4|m2|).

证毕.

引理 3.6 设 h0 > 0. 如果 γ′ ∈ Q 1
3
√

e
h0
(γ), 那么 Q 1

3
√
e
h0
(γ′) ⊆ Qh0(γ).

证明 由 γ′ ∈ Q 1
3
√
e
h0
(γ) = γ ·Q 1

3
√
e
h0
和 Q 1

3
√

e
h0
(γ′) = γ′ ·Q 1

3
√

e
h0
可知,

Q 1
3
√

e
h0
(γ′) ⊆ γ ·Q 1

3
√

e
h0

·Q 1
3
√

e
h0

⊆ γ ·Qh0 = Qh0(γ).

证毕.

引理 3.7 对任意 ϕ ∈ L2(R2), (a, s, t) 7→ σ(a, s, t)ϕ 是从 S 到 L2(R2) 的一致连续映射.

证明 我们只需要证明对任意 ε > 0, 存在 h > 0 使得对任意满足 e−
h
2 < a1

a2
< e

h
2 , |s1 − s2| < h

2

和 ∥t1 − t2∥∞ < h
2 的 (a1, s1, t1) 和 (a2, s2, t2) ∈ S,

∥σ(a1, s1, t1)ϕ− σ(a2, s2, t2)ϕ∥2 < ε.

事实上, 我们有

∥σ(a2, s2, t2)ϕ− σ(a1, s1, t1)ϕ∥2

6 ∥σ(a2, s2, t2)ϕ− σ(a1, s1, t2)ϕ∥2 + ∥σ(a1, s1, t2)ϕ− σ(a1, s1, t1)ϕ∥2

= ∥ϕ− σ((a2, s2, t2)
−1 · (a1, s1, t2))ϕ∥2 + ∥ϕ− σ((a1, s1, t2)

−1 · (a1, s1, t1))ϕ∥2

=

∥∥∥∥ϕ− σ

(
a1
a2
, s1 − s2

√
|a1|√
|a2|

, (I −B
s1−s2(

√
|a1|/

√
|a2|)

Aa1/a2)t2

)
ϕ

∥∥∥∥
2

+ ∥ϕ− σ(1, 0, t1 − t2)ϕ∥2

=

[∫
R2

∣∣∣∣ϕ(x)− ∣∣∣∣a1a2
∣∣∣∣ 3
4

ϕ(B
s1−s2(

√
|a1|/

√
|a2|)

Aa1/a2x− (B
s1−s2(

√
|a1|/

√
|a2|)

Aa1/a2 − I)t2)

∣∣∣∣2dx] 1
2

+

[∫
R2

|ϕ(x)− ϕ(x− (t1 − t2))|2dx
] 1

2

6
∣∣∣∣a1a2

∣∣∣∣ 3
4
[∫

R2

|ϕ(x)− ϕ(B
s1−s2(

√
|a1|/

√
|a2|)

Aa1/a2x− (B
s1−s2(

√
|a1|/

√
|a2|)

Aa1/a2 − I)t2)|2dx
] 1

2

+

[∫
R2

|ϕ(x)−
∣∣∣∣a1a2

∣∣∣∣ 3
4

ϕ(x)|2dx
] 1

2

+

[∫
R2

|ϕ(x)− ϕ(x− (t1 − t2))|2dx
] 1

2

=

∣∣∣∣a1a2
∣∣∣∣− 3

4
[∫

R2

|ϕ(x)− ϕ(B
s1−s2(

√
|a1|

√
|a2|)

Aa1/a2x− (B
s1−s2(

√
|a1|/

√
|a2|)

Aa1/a2 − I)t2)|2dx
] 1

2

+

(
1−

∣∣∣∣a1a2
∣∣∣∣ 3
4
)
∥ϕ∥2 +

[∫
R2

|ϕ(x)− ϕ(x− (t1 − t2))|2dx
] 1

2

.

当 ϕ ∈ Cc(R2)时,这里 Cc(R2)是 R2 上具有紧支集的连续函数空间,我们可以选择 h充分接近 0

使得 ∫
R2

|ϕ(x)− ϕ(B
s1−s2(

√
|a1|/

√
|a2|)

Aa1/a2x− (B
s1−s2(

√
|a1|/

√
|a2|)

Aa1/a2 − I)t2)|2dx,

912



中国科学 : 数学 第 44 卷 第 8 期

∫
R2

|ϕ(x)− ϕ(x− (t1 − t2))|2dx

任意小. 因此, 对任意 ϕ ∈ Cc(R2), 存在 h > 0 使得对任意满足 e−
h
2 < a1

a2
< e

h
2 , |s1 − s2| < h

2 和

∥t1 − t2∥∞ < h
2 的 (a1, s1, t1) 和 (a2, s2, t2) ∈ S, 有

∥σ(a1, s1, t1)ϕ− σ(a2, s2, t2)ϕ∥2 < ε,

即对任意 ϕ ∈ Cc(R2), (a, s, t) 7→ σ(a, s, t)ϕ 是从 S 到 L2(R2) 上的一致连续映射.

又因为 Cc(R2) 在 L2(R2) 中稠密, 所以, 对任意 ϕ ∈ L2(R2), (a, s, t) 7→ σ(a, s, t)ϕ 也是从 S 到

L2(R2) 上的一致连续映射. 这就完成了引理 3.7 的证明.

引理 3.8 对任意 1 > h > 0, N > 0, 设

ΛhN = {(j, k,m) : QN ∩ Ehj,k,m ̸= ∅},

则

(i) 当 (j, k,m) /∈ ΛhN 时, 我们有 |j| > N+1
2 或 |k| > N−1

2 或 ∥m∥∞ > N−1
3 .

(ii) 当 (j, k,m) ∈ ΛhN 时, 我们有

|j| 6 N

2h
+

1

2
, |k| 6

(
N

2h
+

1

2

)
e

h
2 , |m1| 6

(
N

2h
+

1

2

)
eh +

h+N

4
e

3h
4 , |m2| 6

(
N

2h
+

1

2

)
e

3h
4 .

证明 (i) 的证明. 因为 (j, k,m) /∈ ΛhN , 所以, 对任意的 (p, q, r) ∈ Ehj,k,m, 我们有 (p, q, r) /∈ QN .

又因为

(p, q, r) ∈ Ehj,k,m =

{
(uej , v + ke−1/4

√
u,w + e−1/2BvAum) : |u| ∈ [e−

h
2 , e

h
2 ),

v ∈
[
−h
2
,
h

2

)
, w ∈

[
−h
2
,
h

2

)2}
,

所以,

eh(j−
1
2 ) 6 |p| 6 eh(j+

1
2 ),

h

(
|k|e−h/2 − 1

2

)
6 |q| 6 h

(
|k|+ 1

2

)
,

he−h|m1| −
h2

2
e−

h
4 |m2| −

h

2
6 |r1| 6 h|m1|+

h2

2
e−

h
4 |m2|+

h

2
6 |m1|+

1

2
|m2|+

1

2
,

h

(
|m2|e−

3h
4 − 1

2

)
6 |r2| 6 h

(
|m2|e−

h
4 +

1

2

)
6 |m2|+

1

2
. (3.10)

因此, 由 (3.10) 可知, 满足 (p, q, r) ∈ Ehj,k,m, (p, q, r) /∈ QN 的 (j, k,m) 至少可为以下几种情形之一:

情形 1

|p| /∈
[
e−

N
2 , e

N
2

)
, ej−

1
2 6 |p| 6 ej+

1
2 ⇒ |j| > N + 1

2
;

情形 2

q /∈
[
−N

2
,
N

2

)
, |q| 6 1

2
+ |k| ⇒ |k| > N − 1

2
;
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情形 3

r1 /∈
[
−N

2
,−N

2

)
, |r1| 6 |m1|+

e−
1
4

2
|m2|+

1

2
⇒ |m1|+

1

2
|m2|+

1

2
> N

2
⇒ ∥m∥∞ > N − 1

3
;

情形 4

r2 /∈
[
−N

2
,
N

2

)
, |r2| 6 |m2|+ 1 ⇒ |m2|+ 1 > N

2
⇒ ∥m∥∞ > N − 1

2
.

这表明, 当 (j, k,m) /∈ ΛhN 时, 我们有 |j| > N+1
2 或 |k| > N−1

2 或 ∥m∥∞ > N−1
3 .

(ii)的证明. 任取 (p, q, r) ∈ QN∩Ehj,k,m,则同样由 (3.10)可知,当 (p, q, r) ∈ QN 且 (p, q, r) ∈ Ehj,k,m

时, 我们有

|j| 6 N

2h
+

1

2
, |k| 6

(
N

2h
+

1

2

)
e

h
2 , |m1| 6

(
N

2h
+

1

2

)
eh +

h+N

4
e

3h
4 , |m2| 6

(
N

2h
+

1

2

)
e

3h
4 .

证毕.

为了叙述方便, 如果令

Nh
j,k,m = (1 + |k| − |k|e−h/.2)(1 + (e−h/.4 − e−3h/.4)|m2|)(1 + (1− e−h)|m1|+ he−h/.4|m2|),

那么, 我们可以得到下面的引理 3.9–3.11.

引理 3.9 设 1 > d > 0, (x, y, z) ∈ S, 则当 E1
j′,k′,m′ ∩ (x, y, z)−1 · Edj,k,m ̸= ∅ 时, 我们有

Nd
j,k,m 6 16e4(d+ 1− e−d/2)2(d+ e−d/4 − e−3d/4)(1 + |k′|)2(1 + ∥m′∥∞)2(1 + |y|e

j′
2 )

× (1 + e
j′
2 |z2|)2[1 + (|z1|+ |y||z2|)ej

′
].

证明 取 (u, v, w) ∈ E1
j′,k′,m′ ∩ (x, y, z)−1 · Edj,k,m, 则存在 (a, s, t) ∈ Q1, (p, q, r) ∈ Qd, 使得

(u, v, w) = (x, y, z)−1 · (ejd, dke−d/4, de−d/2m) · (p, q, r)

=

(
1

x
,
−y√
|x|
,−B −y√

|x|
A 1

x
z

)
· (ejd, dke−d/4, de−d/2m) · (p, q, r)

=

(
ejd

x
, dke−d/4 − y√

|x|
ejd/2, de−d/2m−Bdke−d/4AejdB −y√

|x|
A 1

x
z

)
· (p, q, r)

=

(
ejdp

x
, q +

(
dke−d/4 − y√

|x|
ejd/2

)√
|p|, r +BqAp(de

−d/2m−Bdke−d/4AejdB −y√
|x|
A 1

x
z)

)
,

(u, v, w) = (ej
′
, k′e−1/4, e−1/2m′) · (a, s, t) = (aej

′
, s+ k′e−1/4

√
|a|, t+BsAae

−1/2m′).

于是,

edj = ej
′ |ax|
|p|

, q +

(
dke−d/.4 − y√

|x|
ejd/2

)√
|p| = s+ k′e−1/4

√
|a|,

t+BsAae
−1/2m′ = r +BqAq(de

−d/2m−Bdke−d/4AejdB −y√
|x|
A 1

x
z).

从而, 由 d ∈ (0, 1], (a, s, t) ∈ Q1, (p, q, r) ∈ Qd 可知,

|k| 6 ed/4

d

(
1 + d

2
e

d
4 + |k′|e d

4 + |y|e
j′
2 e

d+1
4

)
6 e

d
(1 + |k′|+ |y|e

j′
2 ), (3.11)
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|m2| 6
e

d
(|m′

2|+ e
j′
2 |z2|+ 1) 6 e

d
(∥m′∥∞ + e

j′
2 |z2|+ 1), (3.12)

|m1| 6
e1/.2

d

[
|m′

1|+ |m′
2|+ e

3
2 |z1|ej

′
+ e(d|k|e−d/4 + 1)|z2|e

j′
2 + 2e

3
2 |y||z2|ej

′
+

3e
1
2

2

]
6 e1/2

d

[
2∥m′∥∞ + e

3
2 |z1|ej

′
+ e

(
e3/4|k′|+ e3/4|y|e

j′
2 + e3/4 +

1

2

)
|z2|e

j′
2 + 2e

3
2 |y||z2|ej

′
+

3e
1
2

2

]

6 2e2(1 + |k′|)(1 + ∥m′∥∞)(1 + |z2|e
j′

2 )[1 + (|z1|+ 2|y||z2|)ej
′
]

d
. (这里运用了 (3.11)) (3.13)

因此, 由 (3.11)–(3.13), 我们有

d3(1 + |k| − |k|e−d/2)(1+(e−d/4 − e−3d/4)|m2|)(1 + (1− e−d)|m1|+ de−d/4|m2|)

6 [d+ e(1− e−d/2)(1 + |k′|+ |y|e
j′
2 )][d+ e(e−d/4 − e−3d/4)(∥m′∥∞ + e

j′
2 |z2|+ 1)][d+ 2e2

× (1− e−d)(1 + |k′|)(1 + ∥m′∥∞)(1 + |z2|e
j′
2 )[1 + (|z1|+ 2|y||z2|)ej

′
] + e

3
4 d(∥m′∥∞ + e

j′
2 |z2|+ 1)]

6 2e4(d+ 1− e−d/2)2(d+ e−d/4 − e−3d/4)(2 + |k′|+ |y|e
j′
2 )(2 + ∥m′∥∞ + e

j′
2 |z2|)

× [1+(1 + |k′|)(1 + ∥m′∥∞)(1 + |z2|e
j′
2 )[1 + (|z1|+ 2|y||z2|)ej

′
] + (∥m′∥∞ + e

j′
2 |z2|+ 1)]

6 8e4(d+ 1− e−d/2)2(d+ e−d/4 − e−3d/4)(1 + |k′|)2(1 + ∥m′∥∞)2(1 + |y|e
j′
2 )(1 + e

j′
2 |z2|)

× [1+(1 + |z2|e
j′
2 )[1 + (|z1|+ 2|y||z2|)ej

′
] + (1 + e

j′
2 |z2|)]

6 16e4(d+ 1− e−d/2)2(d+ e−d/4 − e−3d/4)(1 + |k′|)2(1 + ∥m′∥∞)2(1 + |y|e
j′
2 )(1 + e

j′
2 |z2|)2

× [1 + (|z1|+ |y||z2|)ej
′
].

证毕.

引理 3.10 设 ϕ, ψ ∈ B0, f ∈ L2(R2), 则对任意 ε > 0, 存在 1 > d0 > 0, 使得对任意 d0 > d > 0,

我们有

I =

∫∫∫
S

|SHϕf(a, s, t)|2d3(e
3d
4 − e−

d
4 )(e

d
4 − e−

d
4 )

×
∑

j,k∈Z,m∈Z2

Nd
j,k,m∥SHϕψ · χ(a,s,t)−1·Ed

j,k,m
∥∞dµS(a, s, t) < ε.

证明

I 6
∫∫∫

S

|SHϕf(a, s, t)|2d3(e
3d
4 − e−

d
4 )(e

d
4 − e−

d
4 )

×
∑

j,k∈Z,m∈Z2

Nd
j,k,m

∑
j′,k′∈Z,m′∈Z2

E1
j′,k′,m′∩(a,s,t)−1·Ed

j,k,m ̸=∅

∥SHφψ·χE1
j′,k′,m′

∥∞dµS(a, s, t)

=

∫∫∫
S

|SHϕf(a, s, t)|2d3(e
3d
4 − e−

d
4 )(e

d
4 − e−

d
4 )

×
∑

j′,k′∈Z,m′∈Z2

∑
j,k∈Z,m∈Z2

(a,s,t)·E1
j′,k′,m′∩Ed

j,k,m ̸=∅

Nd
j,k,m∥SHϕψ · χE1

j′,k′,m′
∥∞dµS(a, s, t)

6 16e4
∫∫∫

S

|SHϕf(a, s, t)|2(e
3d
4 − e−

d
4 )(e

d
4 − e−

d
4 )(d+ 1− e−d/2)2(d+ e−d/4 − e−3d/4)
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×
∑

j′,k′∈Z,m′∈Z2

∑
j,k∈Z,m∈Z2

(a,s,t)·E1
j′,k′,m′∩Ed

j,k,m ̸=∅

(1 + |k′|)2(1 + ∥m′∥∞)2(1 + |s|e
j′
2 )(1 + e

j′
2 |t2|)2

× [1 + (|t1|+ |s||t2|)ej
′
]∥SHϕψ · χE1

j′,k′,m′
∥∞dµS(a, s, t). (这里运用了引理 3.9)

因此, 由引理 2.1 可知, 存在

C1
d =

(
1

d
+ 2

)[(
1

d
+ 1

)
e

d
2 + 1

][(
1

d
+ 1

)
ed + 1

][(
1

d
+ 1

)
e

3d
4 + 1

]
,

使得

I 6 16e4
∫∫∫

S

|SHϕf(a, s, t)|2C1
d(e

3d
4 − e−

d
4 )(e

d
4 − e−

d
4 )(d+ 1− e−d/2)2(d+ e−d/4 − e−3d/4)

× ∥SHϕψ · χE1
j′,k′,m′

∥∞dµS(a, s, t).

对任意 1 > d > 0, 由 QN 的定义知, 对任意 ε > 0, 存在足够大的 Nd > 0, 使得

16e4
∫∫∫

S

|SHϕf(a, s, t)|2C1
d(e

3d
4 − e−

d
4 )(e

d
4 − e−

d
4 )(d+ 1− e−d/2)2(d+ e−d/4 − e−3d/4)

×
∑

j′,k′∈Z,m′∈Z2

(1 + |k′|)2(1 + ∥m′∥|∞|)2(1 + |s|e
j′
2 )(1 + e

j′
2 |t2|)2[1 + (|t1|+ |s||t2|)ej

′
]

× ∥SHϕψ · χE1
j′,k′,m′

∥∞dµS(a, s, t)

6 16e4
∫∫∫

QNd

|SHϕf(a, s, t)|2C1
d(e

3d
4 − e−

d
4 )(e

d
4 − e−

d
4 )(d+ 1− e−d/2)2(d+ e−d/4 − e−3d/4)

×
∑

j′,k′∈Z,m′∈Z2

(1 + |k′|)2(1 + ∥m′∥|∞|)2(1 + |s|e
j′
2 )(1 + e

j′
2 |t2|)2[1 + (|t1|+ |s||t2|)ej

′
]

× ∥SHϕψ · χE1
j′,k′,m′

∥∞dµS(a, s, t) +
ε

2

= RNd
+
ε

2
.

取 N = max{Nd : 1 > d > 0}, 则对上述的 ε > 0, 我们有

I 6 RN +
ε

2
. (3.14)

下面考虑当 d→ 0 时 RN 的取值情况,

RN = 16e4
∫∫∫

QN

|SHϕf(a, s, t)|2C1
d(e

3d
4 − e−

d
4 )(e

d
4 − e−

d
4 )(d+ 1− e−d/2)2(d+ e−d/4 − e−3d/4)

×
∑

j′,k′∈Z,m′∈Z2

(1 + |k′|)2(1 + ∥m′∥|∞|)2(1 + |s|e
j′
2 )(1 + e

j′
2 |t2|)2[1 + (|t1|+ |s||t2|)ej

′
]

× ∥SHϕψ · χE1
j′,k′,m′

∥∞dµS(a, s, t)

6 16e4
∫∫∫

QN

|SHϕf(a, s, t)|2C1
d(e

3d
4 − e−

d
4 )(e

d
4 − e−

d
4 )(d+ 1− e−d)2(d+ e−d/4 − e−3d/4)

×
∑

j′,k′∈Z,m′∈Z2

(1 + |k′|)2(1 + ∥m′∥∞)2
(
1 +

N

2
e

j′
2

)3(
1 +

N2

2
ej

′
)
∥SHϕψ · χE1

j′,k′,m′
∥∞dµS(a, s, t)
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6 N5e4
∫∫∫

QN

|SHϕf(a, s, t)|2C1
d(e

3d
4 − e−

d
4 )(e

d
4 − e−

d
4 )(d+ 1− e−d)2(d+ e−d/.4 − e−3d/.4)

×
∑

j′,k′∈Z,m′∈Z2

(1 + |k′|)2(1 + ∥m′∥∞)2(1 + ej
′
)(1 + e

j′
2 )3∥SHϕ1

ψ · χE1
j′,k′,m′

∥∞dµS(a, s, t).

而对于任意 (a, s, t) ∈ QN ,

|SHϕf(a, s, t)|2C1
d(e

3d
4 − e−

d
4 )(e

d
4 − e−

d
4 )(d+ 1− e−d)3(d+ e−d/4 − e−3d/4)

6 ∥ϕ∥22∥f∥22C1
d(e

3d
4 − e−

d
4 )(e

d
4 − e−

d
4 )(d+ 1− e−d)3(d+ e−d/4 − e−3d/4)

= (e
3d
4 − e−

d
4 )∥ϕ∥22∥f∥22(d+ 1)[(d+ 1)e

d
2 + d][(d+ 1)ed + d][(d+ 1)e

3d
4 + d]

×
(
e

d
4 − e−

d
4

d

)(
d+ 1− e−d

d

)2(
d+ e−d/4 − e−3d/4

d

)
.

因此, 对于任意 (a, s, t) ∈ QN ,

lim
d→0

|SHϕf(a, s, t)|2C1
d(e

3d
4 − e−

d
4 )(e

d
4 − e−

d
4 )(d+ 1− e−d)3(d+ e−d/4 − e−3d/4) = 0.

而由引理 3.1(iv) 可知, 当 ϕ, ψ ∈ B0 时, 我们有∑
j′,k′∈Z,m∈Z2

(1 + |k′|)2(1 + ∥m′∥∞)2(1 + e
j′
2 )3(1 + ej

′
)∥SHϕψ · χE1

j′,k′,m′
∥∞ <∞.

又因为 ∫∫∫
QN

|SHϕf(a, s, t)|2dµS(a, s, t) 6
∫∫∫

S

|SHϕf(a, s, t)|2dµS(a, s, t) = Cϕ∥f∥22 <∞,

所以, 由 Lebesgue 控制收敛定理可知, 对 (3.14) 中的 ε > 0, 存在 1 > d0 > 0, 使得对任意 d0 > d> 0,

RN <
ε

2
. (3.15)

从而, 由 (3.14) 和 (3.15) 可知, 对任意 ε > 0, 存在 1 > d0 > 0, 使得对任意 d0 > d > 0, 我们有 I 6 ε.

证毕.

引理 3.11 设 ϕ, ψ ∈ B0, (x, y, z), (xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m) ∈ Edj,k,m. 如果 f ∈ L2(R2), 那么, 对任意

ε > 0, 存在 1 > d0 > 0, 使得对任意 d0 > d > 0, 我们有

II =

∫∫∫
S

|SHψf(a, s, t)|2d3(ed − 1)
∑

j,k∈Z,m∈Z2

Nd
j,k,m|SHφψ((a, s, t)

−1 · (x, y, z))

− SHφψ((a, s, t)
−1 · (xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m))|dµS(a, s, t) < ε.

证明 对任意 1 > d > 0, 由 QN 的定义知, 对任意 ε > 0, 存在足够大的 N > 0, 使得

II 6
∫∫∫

QN

|SHψf(a, s, t)|2d3(ed − 1)
∑

j,k∈Z,m∈Z2

Nd
j,k,m|SHφψ((a, s, t)

−1 · (x, y, z))

− SHφψ((a, s, t)
−1 · (xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m))|dµS(a, s, t) +

ε

2
= RN +

ε

2
. (3.16)

下面估计当 d → 0 时, RN 取值情况. 由于 (x, y, z), (xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m) ∈ Edj,k,m, 因此, 为了估

计当 d → 0 时, RN 取值情况, 我们可以将 RN 中的 (j, k,m) 按 QM ∩ Edj,k,m ̸= ∅ 和 QM ∩ Edj,k,m = ∅
进行分类. 当 M >0 时, 令

ΛdM = {(j, k,m) : QM ∩ Edj,k,m ̸= ∅},
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则我们有

RN =

∫∫∫
QN

|SHψf(a, s, t)|2d3(ed − 1)
∑

(j,k,m)/∈Λd
M

Nd
j,k,m|SHφψ((a, s, t)

−1 · (x, y, z))

− SHφψ((a, s, t)
−1 · (xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m))|dµS(a, s, t)

+

∫∫∫
QN

|SHψf(a, s, t)|2d3(ed − 1)
∑

(j,k,m)∈Λd
M

Nd
j,k,m|SHφψ((a, s, t)

−1 · (x, y, z))

− SHφψ((a, s, t)
−1 · (xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m))|dµS(a, s, t) =: R1

N +R2
N . (3.17)

我们先估计 R1
N ,

R1
N 6 2

∫∫∫
QN

|SHψf(a, s, t)|2d3(ed − 1)
∑

(j,k,m)/∈Λd
M

Nd
j,k,m∥SHφψ · χ(a,s,t)−1·Ed

j,k,m
∥
∞
dµS(a, s, t)

6 2

∫∫∫
QN

|SHψf(a, s, t)|2d3(ed − 1)

×
∑

(j,k,m)/∈Λd
M

Nd
j,k,m

∑
j′,k′∈Z,m′∈Z2

E1
j′,k′,m′∩(a,s,t)−1·Ed

j,k,m ̸=∅

∥SHφψ · χE1
j′,k′,m′

∥∞dµS(a, s, t)

= 2

∫∫∫
QN

|SHψf(a, s, t)|2d3(ed − 1)

×
∑

(j′,k′,m′)/∈Λd
M

∑
j,k∈Z,m∈Z2

(a,s,t)·E1
j′,k′,m′∩Ed

j,k,m ̸=∅

Nd
j,k,m∥SHφψ · χE1

j′,k′,m′
∥∞dµS(a, s, t)

6 2

∫∫∫
QN

|SHψf(a, s, t)|2C1
dd

3(ed − 1)

×
∑

(j′,k′,m′)/∈Λd
M

∑
j,k∈Z,m∈Z2

(a,s,t)·E1
j′,k′,m′∩Ed

j,k,m ̸=∅

Nd
j,k,m∥SHφψ · χE1

j′,k′,m′
∥∞dµS(a, s, t)

(这里运用了引理 2.1)

6 32e4
∫∫∫

QN

|SHϕf(a, s, t)|2C1
d(e

d − 1)(d+ 1− e−d)2(d+ e−d/4 − e−3d/4)

×
∑

(j′,k′,m′)/∈Λd
M

(1 + |k′|)2(1 + ∥m′∥|∞|)2(1 + |s|e
j′
2 )(1 + e

j′
2 |t2|)2[1 + (|t1|+ |s||t2|)ej

′
]

× ∥SHϕ1ψ · χE1
j′,k′,m′

∥∞dµS(a, s, t) (这里运用了引理 3.9)

6 2Ce4N5

∫∫∫
QN

|SHϕf(a, s, t)|2
∑

(j′,k′,m′)/∈Λd
M

(1 + |k′|)2(1 + ∥m′∥∞)2(1 + ej
′
)(1 + e

j′
2 )3

× ∥SHϕψ · χE1
j′,k′,m′

∥∞dµS(a, s, t) (下面运用了引理 3.8(i))

6 2Ce4N5

∫∫∫
QN

|SHϕf(a, s, t)|2dµS(a, s, t)
∑

|j′|>M+1
2 或 |k′|>M−1

2 或 ∥m′∥∞>M−1
3

× (1 + |k′|)2(1 + ∥m′∥∞)2(1 + ej
′
)(1 + e

j′
2 )3∥SHφψ · χE1

j′,k′,m′
∥∞
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= 2Ce4N5Cφ∥f∥22
∑

∥j′|>M+1
2 或 |k′|>M−1

2 或 ∥m′∥∞>M−1
3

(1 + |k′|)2(1 + ∥m′∥∞)2(1 + ej
′
)(1 + e

j′
2 )3

× ∥SHφψ · χE1
j′,k′,m′

∥∞,

其中

C = sup
0<d61

C1
d(e

d − 1)(d+ 1− e−d)2(d+ e−d/.4 − e−3d/.4)

= sup
0<d61

[
ed − 1

d
+ 2(ed − 1)

]
[(1 + d)e

d
2 + d][(1 + d)ed + d][(1 + d)e

3d
4 + d]

×
(
d+ 1− e−d

d

)2(
d+ e−d/.4 − e−3d/.4

d

)
.

因为 ϕ, ψ ∈ B0, 所以, 由定理 3.1(iv), 我们有∑
j′,k′∈Z,m′∈Z2

(1 + |k′|)2(1 + ∥m′∥∞)2(1 + ej
′
)(1 + e

j′
2 )3∥SHϕψ · χE1

j′,k′,m′
∥∞ <∞.

因此, 对 (3.16) 中 ε, 我们可以选择足够大 M , 使得∑
|j′|>M+1

2 或 |k′|>M−1
2 或 ∥m′∥∞>M−1

3

(1 + |k′|)2(1 + ∥m′∥∞)2(1 + ej
′
)(1 + e

j′
2 )3

× ∥SHφψ · χ
Q1(ej

′ ,k′e−
1
4 ,e−

1
4m′)

∥∞ 6 ε

8C6e4N5Cφ∥f∥22
.

从而可知,

R1
N <

ε

4
. (3.18)

再估计 R2
N . 因为

|SHϕψ(a, s, t)
−1 · (x, y, z))− SHϕψ((a, s, t)

−1·(xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m)|

= |⟨ψ, σ((a, s, t)−1 · (x, y, z))ϕ− σ((a, s, t)−1 · (xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m))ϕ⟩|

6 ∥ψ∥2∥σ((a, s, t)−1 · (x, y, z))ϕ− σ((a, s, t)−1 · (xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m))ϕ∥2,

所以, 由引理 3.7 可知, 对任意 1 > d′ > 0, 存在 d′ > d1 > 0, 对任意 d1 > d > 0, 我们有

R2
N 6

∫∫∫
QN

|SHψf(a, s, t)|2d3(ed − 1)
∑

(j,k,m)∈Λd
M

Nd
j,k,md

′dµS(a, s, t)

6
∫∫∫

QN

|SHψf(a, s, t)|2d′d3(ed − 1)#ΛdM

[
1+(1−e−d)

((
M

2d
+

1

2

)
ed +

d+M

4
e

3d
4

)
+ dde−d/4

(
N

2d
+
1

2

)
e

3d
4

][
1 + (e−d/4 − e−3d/4)

(
M

2d
+

1

2

)
e

d
2

]
×
[
1 + (1− e−d/2)

(
M

2d
+

1

2

)
e

3d
4

]
dµS(a, s, t) (这里运用了引理 3.8(ii))

6
∫∫∫

QN

|SHψf(a, s, t)|2d′d3(ed − 1)

(
M

d
+ 2

)[(
M

d
+ 1

)
e

d
2 + 1

]
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×
[(

M

d
+ 1

)
ed + 1

][(
M

d
+ 1

)
e

3d
4 +1

][
1+(1−e−d)

((
M

2d
+

1

2

)
ed +

d+M

4
e

3d
4

)
+ de−d/4

(
N

2d
+

1

2

)
e

3d
4

][
1 + (e−d/4 − e−3d/4)

(
M

2d
+

1

2

)
e

d
2

]
×
[
1 + (1− e−d/2)

(
M

2d
+

1

2

)
e

3d
4

]
dµS(a, s, t) (这里运用了引理 2.1(ii))

=

∫∫∫
QN

|SHψf(a, s, t)|2d′
[
M(ed − 1)

d
+ 2(ed − 1)

]
[(M + d)e

d
2 + d][(M + d)ed + d]

× [(M + d)e
3d
4 + d]

[
(1+(1−e−d)

((
M

2d
+

1

2

)
ed +

d+M

4
e

3d
4

)
+ de−d/4

(
N

2d
+

1

2

)
e

3d
4

]
×
[
1 + (e−d/4 − e−3d/4)

(
M

2d
+

1

2

)
e

d
2

][
1 + (1− e−d/2)

(
M

2d
+

1

2

)
e

3d
4

]
dµS(a, s, t)

=

∫∫∫
QN

F d
′
(a, s, t)dµS(a, s, t).

而对于任意 (a, s, t) ∈ QN , 1 > d′ > 0, 我们有

F d
′
(a, s, t) 6 ∥ψ∥22∥f∥22d′

[
M(ed − 1)

d
+ 2(ed − 1)

]
[(M + d)e

d
2 + d][(M + d)ed + d][(M + d)e

3d
4 + d]

×
[
(1+(1−e−d)

((
M

2d
+

1

2

)
ed +

d+M

4
e

3d
4

)
+ de−d/4

(
N

2d
+

1

2

)
e

3d
4

]
×

[
1 + (e−d/4 − e−3d/4)

(
M

2d
+

1

2

)
e

d
2

][
1 + (1− e−d/2)

(
M

2d
+

1

2

)
e

3d
4

]
.

因此, 对于任意 (a, s, t) ∈ QN , 由 d′ > d > 0, 我们有

lim
d′→0

F d
′
(a, s, t) = 0.

又因为 ∫∫∫
QN

|SHψf(a, s, t)|2dµS(a, s, t) 6
∫∫∫

S

|SHψf(a, s, t)|2dµS(a, s, t) = Cψ∥f∥22 <∞,

所以, 由 Lebesgue 控制收敛定理可知, 对 (3.16) 中 ε, 存在 1 > d2 > 0, 使得对任意 d2 > d > 0,

R2
N <

ε

4
. (3.19)

从而由 (3.16)–(3.19) 可知, 对任意 ε > 0, 存在 1 > d0 = min{d1, d2} > 0, 使得对任意 d0 > d > 0, 我们

有 II < ε. 证毕.

下面采用文献 [25] 中的证明方法对我们的主要结果定理 1.1–1.3 进行证明.

定理 1.1 的证明 由引理 3.4 知, {σ(γ)ϕ : γ ∈ Γ} 是一个 Bessel 点列. 下面证明当 h 足够小时,

{σ(γ)ϕ : γ ∈ Γ} 有正框架下界.

首先,我们可以证明对任意 j, k ∈ Z, m ∈ Z2, Edj,k,m∩Γ ̸= ∅,这里 d = 3h
2 e

h
2 . 否则,存在 j0, k0 ∈ Z,

m0 ∈Z2, 使得 Edj0,k0,m0
∩ Γ = ∅. 则对任意 γ ∈ Γ, 我们有

(ej0d, dk0e
−d/4, de−d/2m0) /∈ {γ · (a, s, t)−1 : (a, s, t) ∈ Qd}. (3.20)
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由 (3.20) 和 d = 3h
2 e

h
2 , 我们可以断言 (ej0d, dk0e

−d/4, de−d/2m0) /∈ Qh(γ). 否则存在 (a0, s0, t0) ∈Qh,
使得

(ej0d, dk0e
−d/4, de−d/2m0) = γ · (a0, s0, t0) = γ · ((a0, s0, t0)−1)−1.

又因为(∣∣∣∣ 1a0
∣∣∣∣, −s0√

|a0|
,−B −s0√

|a0|
A 1

a0

t0

)
∈ [e−

h
2 , e

h
2 )×

[
−h
2
e

h
4 ,
h

2
e

h
4

)
×
[
−3h

4
e

h
2 ,

3h

4
e

h
2

)
×

[
−h
2
e

h
4 ,
h

2
e

h
4

)
,

所以,

(a0, s0, t0)
−1 =

(
1

a0
,
−s0√
|a0|

,−B −s0√
|a0|

A 1
a0

t0

)
∈ Q

3h
2 e

h
2
= Qd.

因此,

(ej0d, dk0e
−d/4, de−d/2m0) ∈ {γ · (a, s, t)−1 : (a, s, t) ∈ Qd}.

这与 (3.20) 矛盾.

再由 γ 的任意性及 Γ 在 S 中 Qh- 稠, 我们有

(ej0d, dk0e
−d/4, de−d/2m0) /∈

∪
γ∈Γ

Qh(γ) = S.

这是一个矛盾. 因此, 对任意 j, k ∈ Z,m ∈ Z2, Edj,k,m ∩ Γ ̸= ∅.
对任意 j, k ∈ Z,m ∈ Z2, 取 Edj,k,m ∩ Γ 中的某个元素, 将它表示为 (xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m). 对于

ψ ∈ B0, 由引理 3.2, 对任意 (x, y, z) ∈ S, 我们有

SHϕf(x, y, z) =
1

Cψ

∫∫∫
S

SHψf(a, s, t)SHϕψ((a, s, t)
−1 · (x, y, z))dµS(a, s, t).

这表明, 当 d 足够小且 (x, y, z) ∈ Edj,k,m 时, 我们有∣∣∣∣ 1

|x| 12
SHϕf(x, y, z)−

1

|xj,k,m| 12 (Nd
j,k,m)

1
2

SHϕf(xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m)

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣ 1

Cψ

∫∫∫
S

SHψf(a, s, t)

(
1

|x| 12
SHϕψ((a, s, t)

−1 · (x, y, z))− 1

|xj,k,m| 12 (Nd
j,k,m)

1
2

× SHϕψ((a, s, t)
−1 · (xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m))

)
dµS(a, s, t)

∣∣∣∣2
6 1

C2
ψ

∫∫∫
S

|SHψf(a, s, t)|2
∣∣∣∣ 1

|x|
1
2

SHφψ((a, s, t)
−1 · (x, y, z))− 1

|xj,k,m|
1
2 (Nd

j,k,m)
1
2

× SHφψ((a, s, t)
−1·(xj,k,m,yj,k,m, zj,k,m))

∣∣∣∣dµS(a, s, t)∫∫∫
S

∣∣∣∣ 1

|x| 12
SHϕψ((a, s, t)

−1 · (x, y, z))

− 1

|xj,k,m| 12 (Nd
j,k,m)

1
2

SHϕψ((a, s,t)
−1 · (xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m))

∣∣∣∣dµS(a, s, t)
=

1

C2
ψ

∫∫∫
S

|SHψf(a, s, t)|2
∣∣∣∣ 1

|x| 12
SHϕψ((a, s, t)

−1 · (x, y, z))− 1

|xj,k,m| 12 (Nd
j,k,m)

1
2

× SHϕψ((a, s, t)
−1 · (xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m))

∣∣∣∣dµS(a, s, t)∫∫∫
S

∣∣∣∣ 1

|x| 12
SHψϕ((x, y, z)

−1 · (a, s, t))
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− 1

|xj,k,m| 12 (Nd
j,k,m)

1
2

SHψϕ((xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m)−1·(a, s, t))
∣∣∣∣dµS(a, s, t)

6
∥SHψϕ∥L1(S)

C2
ψ

∫∫∫
S

|SHψf(a, s, t)|2
(

1

|x| 12
+

1

|xj,k,m| 12 (Nd
j,k,m)

1
2

)∣∣∣∣ 1

x
1
2

SHϕψ((a, s, t)
−1

·(x, y, z))− 1

|xj,k,m| 12 (Nd
j,k,m)

1
2

SHϕψ((a, s, t)
−1 · (xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m))

∣∣∣∣dµS(a, s, t)
6

4∥SHψϕ∥L1(S)

C2
ψe

d
2 (j−

1
2 )

[∫∫∫
S

|SHψf(a, s, t)|2
1

|x| 12
|SHϕψ((a, s, t)

−1 · (x, y, z))−SHϕψ((a, s, t)
−1

· (xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m))|dµS(a, s, t) +
∫∫∫

S

|SHψf(a, s, t)|2
∣∣∣∣ 1

|x| 12
− 1

|xj,k,m| 12 (Nd
j,k,m)

1
2

∣∣∣∣
× |SHϕψ((a, s, t)

−1 · (xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m))|dµS(a, s, t)
]

6
4∥SHψϕ∥L1(S)

C2
ψe
d(j− 1

2 )

∫∫∫
S

|SHψf(a, s, t)|2|SHϕψ((a, s, t)
−1 · (x, y, z))−SHϕψ((a, s, t)

−1

· (xj,k,m,yj,k,m, zj,k,m))|dµS(a, s, t) +
4∥SHψϕ∥L1(S)(e

d
4 − e−

d
4 )

C2
ψe
d(j− 1

4 )

×
∫∫∫

S

|SHψf(a, s, t)|2|SHϕψ(((a, s, t)
−1·(xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m))|dµS(a, s, t)

6
4∥SHψϕ∥L1(S)

C2
ψe
d(j− 1

2 )

∫∫∫
S

|SHψf(a, s, t)|2|SHϕψ((a, s, t)
−1 · (x, y, z))−SHϕψ((a, s, t)

−1

· (xj,k,m,yj,k,m, zj,k,m))|dµS(a, s, t) +
4∥SHψϕ∥L1(S)(e

d
4 − e−

d
4 )

C2
ψe
d(j− 1

4 )

×
∫∫∫

S

|SHψf(a, s, t)|2∥SHϕψ · χ(a,s,t)−1Ed
j,k,m

∥∞dµS(a, s, t).

因此, 由引理 3.5 和上式, 我们有

∑
j,k∈Z,m∈Z2

∫∫∫
Ed

j,k,m

∣∣∣∣ 1

|x| 12
SHψf(x, y, z)−

1

|xj,k,m| 12 (Nd
j,k,m)

1
2

SHψf(xj,k,m,yj,k,m, zj,k,m)

∣∣∣∣2dxdydz
6

8∥SHψϕ∥L1(S)

C2
ψ

∫∫∫
S

|SHψf(a, s, t)|2d3(ed − 1)
∑

j,k∈Z,m∈Z2

Nd
j,k,m max

(x,y,z),(xj,k,m,yj,k,m,zj,k,m)∈Ed
j,k,m

× |SHφψ((a, s, t)
−1 · (x, y, z))−SHφψ((a, s, t)

−1·(xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m))|dµS(a, s, t)

+
8∥SHψφ∥L1(S)

C2
ψ

∫∫∫
S

|SHψf(a, s, t)|2d3(e
3d
4 − e−

d
4 )(e

d
4 − e−

d
4 )

×
∑

j,k∈Z,m∈Z2

Nd
j,k,m∥SHφψ · χ(a,s,t)−1·Ed

j,k,m
∥∞dµS(a, s, t)

=: II + I.

从而, 由上式、引理 3.10 和 3.11, 对任意正常数 0 < ∆ < Cψ, 存在 1 > d0 > 0 使得对任意 d0 >d > 0,

∑
j,k∈Z,m∈Z2

∫∫∫
Ed

j,k,m

∣∣∣∣ 1

|x 1
2 |
SHψf(x, y, z)−

1

|xj,k,m| 12 (Nd
j,k,m)

1
2

SHψf(xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m)

∣∣∣∣2dxdydz
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6 ∆∥f∥22. (3.21)

又因为∑
j,k∈Z,m∈Z2

∫∫∫
Ed

j,k,m

∣∣∣∣ 1

|x| 12
SHψf(x, y, z)

∣∣∣∣2dxdydz
=

∫∫∫
S

1

|x|

∣∣∣∣SHψf(x, y, z)

∣∣∣∣2dxdydz =

∫
R2

|f̂(ξ)|
2
[∫

R∗

∫
R
|ψ̂(B−T

y A−1
x ξ)|2dy dx

|x|

]
dξ

= Cψ

∫
R2

|f̂(ξ)|
2
dξ = Cψ∥f∥22, (3.22)

所以, 由 (3.21) 和 (3.22), 我们有∑
j,k∈Z,m∈Z2

∫∫∫
Ed

j,k,m

1

|xj,k,m|Nd
j,k,m

|SHψf(xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m)|2dxdydz > (C
1
2

ψ −∆
1
2 )2∥f∥22.

但另一方面, 由引理 3.5, 我们有∑
j,k∈Z,m∈Z2

∫∫∫
Ed

j,k,m

1

|xj,k,m|Nd
j,k,m

|SHψf(xj,k,m, yj,k,m, xj,k,m)|2dxdydz

6
∑

j,k∈Z,m∈Z2

4d3(ed − 1)|SHψf(xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m)|2.

这表明,∑
γ∈Γ

|⟨f, σ(γ)ϕ⟩|2 >
∑

j,k∈Z,m∈Z2

|SHψf(xj,k,m, yj,k,m, zj,k,m)|2 > 1

4d3(ed − 1)
(C

1
2

ψ −∆
1
2 )2∥f∥22,

即当 d = 3h
2 e

h
2 足够小时, {σ(γ)ϕ : γ ∈ Γ} 有正框架下界.

定理 1.2的证明 设 B和 A分别为框架 {σ(γn)ϕ : n ∈ Z}的上下框架界. 由引理 2.3和 2.6可知,

对任意 h >0, Γ 是相对 Qh- 分离的. 我们先假设 Γ 是 Qh0 - 分离的. 不失一般性, 不妨设 1 > h0 > 0.

由引理 3.6可知, 当 γ′n ∈ Q 1
3
√

e
h0
(γn)时, Q 1

3
√

e
h0
(γ′n) ⊆ Qh0(γn). 因此, 根据 Γ是 Qh0 -分离的, 我

们可以得到

Q 1
3
√

e
h0
(γ′n) ∩Q 1

3
√

e
h0
(γ′m) = ∅, n ̸= m,

即 {γ′n : n ∈ Z} 是 Q 1
3
√

e
h0
- 分离的, 于是容易证明对任意 (a, s, t) ∈ S, {(a, s, t)−1 · γ′n : n ∈ Z} 也是

Q 1
3
√

e
h0
- 分离的. 因此, 存在取决于 h0 的常数 C1 和 C2 使得

#{n : (a, s, t)−1 · γn ∈ Q1(e
j , ke−1/4, e−1/2m)} 6 C1,

#{n : (a, s, t)−1 · γ′n ∈ Q1(e
j , ke−1/4, e−1/2m)} 6 C2, ∀ (a, s, t) ∈ S, j, k ∈ Z, m ∈ Z2.

(3.23)

设 N > 0, DN = {[e−N , eN ) ∪ [−eN ,−e−N )} × [−N,N)× [−2N, 2N)× [−N,N), 则对任意 γn ∈ Γ,

n ∈ Z, 我们可以按 (a, s, t)−1 · γn /∈ DN 或 (a, s, t)−1 · γn ∈ DN 来估计

|SHϕψ((a, s, t)
−1 · γn)− SHϕψ((a, s, t)

−1 · γ′n)|

的值. 当 (a, s, t)−1 · γn /∈ DN 时, 由 ∪
j,k∈Z,m∈Z2

E1
j,k,m = S,
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我们有

|SHϕψ((a, s, t)
−1 · γn)| 6

∑
{j,k∈Z,m∈Z2:(a,s,t)−1·γn /∈DN ,(a,s,t)−1·γn∈E1

j,k,m}

∥SHϕψ · χE1
j,k,m

∥∞. (3.24)

因为

(p, q, r) := (a, s, t)−1 · γn ∈ Ehj,k,m

=

{
(uej , v + ke−1/4

√
u,w + e−1/2BvAum) : |u| ∈ [e−

1
2 , e

1
2 ), v ∈

[
−1

2
,
1

2

)
, w ∈

[
−1

2
,
1

2

)2}
,

所以,

ej−
1
2 6 |p| 6 ej+

1
2 ,

− 1

2
+ |k|e− 1

2 6 |q| 6 1

2
+ |k|,

e−1|m1| −
e−

1
4

2
|m2| −

1

2
6 |r1| 6 |m1|+

e−
1
4

2
|m2|+

1

2
,

e−
3
4 |m2| −

1

2
6 |r2| 6 e−

1
4 |m2|+

1

2
. (3.25)

由此可知, 满足 (p, q, r) /∈ DN , (p, q, r) ∈ E1
j,k,m 的 (j, k,m) 至少可为以下几种情形之一:

情形 1

|p| /∈ [e−N , eN ), ej−
1
2 6 |p| 6 ej+

1
2 ⇒ |j| > N +

1

2
;

情形 2

q /∈ [−N,N), |q| 6 1

2
+ |k| ⇒ |k| > N − 1

2
;

情形 3

r1 /∈ [−2N, 2N), |r1| 6 |m1|+
e−

1
4

2
|m2|+

1

2
⇒ |m1|+

e−
1
4

2
|m2|+

1

2
> 2N ⇒ ∥m∥∞ > 4N − 1

2 + e−
1
4

;

情形 4

r2 /∈ [−N,N), |r2| 6 e−
1
4 |m2|+

1

2
⇒ e−

1
4 |m2|+

1

2
> N ⇒ ∥m∥∞ > e

1
4

(
N − 1

2

)
.

因此, 由 (3.24) 可知, 当 (a, s, t)−1 · γn /∈ DN 时, 我们有

SHφψ((a, s, t)
−1 · γn)| 6

∑
|j|>N+ 1

2 或 |k|>N− 1
2 或 ∥m∥∞>e

1
4 (N− 1

2 )

∥SHφψ · χE1
j,k,m

∥
∞
. (3.26)

从而, 由 (3.23) 和 (3.26) 可知, 存在常数 C1, 使得∑
{n:(a,s,t)−1·γn /∈DN}

|SHφψ((a, s, t)
−1 · γn)|

6 C1

∑
|j|>N+ 1

2 或 |k|>N− 1
2 或 ∥m∥∞>e

1
4 (N− 1

2 )

∥SHφψ · χE1
j,k,m

∥
∞
. (3.27)
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又因为 (p, q, r)=(a, s, t)−1 ·γn 和 γ′n∈Q 1
3
√

e
h0
(γn) ⊂ Q1(γn),所以,存在 |u|∈ [e−

1
2 , e

1
2 ), v ∈ [− 1

2 ,
1
2 ),

w ∈ [−1
2 ,

1
2 )

2 使得

(p′, q′, r′) := (a, s, t)−1 · γ′ =
(
up, v + q

√
|u|,

(
w1 + ur1 + v

√
|u|r2

w2 +
√
|u|r2

))
.

从而, 当 (p, q, r) /∈ DN 时, 我们可以断言 (p′, q′, r′) /∈ D′
N , 其中

D′
N = [e−N+ 1

2 , eN− 1
2 )×

[
−e−

1
4N +

1

2
, e−

1
4N − 1

2

)
×

[
−
(
2e−

1
2 − e

1
4

2

)
N +

1

2
,

(
2e−

1
2 − e

1
4

2

)
N − 1

2

)
×
[
−e−

1
4N +

1

2
, e−

1
4N − 1

2

)
.

事实上, 当 (p, q, r) /∈ DN , 我们得到

(i) 当 |p| /∈ [e−N , eN ), 我们有 |p′| = |up| /∈ [e−N+ 1
2 , eN− 1

2 );

(ii) 当 q /∈ [−N,N) 时, 我们有 |q′| = |v + q
√

|u|| > |q
√
|u|| − |v| > e−

1
4N − 1

2 ;

(iii) 当 r = (r1, r2)
T /∈ [−2N, 2N)× [−N,N) 时, 我们分下面两种情形考虑:

当 |r2| > N 时, 我们有

|r′2| = |w2 +
√
|u|r2| > |

√
|u|r2| − |w2| > e−

1
4N − 1

2
;

当 |r2| < N, |r1| > 2N 时, 我们有

|r′1| = |w1 + ur1 + v
√

|u|r2| > |ur1| − |w1| − |v
√

|u|r2| >
(
2e−

1
2 − e

1
4

2

)
N − 1

2
.

这表明, 当 (p, q, r) /∈ DN 时, 我们有 (p′, q′, r′) /∈ D′
N . 由此可知, 当 (p, q, r) /∈ DN 时, 满足 (p′, q′, r′)

/∈ D′
N , (p′, q′, r′) ∈ Q1(e

j , ke−1/4, e−1/2m) 的 (j, k,m) 至少为以下几种情形之一:

情形 1 当 |p′| /∈ [e−N+ 1
2 , eN− 1

2 ), ej−
1
2 6 |p′| 6 ej+

1
2 时, 我们有 |j| > N ;

情形 2 当 |q′| > e−
1
4N − 1

2 , −
1
2 + |k|e− 1

2 6 |q′| 6 1
2 + |k| 时, 我们有 |k| > e−

1
4N − 1;

情形 3 当 |r′|1 > (2e−
1
2 − e

1
4

2 )N − 1
2 , e

−1|m1| − e−
1
4

2 |m2| − 1
2 6 |r′1| 6 |m1|+ e−

1
4

2 |m2|+ 1
2 时, 我

们有

∥m∥∞ > (4e−
1
4 − e

1
2 )N − 2e

1
4

2e
1
4 + 1

;

情形 4 当 |r′2| > e−
1
4N − 1

2 , e
− 3

4 |m2| − 1
2 6 |r2| 6 e−

1
4 |m2|+ 1

2 时, 我们有

∥m∥∞ > N − e
1
4 .

因此, 当 (a, s, t)−1 · γn /∈ DN , 我们也有

|SHφψ((a, s, t)
−1 · γ′n)|

6
∑

|j|>N或 |k|>e−
1
4N−1或 ∥m∥∞> (4e

− 1
4 −e

1
2 )N−2e

1
4

2e
1
4 +1

∥SHφψ · χQ1(ej ,ke−1/.4,e−1/.2m)∥∞. (3.28)
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从而, 由 (3.23) 和 (3.28) 可知, 存在常数 C2, 使得∑
{n:(a,s,t)−1·γn /∈DN}

|SHφψ((a, s, t)
−1 · γ′n)|

6 C2

∑
|j|>N或 |k|>e−

1
4N−1或 ∥m∥∞> (4e

− 1
4 −e

1
2 )N−2e

1
4

2e
1
4 +1

∥SHφψ · χQ1(ej ,ke−1/4,e−1/2m)∥∞. (3.29)

因此, 由 (3.27) 和 (3.29), 我们能找到足够大的 N 使得∑
{n:(a,s,t)−1·(a,s,t)/∈DN}

|SHϕψ((a, s, t)
−1 · γn)− SHϕψ((a, s, t)

−1 · γ′n)| < ∆1, (3.30)

其中 ∆1 是满足下列条件的一个常数,

0 < ∆ :=
4∥SHψϕ∥L1(S)∆1

Cψ
< A,

这里 A 为框架 {σ.(γn)ϕ : n ∈ Z} 的下框架界.

另一方面, 从 (3.23) 和 (3.25), 对任意 (a, s, t) ∈ S, 我们可以得到

#{n : (a, s, t)−1 · γn ∈ DN} 6 e
5
4

∑
|j|6N

eN−j
(
N +

1

2

)2(
2N +

1

2
+

e
1
2

2

(
N +

1

2

))
C1 =: CN .

而由引理 3.7 可知, SHϕψ 是连续函数, 因此, 我们能找到 h0 > h > 0 使得对任意 γ′n ∈ Qh(γn) 和

(a, s, t) ∈ S, 有 ∑
{n:(a,s,t)−1·γn∈DN}

|SHϕψ((a, s, t)
−1 · γn)− SHϕψ((a, s, t)

−1 · γ′n)| < ∆1. (3.31)

结合 (3.30) 和 (3.31), 对任意 (a, s, t) ∈ S, 我们可以得到∑
n∈Z

|SHϕψ((a, s, t)
−1 · γn)− SHϕψ((a, s, t)

−1 · γ′n)| < 2∆1.

结合引理 3.2 和上式, 我们有∑
n∈Z

|SHϕf(γn)− SHϕf(γ
′
n)|

2

=
∑
n∈Z

1

C2
ψ

|SHψf(a, s, t)(SHϕψ((a, s, t)
−1 · γn)− SHϕψ((a, s, t)

−1 · γ′n))dµ(a, s, t)|2

6
∑
n∈Z

1

C2
ψ

∫∫∫
S

|SHψf(a, s, t)|2|SHϕψ((a, s, t)
−1 · γn)− SHϕψ((a, s, t)

−1 · γ′n)|dµ(a, s, t)

×
∫∫∫

S

|SHϕψ((a, s, t)
−1 · γn)− SHϕψ((a, s, t)

−1 · γ′n)|dµ(a, s, t)

6
2∥SHψϕ∥L1(S)

C2
ψ

∫∫∫
S

|SHψf(a, s, t)|2
∑
n∈Z

|SHϕψ((a, s, t)
−1 · γn)− SHϕψ((a, s, t)

−1 · γ′n)|dµ(a, s, t)

6
4∥SHψϕ∥L1(S)∆1

C2
ψ

∫∫∫
S

|SHψf(a, s, t)|2dµ(a, s, t)
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=
4∥SHψϕ∥L1(S)∆1

Cψ
∥f∥22 = ∆∥f∥22.

当 Γ =
∪r
l=1 Γl, 其中每个 Γl = {γln}n∈Z 是 Qh- 分离点集, 我们可以采用上述类似的方法证得存

在 h0 > 0 使得对任意 h0 > h > 0, ηln ∈ Qh(γ
l
n),

r∑
l=1

∑
n∈Z

|SHϕf(γ
l
n)− SHϕf(η

l
n)|

2 6 ∆∥f∥22.

因此, 由引理 2.8 可知, 定理的结论成立. 证毕.

定理 1.3 的证明 由引理 2.3 和 2.6 可知, 对 1 > h > 0, Γ 是相对 Qh- 分离的. 由引理 3.4 可知,

当 ∥SHψ(ϕ− ϕ̃)∥L1(S) + ∥SH(ϕ−ϕ̃)ψ∥WS(C,L1) 取任意小时, Bessel 点列

{σ(γ)(ϕ− ϕ̃) : γ ∈ Γ}

的 Bessel 上界也可以取任意小. 因此, 由引理 2.8 知, 定理 1.3 的结论成立.

致谢 对审稿人提出的宝贵建议表示衷心的感谢.
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On sufficient conditions and stability of shearlet frame

JIANG ShenMing & JIANG ZeTao

Abstract In 2011, Kittipoom et al. introduced a new class of shearlet generators, and gave many good

properties. For example, the new class of shearlet generators is dense in the space of square integrable functions

and the shearlet frame generated by a member of the new class of shearlet generators possesses the strong HAP

etc. In this paper, our main goal is to study sufficient conditions and the stability of shearlet frame. Specifically,

we first adjust the definition of shearlet group introduced by Kittipoom et al. through referring to the definition

of shearlet group introduced by Dahlke et al., and make each element of the new class of shearlet generators to

be admissible. Secondly, we show that a function from the new class of shearlet generators generates shearlet

frames for every sufficiently dense and relatively separated sequence. Finally, we prove that a frame generated

by a function from the space remains a frame when the time, scale and shear parameters and the generating

function undergo small perturbations. These conclusions make shearlet framework to possess great flexibility and

practicality in engineering applications.

Keywords shearlet group, shearlet, shearlet transform, shearlet frame
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