
中国科学 A 辑 : 数学 2009 年 第 39 卷 第 8 期 : 1039∼ 1044

www.scichina.com math.scichina.com

KLS 时间周期宇宙的物理性质
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摘要 在本文中我们探讨了由孔德兴、刘克峰及沈明构造的一个新的真空 Einstein方程

时间周期解的物理性质. 通过对这个解的 Penrose 图进行分析, 我们发现这个解与已知的

真空 Einstein 方程的解是不同的.
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1 引言

Einstein方程的严格解在广义相对论与宇宙学的研究中起着非常重要的作用. 最典型的

两个例子就是 Schwarzschild 解和 Kerr 解. 然而, 依然存在一些基本未解决的问题. 其一就

是对于 Einstein 方程, 是否存在含有物理奇点 (例如黑洞) 的 “时间周期解”. 在广义相对论

中,如果存在时间周期黑洞解,就能为引力坍塌的最终状态提供一个合理的解释. 因此, 这仍

是一个值得研究的课题.

最近, 孔德兴等人 [1−3] 首次构造了真空 Einstein 方程的严格时间周期解. 特别地, 孔德

兴等人 [3] 构造了一个带有物理奇点的时间周期解. 这个解描述了一个带有 “黑洞” 的时间

周期宇宙. 用球极坐标 (t, r, θ, φ), 其中 t ∈ R, r ∈ [0,∞), θ ∈ [0, 2π), φ ∈ [−π/2, π/2] 并且

x0 = t, x1 = r, x2 = θ, x3 = φ.

在球极坐标 (t, r, θ, φ) 中, 度规形式为

ds2 =
16r3/2(2 − sin t)

(1 + sin t)7
dt2 +

2r

(1 + sin t)4
dtdφ − 1√

r(1 + sin t)6
dr2 − (1 + sin t)2√

r
dθ2. (1)

显然, 这个度规描述了一个时间周期时空, 我们称之为 KLS 时间周期宇宙. 如文献 [3] 所示,

Riemann 曲率范数为

R = RαβγδRαβγδ =
3(1 + sin t)12

4r3
(2)

是非奇异的,除了 r = 0这个物理奇性之外. 并且当 (1+sin t) → 0 (即, t → 2kπ−π/2 (k ∈ Z))

时, R 为零. 另外, 这个解含有一些由超曲面 t = 2kπ − π/2 (k ∈ Z) 构成的非本性奇点.

固定 θ 与 φ, 此时度规为

ds2 =
16r3/2(2 − sin t)

(1 + sin t)7
dt2 − 1√

r(1 + sin t)6
dr2.

引用格式: 王增桂. KLS 时间周期宇宙的物理性质. 中国科学 A, 2009, 39(8): 1039–1044
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考虑 (t, r)-平面中的类光曲线:
16r3/2(2 − sin t)

(1 + sin t)7
dt2 − 1√

r(1 + sin t)6
dr2 = 0,

则由上式得
dt

dr
= ±

√
1 + sin t

4r
√

2 − sin t
.

因此, 类光线与光锥见图 1 (由文献 [3] 给出).

图 1 在 π/2 < t < 3π/2 内的类光曲线与光锥

本文考虑这个新周期解的物理性质. 通过定义新的坐标构造这个解的 Penrose 图 [4−6],

从而可以研究周期宇宙时空的大尺度因果结构, 并可以在图中显示出共形无穷远以及奇点.

2 Finkelstein 图

不失一般性, 我们只考虑一个周期范围内的宇宙模型 M :−π/2 � t � 3π/2, 0 < r < ∞.

定义

τ =
∫ t

π/2

√
2 − sin η

1 + sin η
dη, (3)

则

τ =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−∞, t = −π/2,

0, t = π/2,

∞, t = 3π/2,

(4)

即 τ ∈ [−∞,∞]. 在 (τ, r, θ, φ) 坐标下, 度规对应的形式为

ds2 =
16r3/2

(1 + sin t)6
dτ2 +

2r

(1 + sin t)4

√
1 + sin t

2 − sin t
dτdφ − 1√

r(1 + sin t)6
dr2 − (1 + sin t)2√

r
dθ2. (5)

接下来, 定义

r∗ =
∫

1
4r

dr =
1
4

ln r.

则

v = τ + r∗ = τ +
1
4

ln r (6)
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为超前零坐标, 而

w = τ − r∗ = τ − 1
4

ln r (7)

为延迟零坐标. 在坐标 (v, r, θ, φ) 下, 度规有类似 Eddington-Finkelstein 形式 [4]

ds2 =
16r3/2

(1 + sin t)6

(
dv2 − 1

2r
dvdr

)
+

2r

(1 + sin t)4

√
1 + sin t

2 − sin t

(
dv − 1

4r
dr

)
dφ

− (1 + sin t)2√
r

dθ2. (8)

时间周期解的这种表示仍然有奇异特征, 即它不是时间对称的. 我们可以从 Finkelstein

图 (即图 3) 中清晰地看到这一点. 由 Finkelstein 图, 我们可知 r = 0 是类光本性奇点.

Finkelstein 图是时空中 (θ, φ) 为常数的截面, 任一点表示拓扑结构为 ds2 = − (1+sin t)2√
r

dθ2 的

二维曲面. 在图 2 中, 我们给出一些光锥和径向类光测地曲线.

如果我们用坐标 w 代替 v, 则度规形式为

ds2 =
16r3/2

(1 + sin t)6

(
dw2 +

1
2r

dwdr

)
+

2r

(1 + sin t)4

√
1 + sin t

2 − sin t

(
dw +

1
4r

dr

)
dφ

− (1 + sin t)2√
r

dθ2. (9)

图 2 由 (τ, r) 坐标得到的 (θ, φ) 常数截面

图 3 由 (v, r) 坐标得到的 Finkelstein 图
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3 KLS 时间周期宇宙的物理性质

通过选取由 (6) 和 (7) 定义的超前和延迟零坐标 v, w, 我们可以得到另一个坐标系, 度

规相应地变为

ds2 =
16r

3
2

(1 + sin t)6
dvdw +

r

(1 + sin t)4

√
1 + sin t

2 − sin t
(dv + dw)dφ − (1 + sin t)2√

r
dθ2, (10)

其中 t, r 分别由下式给出

1
2
(v + w) =

∫ t

−π
2

√
2 − sin η

1 + sin η
dη, v − w =

1
2

∫
1
r
dr =

1
2

ln r. (11)

它代表零共形平直坐标下的二维空间 (θ, φ 为常数), 因为度规为 ds2 = dvdw 的空间是平

直的. 使这个二维空间保持这种共形平直的两个类光坐标表示的最一般的坐标变换是 v′ =

v′(v), w′ = w′(w), 其中 v′ 与 w′ 是任意的 C1 函数, 得到的度规为

ds2 =
16r

3
2

(1 + sin t)6
dv

dv′
dw

dw′ dv′dw′ +
r

(1 + sin t)4

√
1 + sin t

2 − sin t

(
dv

dv′
dv′ +

dw

dw′ dw′
)

dφ

− (1 + sin t)2√
r

dθ2. (12)

定义

t′ =
1
2
(v′ + w′), x′ =

1
2
(v′ − w′). (13)

则度规的形式为

ds2 = F 2(t′, x′)(dt′2 − dx′2) + G(t′, x′)dt′dφ − H(t′, x′)dx′dφ − L2(t′, x′)dθ2. (14)

函数 v′, w′ 的选取决定度规的具体形式. 我们选取 v′ = exp(2v), w′ = − exp(−2w), 于是 r

由方程

t′2 − x′2 = −r (15)

确定, 且 t 由方程

t′ + x′ = −(t′ − x′) exp(4τ) = −(t′ − x′) exp
(

4
∫ t

π/2

√
2 − sin η

1 + sin η
dη

)
(16)

确定. 进而 F , G, H 与 L 分别由下式给出

F 2 =
4
√

r

(1 + sin t)6
, G =

x′

(1 + sin t)4

√
1 + sin t

2 − sin t
,

H =
t′

(1 + sin t)4

√
1 + sin t

2 − sin t
, L2 =

(1 + sin t)2√
r

.

(17)

对坐标 (t′, x′, θ, φ) 在 t′2 − x′2 < 0 条件下定义的流形 M ∗, 函数 r 和 F 2, L2 为正且解

析.用 (14)定义度规 g∗, 则 x′ > |t′|定义的 (M , g∗) 的区域 I 等距于 (M , g). 由图 4知我们

可以看到存在另一个由 x′ < −|t′| 定义的区域 I ′, 同样等距于 (M , g). 我们称之为 KLS“喉”

另一端的另一个渐近平直宇宙.
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图 4 Kruskal 图, 显示了时间周期宇宙空间区域 I 和 I ′, 以及 r < 0 的区域

图 5 KLS 时间周期宇宙的 Penrose 图

为了研究时间周期时空的无穷远处的结构,我们可以结合 (1)通过定义新的超前和延迟

零坐标来构造 Penrose图

v′′ = arctan(v′), w′′ = arctan(w′), (18)

其中

−π < v′′ + w′′ < π, 且 − π/2 < v′′ < π/2, −π/2 < v′′ < π/2.

在 Penrose图中,时空结构由共形坐标 (14) (类光曲面总是由斜率为 ±1的直线表示)并

且整个时空映射为一个有限图. 因为类光曲面是由一种简单的方式表示, 因果关系可以直观

地在图中给出. Penrose图中的每一点 (τ, r) 代表远处观测者在 τ (或 t)时刻看到的一个拓扑

结构为

ds2 = − (1 + sin t)2√
r

dθ2

的二维曲面. 图 5 中的 Penrose图完整地阐述了带有 “黑洞” 时间周期解的整体结构.
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