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摘要    纳米电介质具有较强的挠曲电效应, 并且该效应与大的应变梯度相耦合. 在纳

米尺度, 静电力不能被忽略. 我们基于电学焓, 建立了可考虑应变及极化梯度效应以及静

电力影响的纳米电介质变分原理. 由此变分原理, 导出了其控制方程, 给出了广义静电应

力的表达式. 广义静电应力由两部分组成, 一部分为与极化及应变有关的 Maxwell 应力, 
另一部分为与极化梯度及应变梯度有关的应力. 我们的工作为研究纳米电介质中的力电

耦合问题提供了基础. 
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作为电介质材料力电耦合问题分析和计算的基

础, 变分原理长期以来都得到很多研究者的重视. 对
于线弹性电介质, Toupin[1]建立了线性压电材料变分

原理 , Eringen[2]推导了线性微型态材料变分原理 , 
Shen和Kuang[3]推导了热释电材料动态变分原理, 等
等. 对于非线性问题, Kuang[4~7]系统地建立了基于吉

布斯自由能和内能的电介质热力学普适变分原理 , 
基于这些变分原理, 可以得到相应的完整的控制方

程组, 并且可以得到麦克斯韦尔应力(静电力)的表达

式. 但是, 这些工作, 不管是线性还是非线性问题, 
都没有考虑应变梯度和极化梯度效应. 

应变梯度或非均匀应变场能够局部地破坏反演

对称, 从而导致晶体, 甚至中心对称晶体发生极化, 
这就是所谓的挠曲电效应. 相反地, 逆挠曲电效应表

示极化梯度导致应变场[8,9]. 挠曲电效应已经被晶格

动力学所证实 [10,11] . 挠曲电理论与晶格动力学都预

测出薄膜电容小于经典理论的结果[11,12]. 理论上, 挠
曲电效应存在于所有的电介质中, 但是对于许多材

料, 挠曲电效应微不足道, 可以忽略. 对于一些电介

质, 在纳米尺度, 挠曲电效应非常强, 与大应变梯度

耦合, 此时不能忽略挠曲电效应. Mindlin[13]给出了一

个考虑极化梯度效应的电介质变分原理, 但没有考

虑挠曲电效应. Sahin与Dost[14]给出了一个同时考虑

应变梯度与极化梯度效应的电介质变分原理, 并由

此得到控制方程. 挠曲电理论与经典的压电理论不

同之处在于, 它含有特征长度, 是尺寸相关的. 最近, 
人们发现挠曲电理论在纳米科技扮演着重要角色[15]. 
例如, 它能极大地提高纳米结构中的能量获取[16], 为
能量收集提供了方法. 文献[17]综述了挠曲电理论的

研究, 并给出了挠曲电理论的完整数学框架. 利用挠
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曲电效应, Fousek等人[18]最先提出了不采用压电材料

制备具有压电特性的纳米复合材料的可能性, 随后 
Sharma等人 [19]数值分析了这种纳米复合材料 . Ma-
jdoub等人[20]指出挠曲电效应显示了尺寸效应, 对纳

米结构的表观压电和弹性行为有重大影响. 挠曲电

理论最近已吸引了许多研究者的兴趣, 但它还远未

成熟. 
前述工作虽然对挠曲电理论贡献很大, 但他们

都没有考虑电场力的作用. 纳米科技所面临的临界

尺度从几百纳米到仅仅几个纳米 , 如纳机电系统

(NEMS). 在微机电系统(MEMS)设计中可被忽略的

静电力在纳机电系统(NEMS)设计中起到非常重要的

作用. 例如, Gao等人[21]用透射电子显微镜在线测量

纳米结构, 观察到源于强静电力的拉伸导致响应频

移. Dequesnes等人[22]研究了基于单壁碳纳米管的纳

机电开关, 在这个开关中, 单壁碳纳米管被模拟成两

端固支的线弹性电介质梁, 而这个开关仅仅由静电

力来驱动. 随后, Dequesnes等人[23,24]又采用线性与非

线性理论研究了纳机电开关, 在这个开关中, 单壁碳

纳米管被模拟成两端固支或悬臂电介质梁, 这个开

关由静电力与范德华氏力共同来驱动. 这些研究都

表明了, 在纳米尺度, 即使是线弹性问题, 静电力的

影响也是非常强的. 因此, 在纳米结构中, 如何正确

地考虑静电力是纳尺度力电耦合问题的关键之一.  
本文将建立考虑应变梯度和极化梯度效应的纳

米电介质变分原理. 在纳米尺度, 即使是线性电介质, 
虚位移不仅产生虚应变, 而且产生电势或电荷的变

化, 这与以前的考虑应变梯度和极化梯度效应的变

分理论是不同的, 如Mindlin[13], Sahin和Dost[14]. 本文

基于这个变分原理来推导完整的控制方程组, 并得

到广义静电力的表达式.  

1  电学焓 
对于计及应变及极化梯度的线性电介质, 内能

密度函数 U 的最一般的表达式为 
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式中 a, b, c, e, d, h, f, r, η, 和 g为材料性能张量. 特
别地, a 和 c 分别为二阶互易电介质极化率和四阶弹

性常数张量. e的分量为逆挠曲电系数, f的分量为挠

曲电系数. 张量 g 代表纯非局部弹性效应, 对应着应

变梯度弹性理论. u 和 P 分别为位移和极化矢量, 逗
号表示微分. ε为应变张量, 定义为 

 ( , ,
1 .
2ij i j j iu uε = + )  (2) 

对不同的材料, 上述各材料性能张量可取不同

值. 如果不考虑力电耦合, 所有对应力电耦合的材料

性能张量等于 0, 即 e, d, f和η 为 0. 对于中心对称电

介质, d 与η 等于 0. 由方程(1), 可以发现, 即使是中

心对称材料, 力电耦合作用仍然可以通过 逆挠曲电

系数 e和挠曲电系数 f实现. 在文献[19]中, 除了 d和
η 等于 0 外, h和 r也为 0. 

Toupin[1]把经典压电理论中的电焓密度分成内能

密度U及其剩余. 通过把它推广到挠曲电理论, 电焓

密度H可以取如下形式: 

 0 , , ,
1 ,
2 i i i iH U ε ϕ ϕ ϕ= − + P  (3) 

式中 0ε 为真空介电常数, ϕ 为 Maxwell 势, 定义为 

 , ,MS
iE iϕ= −  (4) 

本构方程可表示为 
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式中σij为应力张量, Ei为电场强度, σijm和Eij分别为高

阶应力和高阶场强. 
利用方程(5)~(8), 方程(1)可简化为 

 , ,
1 1 1 1 .
2 2 2 2ij ij ijm i jm i i ij i jU u E Pσ ε σ= + + + E P  (9) 

,
 

(1)

 

2  电焓变分原理 
由于电场存在于除理想导体之外的任何材料中, 

1763 



 
 
 

 
胡淑玲等: 具有挠曲电效应的纳米电介质变分原理及控制方程 
 

 

静电分析应该同时考虑电介质和其环境 .  类似 
Mindlin[13], 假设电介质材料所占体积为  边界表

面a把 同外部真空(或环境)V
0 ,V

0V ′ 分开, 总体积可记为

 0 .V V V ′= +

变分原理可表示与Mindlin[13]一样, 即 

  (10) d
V

H V Wδ δ− +∫ 0,=

d ,a∫
式中 

( )
0 0

0d dk k k i i i i
V V a

W f u u V E P V t u
σ

δ ρ δ δ δ= − + +∫ ∫  (11) 

这里δ 为变分符号, ,kf  ρ,  分别为体积力、质

量密度、表面外力及外电场, 

,it
0
iE

aσ 为力边界. 

根据 Reynold 输运理论可得 

 ,d d k k
V V V
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于是便有 
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(13) 
正如文献[4~7]所指出, 虚位移不仅引起虚应变, 也
引起电势、极化及其梯度的变化, 于是我们可得 
  (14) , ,i P i u i P i i j jP P P P P uδ δ δ δ δ= + = +
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其中 P iPδ 和 ,P i jPδ 由虚电极化产生, ϕδ ϕ 和 ,iϕδ ϕ 由虚

电势产生,   , ,u i i j jP P uδ δ= , ,u i j i jk kP P uδ δ= = , ,i kj kP uδ

,δ ϕ ϕ δ=u j ju , , ,u i ij j ji ju u和δ ϕ ϕ δ ϕ δ= =
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由虚位移产生.  

应用高斯散度定理, 方程(13)的第一部分可化为 

( )

  

(18)

 
 d d

为了确定所需的边界条件, 我们注意到, 

在表面 a 上并非与

,i juδ

iuδ 无关. 如果 iuδ 在 a 上已知, 那

么 iuδ 在 a 上的切向梯度也已知. 因此, 对于这类问

题, 需要表面上的 6 个独立的位移边界条件及法向 
导数. 

为了确定独立的力边界条件, 我们把含 的

积分改写为 

,i juδ

 , ,ijm m i j ijm m j i ijm m j in u n D u n n D uσ δ σ δ σ δ= +  (19) 

上式是通过把梯度 分解为切向梯度,i juδ j iD uδ 和法

向梯度 j in D uδ 而得到, 即 

 , ,i j j i j iu D u n D uδ δ δ= +  (20) 

式中 

 ( ) ,j jk j k kD n nδ≡ − ∂   (21) ,k kD n≡ ∂

其中 k∂ 表示对 kx 的偏微分. (19)式中的项可有多种

进一步分解途径, (19)式右边第一项包含非独立变分

,ijm m j in D uσ δ  可分解为[25]
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(22)式的最后两项只含独立变分 .iuδ  对第一项, 我

们注意到, 在表面 a 上有 
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其中 为置换张量. 根据斯托克斯定理, (23)式最

后一项沿光滑表面积分为 0. 如果表面存在边界 c, 
由斯托克斯定理给出: 

qpke
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式中 ,j qpk k lm e s n=  ms 为 c 的单位切向矢量的分量. 

符号 表示间断值.  ⎢ ⎥⎣ ⎦

再一次应用高斯散度定理, 方程(18)中含 的

项可化为 
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同样, 应用高斯散度定理, 方程(13)中的第二部分可

化为 
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于是可得 
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现在, 我们考虑电学焓的剩余部分的变分, 即 

 ( )

0 , , ,

0 , , , ,

0 , , , ,

1 d
2

d

1 d ,
2

i i i i
V

i i i i i i
V

i i i i k k
V

B P

P P

P u V

δ ε ϕ ϕ ϕ

ε ϕ δϕ δϕ ϕ δ

ε ϕ ϕ ϕ δ

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − + +

⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫

∫

V

V  

(28)

 

(28)式中第一个积分的前两项可化为 
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= − + − − +

+ − +

⎡ ⎤− − +⎣ ⎦

= − + − − +

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

∫

∫

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

0 , 0 , ,

0 , , ,

0 , 0 , ,

0 , 0 , ,

0 , ,

0 , , ,

0

d

d d

 d

d d

d d

 d

 d

V

i i i u i i ui
a V

i i p i p
V

i i i i i i
a V

i i i u i i ui
a V

i i i p p
a

i i p pi
V

V

P n a P V

P u V

P n a P V

P n a P V

P n u a

P u V

ϕ

ϕ ϕ

δ ϕ

ε ϕ δ ϕ ε ϕ δ ϕ

ε ϕ δ ϕ

ε ϕ δ ϕ ε ϕ δ ϕ

ε ϕ δ ϕ ε ϕ δ ϕ

ε ϕ δ ϕ

ε ϕ ϕ δ

ε

+ − + − − +

− − +

= − + − − +

+ − + − − +

− − +

⎡ ⎤+ − +⎣ ⎦

= −

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

( ) ( )

( ) ( )

, 0 , ,

0 , 0 , ,

, , ,

d d

d d

 d d ,

i i i i i i
a V

i i i u i i ui
a V

e e
i p i p i p pi

a V

P n a P V

P n a P V

D n u a D u V

ϕ ϕϕ δ ϕ ε ϕ δ ϕ

ε ϕ δ ϕ ε ϕ δ ϕ

ϕ δ ϕ δ

+ − − +

+ − + − − +

⎡ ⎤− + ⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

(29)

 

(25)

式中电位移 定义为 e
iD
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  (30) 0 , .e
i iD ε ϕ= − + iP

(28)式中第二个积分可化为 

 

0 , , , ,

0 , , ,

0 , , ,
,

1 d
2

1 d
2

1  d ,
2

i i i i k k
V

i i i i k k
a

i i i i k
kV

P u V

P n u a

P u V

ε ϕ ϕ ϕ δ

ε ϕ ϕ ϕ δ

ε ϕ ϕ ϕ δ

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞− − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫

∫

 

(31)

 

于是, (28)式可写为 

,

, , ,

, 0 , , ,

0 , , ,
,

d d

 d d

1 d d
2

1 d .
2

e e
i i i i

a V
e e
i p i p i p pi

a V

i i i i i i k k
V a

i i i i k
kV

B D n a D V

D n u a D u V

P V P n u a

P u V

δϕ δϕ

ϕ δ ϕ δ

ϕ δ ε ϕ ϕ ϕ δ

ε ϕ ϕ ϕ δ

= −

⎡ ⎤− + ⎣ ⎦

⎛ ⎞+ + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞− − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

(32)

 

然后, 把方程(11), (27)和(32)代入(10)中, 可得 

  

(33)

 

( )

( )

( )

( ) ( )

, ,

0
, , ,

,

d

 d d

 

 d

 d d

 d 0,

ES
ij ijm m ij i i ij

V
e

i ij j i i i i i
V V

ES
ij ijm m ij j

a

l l ijm m j j ijm m i i

ijm m j i ij j i
a a

e
i i

a

f u u V

E E E P V D V

n

D n n n D n t u a

n n D u a E n P a

D n a

σ

σ σ σ ρ δ

ϕ δ δϕ

σ σ σ

σ σ δ

σ δ δ

δϕ

⎡ ⎤− + + −⎢⎣

− − + − +

⎡− − +⎣

⎤+ − − ⎦

+ +

− =

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

⎥⎦

其中 ES
ijσ 为广义静电应力: 

( ), , , ,

, 0 , , ,

1
2

1 ,
2

ES
ij

kj k i kl k l klm k lm k k kl k l ij

e
j i k k k k ij

E P u u E P E P

D P

σ

σ σ

ϕ ε ϕ ϕ ϕ δ

= − + + + +

⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

δ  

由于应变很小, ,kl k luσ 和 ,klm k lmuσ 与 ijσ 和 相比, 

可以忽略. 因此, 方程(34)可化为 

,ijm mσ

( ), ,
1
2

ES
ij kj k i k k kl k l ijE P E P E Pσ δ= − + +  

 
, 0 , , ,

,

1
2

,

e j i k k k k ij

M M
ij ijm m

D Pϕ ε ϕ ϕ ϕ δ

σ σ

⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +
 

(35)
 

其中 M
ijσ 和 分别为麦克斯韦尔应力和对应极化

梯度与应变梯度的静电应力, 其定义为 

,
M
ijm mσ

 
,

0 , , ,

1
2

1 ,
2

M e
ij k k ij j i

k k k k ij

E P D

P

σ δ ϕ

ε ϕ ϕ ϕ δ

= −

⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (36) 

 ( ), , ,
1 .
2

M
ijm m kj k i kl k l ijE P E Pσ δ= +  (37) 

由于 ,iuδ  iPδ 和 δϕ 的任意性, 由方程(33)可得如下

控制方程: 

 ( ), ,
,ES

ij ijm m ij i ij
f uσ σ σ ρ− + + =  (38) 

 0
, , 0,i ij j i iE E Eϕ− + − =  (39) 

 0 , , 0,ii i iPε ϕ− + =  i.e.,  in V0, (40) , 0,e
i iD =

 , 0,iiϕ =  in V  (41) ,′

在 a 上的边界条件为 

 
( )

( ) ( )
,

;

ES
ij ijm m ij j

l l ijm m j j ijm m i

n

D n n n D n t

σ σ σ

σ σ

− +

+ − =
 

(42)
 

  (43) 0;ijm m jn nσ =

  (44) 0;ij jE n =

 ( )0 , 0.i i iP nε ϕ⎢ ⎥− + =⎣ ⎦  (45) 

方程(38)~(41), 以及边界条件(42)~(45), 构成了

求解考虑梯度效应及静电力影响纳米线性电介质的

控制方程组. 经过适当的简化与变换, 这些方程可化

为文献已有理论. 例如, 如果不考虑应变梯度和极化

梯度效应, 这些方程可退化为经典力电耦合问题[12]. 
如果不考虑极化梯度和应变梯度效应, 方程(37)

将消失, 于是 .ES M
ij ijσ σ=  然后, 在没有外电场作用

下, 方程(39)可化为 (34)

 , 0,i iE ϕ+ =  (46) 

从而, 方程(36)可写为 

0
1 1
2 2

M e
ij k k ij j i k k k k ijE P D E E E E Pσ δ ε⎛ ⎞= + + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
δ  
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( )0

1
2
1 ,
2

e
j i k k k k

e e
j i k k ij

D E E E E P

D E D E

ijε δ

δ

= − +

= −
 

(47)
 

上式与文献[7]中的一样.  
如果不考虑静电力, 控制方程将简化为文献[17]

中的情况. 需要指出的是, 边界条件与文献[17]中的

不同, 在文献[17]中仅仅考虑三个力学边界, 即边界

条件(43)消失, 边界条件(42)左边后两项去掉. 但是, 
如我们在(18)式后面讨论, 正确描述这类问题需要 6
个独立的位移边界条件. 

值得注意的是, 广义静电力直接由虚位移引起, 
因为虚位移不仅产生电势和极化的变化, 也产生体

积的变化, 而这将引起整个电能的变化. 正如文献[5]
所指出, 广义静电应力并非真正的应力, 它的梯度为

外加体积力, 见方程(38). 

3  算例 
在引言中, 我们已经介绍, 一些研究[21~24]表明在

纳米尺度, 即使是线弹性问题, 静电力的影响也非常

强. 在这一部分, 我们将通过一个非常简单的例子来

阐明这个事实. 考虑一厚度为h的无限大各项同性电

介质层, x=h表面固定, 另一表面x=0 自由, 在这两个

表面上分别施加电场 . 这种情况下, 问题简化为

一维的. 本构关系简化为

V±
[13]  

  (48) 
1 1

11 11 1,1 11 1,1

11 11 1,1 11 1,1

;
;

.

E aP
d P c u

E b P d u

σ
=
= +

= +

这里, 与文献[13]一样, 不考虑应变梯度. 控制方程

(38)~(40)化为 

  (49) 

( )11 11 ,1

1 11,1 ,1

0 ,11 1,1

0;

0;

0.

ES

E E

P

σ σ

ϕ

ε ϕ

+ =

− + =

− + =

根据方程(35), 广义静电应力可写为 

 ( )2 2
11 1 11 1,1 11 1,1 1,1 0 ,1

1 1 ,
2 2

ES aP b P d u P 2σ ε ϕ= − − +  (50) 

表面 x=h 上的边界条件为 
  (51a) 1 0;u =

  (51b) 11 0;E =

 .Vϕ =  (51c) 

表面 x=0 上的边界条件为 

 11 11 0;ESσ σ+ =  (52a) 

 11 0;E =  (52b) 
 .Vϕ = −  (52c) 

考虑如下函数 

 
1 1 1 1 1

1 2 2 2 2

3 3 3

e e

e e

e eϕ

−

−

−

= + + +

= + + +

= + + +

x l x l

x l x l

x l x l

u A B C x D

P A B C x D

3

,

,

,A B C x D

 (53) 

其中 l 为材料常数, 其量纲为长度, 可由方程(49)确
定. 把(53)式代入(49)式, 可以得到 

 

( )
( )

0 11
2 2 3 1

11 1

0 11
2 3 2 3 1

11 1

1
22

11 11 11 1
1

11 0

0,   ,
11
2

,   ,
11
2

1 2
.

cC A A A
l d C

c
aD C B B B

l d C

c b d C
l

c a

ε

ε

ε −

= = − = −
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

− = = = −
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤− −⎢ ⎥=
⎢ ⎥+⎣ ⎦

 (54) 

能量密度函数的正定性要求 l 为实数. 利用边界条件

(51)和(52), 可以得到 

 3
2 ,VC
h

=  (55) 

 
( )

( )

1
2

1 2 1

e 1
,

2 sin

−
=

+

h ll C
A

hw w C
l

h
 (56) 

 
( )

( )

1
2

1 2 1

e 1
,

2 sin

− −
=

+

h ll C
B

hw w C
l

h
 (57) 

其中 11 11 11
1 2

11 11 11
,  .

b d d
w w

d c c
= − =  C1 可通过将(52a)式化

为下式来决定: 

 

( )

( )

2 2 2 2
11 1 1 2 1 1

0

2 2
2 311 11

11 1 1
11 11

2
2

0 1 2 12

12 16 tan
2 2 2

    2

2 2 2 ,

a hc C w w C l C
l

d d
b C C

c c

V w w C
a h

ε

ε

⎛ ⎞
+ + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

h

 

(58)

 

D1 可由式(51a)求得. 求得 C1 后,  3)可,   ( 1,  2,=i iA B i
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以通过(56)和(57)式确定. 如果不考虑广义静电力, 方
程(58)或(52a)将化为 
  (59) 11 1 0,c C =

从而,  于是可得 0,   ( 1, 2,3).i iA B i= = =

 

1

1

0,
2 ,

2 ,

u
VP

ah
V x V
h

ϕ

=

= −

= −

 (60) 

上式正是经典理论的解, 电介质层没有发生变形. 但 

是, 如果考虑广义静电力,  广义静电力将在

电介质层中产生随厚度变化的变形. 
1 0,C ≠

方程(58)非常复杂, 只能得到数值解. 然而, 通
过只考虑 C1 或 1/C1 的一阶项, 我们可以近似分析它

的两个极限情况. 当 C1 非常小时, 我们有 

 

2
1 0

1
2 2

11 1 2 0

2 2
,

2 2

w V
aC

c w h w V
a

ε

ε

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠≈

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (61) 

当 C1 非常大时: 

 

22
2 2 2 11
2 0 1 2 11 12

0 11
1 2

2 11
11 2

11

2 12 4 16 tanh 2
2 2 2

.
ε

ε
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞− + − − + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝≈

−

dV a hw w w c l
a lh

C
dc w
c

1
⎠

b
c

 (62) 

从方程(61)和(62), 我们可以发现, C1 的绝对值是电

介质层厚 h 的函数, 随着 h 减小而增大. 随着电介质

层厚 h 的减小, 静电力的作用越来越明显. 当 h 很大

时, 由(61)式可得 C1 趋向于 0, 静电力的作用消失. 

当 h 很小时, 由(62)式可得 C1 的绝对值变得很大, 静

电力的作用必须考虑. 

但是, 要求得精确的 C1, 必须数值求解方程(58). 

这里, 这个简单的例子仅仅说明静电力的作用依赖

于电介质层的厚度. 当电介质层很薄时, 静电力的作

用必须考虑, 所得的解(53)完全不同于不考虑静电力

的经典理论的解(60).  

4  结论 
纳米电介质具有较强的挠曲电效应, 并且该效

应与大的应变梯度相耦合. 在纳米尺度力电耦合问

题分析中, 一个关键问题是如何正确地考虑静电力

的作用. 本文建立了可考虑应变及极化梯度效应以

及静电力影响的纳米电介质电学焓变分原理. 由此

变分原理可以导出包含静电力的控制方程, 以及广

义静电应力的表达式. 广义静电应力由两部分组成, 
一部分为与极化及应变有关的麦克斯韦尔应力, 另
一部分为与极化梯度及应变梯度有关的应力. 本文

工作为纳米电介质中的力电耦合问题的分析及计算

提供了基础. 
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