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学种辑阁 A中

指定零点和极点的半纯函数的存在性

陈 怀 惠 张 顺 燕
( 南京师范学院数学系) 〔北京大学数学系)

摘 要

经典的 A I,e l 定理是关于闭 iR
e m an n 曲面的

.

A hl f or
s

得到了开 R ; en
l a n n 曲面

上的一个 A be l 定理
.

但是他的结果不十分令人满意
,

因为 A hl for s
定理中的

“
拟有

理 函数”
除常数外是否确实存在值得怀疑 ; 当曲面是有型 iR

e o an
n

曲面
,

即紧带边

iR
e m an n 曲面时

,

只有常数才是拟有理 函数
.

本文将 A be ! 定理推广到了具有两组不

同边条件的紧带边 iR e m an n 曲面上
,

定理所描述的函数是大量存在的
,

文中还给 出了

具体例子
.

1
.

定理的叙述 作者在文献 LI] 中证明了紧带边 iR
e m an h 曲面上的一个 A bel 定理

,

给

出指定除子 (指定零点和极点 )的
、

在边界上绝对值为常数的半纯函数的存在性的充分必要条

件
.

作者在文献 L2] 中考虑了在部分边界围道上函数的绝对值是常数
,

而在其它的边界围道上

函数的幅角是常数的情况
.

本文进一步考虑不同围道上的常数可以不一样的情形
.

定理
.

设 厂 是一个紧的带边 iR
e o an n 曲面

,

它的边界围道 D, 的方向都取定为相对于

F是正的 ; 占 是 F上的一个零维链
.

把边界围道分为若干组 : C , ,

…
,

C , ,

B : ,

…
,

B m ,

其中

每一个 C 、 或 B ,

都包含一个或几个围道
,

那末
,

存在以 占为除子的
、

在每一组 c 、 上的绝对

值都是常数 ( i 一 1
,

2 ,

…
, l

,

不同的 C ` 上的常数可以不一样 )
,

沿每一个 D` 的幅 角改

变量为零
,

沿每一组 B , 上幅角都是常数 ( i 一 1
,

2
,

…
, 。

,

不同 B 、
上的常数可以不一样 )

的半纯函数的充分必要条件是
:

’

存在一个以 “ 为边界的一维链 ` ,

使
{
。 印 一 0 对所有 ` 上

的
、

沿每一个 C
,

的围道为零
、

沿每一个 B ,
中的围道的法向为零

、

且满足

o ( i 一 1
,

2
,

…
, , , 2

)
,

一 O ( i 一 l
,

2
,

…
,

l )
*

、矛、J
众,l

.

月

B

产

1
.户

l

J C ,

的调和微分 的 (无奇点 )成立 (其中
。 *

表示 “ 的共辘微分 )
.

以下
,

我们设 l , m ) l ,

特殊情形更为简单
.

2
.

基本调和微分 证明 A be l 定理的基本工具是调和微分
:

R ie 一们 a n n 曲面
,

c 是 w上的一个一维链
,

那末存在唯一的调和微分

一 又 + i那
.

设牙是一个闭

(r c ) 一 又( c ) +
一

i严 ( c ) ( 几

本文 19 8 2年 3 月 8 日收到
.



中 国 科 学 (A辑 )! 夕8 斗

和 群 是实的 )
,

满足以下条件 :

l ) 若边界 a C (经化简 )中含
n户

。

(
n 是整数

,

户
。 〔 牙 )

,

则 ` 在 户
。

的奇性是 竺 d 。 ,

其中

“ 是 p
。

附近的局部坐标
,

(z 0P ) ~ 。 ; 并且
。 不再有其它的 (除在 。 C 中出现的点外 ) 奇点

.

2 ) 对任一W上的调和微分 切 (没有奇点 )
,

均有

{
二 : ( e )

`

一
”

,

!
、 · ( c ,

〔·

3 ) 对任一不经过 口 C 中出现的点的一维循环 1 ,

一 2二

!
。 〔! )

·

均有

!
:

, ( C , 一 2! 丫 X c

其中 了 x c 表示 y 对于 c 的相交数
.

作为这些条件的推论
,

几是全微分
,

当 c 是循环时
,

双 C ) ` 0
.

: 的存在性和构造法以及关于闭 iR e m an n 曲面的经典的 A bel 定理均见文献 〔3
,

v
:

; 3 」
.

3
.

二重倍 关于带边 iR e m an n 曲面的倍的概念见文献 「3
,

H
,

辱1 1
.

我们在这里对定理

中的曲面 厂 重复作两次倍
.

记 厂 的镜象为 户
` ,

并把 户 和 厂 中属于 c
`

和 斌 (拭 表示 c ,

的镜象 )中的互为镜

象的点等同起来
,

得到 厂 的一个倍 户一 厂 十 户
.

记 户
’

是 户的镜象
,

并把 户中属于 B , 和

斌 的点和它们在 户 中的镜象等同起来
,

得到 户 的倍 户一 户十 户
.

任一 p 。 户
,

它的第一

次镜象记为 厂
,

任一 p 、 户
,

它的第二次镜象记为 产
.

按 对 一 P’
,

把映照
“ ·

” 开拓到整

个 户上
.

这样的表示法也应用到 户上的集合
、

弧和零维的以及一维的链上
,

其意义是自明

的
.

设 。 是 户上的一个微分
,

它经
“

变量 J, 替换 p 一 丫 (或 p 一 q’ ) 后得到的微分也记为

( J ,

(或 功
·

)
·

显然有
}
。 仍 一

{
c ,
的

, ·

另夕卜
, “ ,

一 可以换为
“

一 ;
“ , , J ·

,口
“

一都可 ,肖去 ; 而

` 。 ’ *
一 一 。 * ` .

微分 。 叫做对
“ ` ,, 是奇的 (或偶的 )

,

如果 。 一 一
〔。 ’

(或 。 一 。
’

) ; 对
“ ·

,, 有

同样的定义
.

奇微分的共扼微分是偶微分
,

反之亦然
.

我们有

又( c )
’

一 又( C
’

)
,
拼 ( C )

’

~ 一 拜 ( C
`

) 一 产 (一 c
’

)
.

若 c 一 C’
,

则 又( C ) 对
“ 脚 是偶的

,
拜 ( c ) 对

“ ,,, 是奇的
.

对于
“ ·

” 有同样的结论
.

证
.

首先注意
,

几( C )
`

和 戏 C’ ) 有 同样的奇性
,

而 产 ( C )
’

和 一风 C
’

) 也有 同 样 的 奇

性
.

所以 又( C )
’

一 戏 c’ ) 是一个没有奇点的调和全微分
,

因而 从 C )
’

一 汀 C
’

) 一 。
,

双 C )
’

一

双 c )
.

设 丫是 户上的一个循环
,

!
:

( ; ( C )
,

+ , ( C
,

) ) 一

!
, ; ( C )

,

+

)
,

.

; ( C
,

) 一

{
了 ,

; ( C , +
{

, 。 ( C
,

,

一 2 7r
(丫 x C 十 了 x c

’

)
,

容易看到 丫 x C 一 一 二 X C
,

所以 产 ( C )
’

+ 产 ( C’ ) 也是一个没有奇点的调和全微分 因

而 产 ( C )
,

一 一祥 ( C
’

) 一 风 一 C
’

)
.

引理的后一部分是前一部分的推论
.

设包含在 iC ( i 一 l
,

2
,

…
,

O 中的围道共有 左个
,

记为 D
, ,

D Z ,

二 ,, D *
.

若 i
t

< i: ,

则

口
`

中的围道被排列在 C
Z

中的围道的前面
.

又把包含在 及 (,’ 一 l
,

2
,

…
,

m ) 中的围道

依次记为 A : ,

…
,

击
.

在 不 中作弧
。 ,

它的起点和终点分别在 D
,

和 D Z

上
,

令 E
,

一 。 一

了
.

同样地作出 E : ,

…
,

乙 *
一

:

以及穿过 击 i( ~ !
,

2
,

…
,

i) 的 F . ,

…
,

凡
一 :

.

再在 矛中
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作弧
。 ,

起点和终点分别在 D ,

和
`

“
:

上
,

令 f
,

一
f
一

。 `

十
。 ` ’

一
。 ’ .

设 厂 的格为 产
,

` : ,

H
, ,

…
,

` : ,

月
:

是 厂 的模边界的典型同调基
,

它们不与 D
, , A ` ,

石 , ,

兀 相交
.

那末
,

G
, ,

私
、

G :
,

H :
,

G ;
,

H ;
,

G ;
` ,

H :
’

( i 一 l
,

…
,

产) : 。 ; ,

…
,

刀* 一 : ,

D ;
,

…
,

D又
一 , : E : ,

…
,

E * 一 : ,

E ;
,

一
,

乙
一 ,

; 刀 , ,

…
,

击
一 : , `

石
,

…
, `

鲜
一 :

; F
: ,

…
,

iF
一 、 ,

川
,

…
,

月
一 ,

组成 户的一组同调

基
.

4
.

必要性的证明 设 f 为 户 上满足定理中的条件的半纯函数
,

则 dl og f 一 dI 峭 {f { +

i da gr f 的实部沿围道 D , 为零
,

而它的虚部沿围道 禹 为零
.

所以可以把它开拓为 户上的一

个解析微分 蘑
,

它的实部对
“ , ” 是奇的

,

对
“

· ”
是偶的

,

壶部的情形正好相反
.

在 F 上作一维

链 民
,

使得 a氏 ~ 占
,

且使 叭 不与 E
, ,

F
,

相交
.

令 手
,

一 , ,

+ ` 一 丫 一 丫
· ,

以子
:

) 一

戏子
:

) + 加 (手
、

)
.

由上段的引理
,

、 (交) 和 eR睿 以及 风民) 和 mI 睿 分别有相同的奇性
.

但

因 。。 ,

一 。 是 f 的除子
,

而在 厂 上
,

户一
。 log f

,

所以
, :

(氛) 和 户在 厂 上有相同的奇

性
.

接着
,

由它们的相同的奇偶性
· ,

就在 户上有相同的奇性
.

双子
,

) 是一个全微分
,

而 eR睿 虽在 厂
:

上是全微分
,

但在整个 户上不一定是
.

由 f 所满

足的条件和 eR 户的奇偶性
,

除 E ; ,

…
,

石卜
` ,

鱿
,

…
, E解

, ,

F , ,

…
,

jF
一 , ,

F , ,

川
,

…
,

月
一 ,

外
,

eR睿 沿同调基中其它的循环的积分都是零
.

对于 F `
一

。
一 。

· ,

由于 eR亡对
“ ·

”

是偶的
,

所以

R e
吞一 R e

夕一

R e
心 一 0 (

,

( R e

睿)
·

,
J 一 l )

.

同样的理由
,

{
; , R e

“ - 。
.

接着
,

因为它对
“
尸

,

是奇的
,

故有

{
,

R e

口一 (
,

J 户 f

,
1 一 l )

.

瓦 穿过属于同
·

组的两个围道
,

一

! ( R e
户)

,

若ù

决

口

ez材R

ù

I
J

设 }f {在

则

c
: ,

…
,

C `
上的常数值分别是 对

` ,

!
; `

R·

” 一 !
尹

一

{
,

d 10 9 ! f { 一

“ 10 9 }f { 一 。 ;

若 石
,

穿过分另!l属于组 C
:

和 C , + 1

的两个围道狈臼

{
; ;

。 e

。

。 ,

一 工 ( 10 9 M
Z

2 1 d l o g }f l ~ 2 ( lo g M
: + :
一 10 9 材

:

)
.

一 10 9 对
`

) ; ( c Z

) + 生 ( l o g M
,
一 10 9 对

:

)二 ( c j

)

( lo g M
, 一 l o g M

,

)产 ( C , )
,-一汀

十

则
。 , :

和 eR 睿沿每一个 石、
有相同的周期

,

而 。 :

沿同调基中的其它循环的周期是零
.

另有
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〔。 、 一 一生 ( l。 ;, ,
、

一 ]。 ; , r )群 ( e ; )

· · ·

一 止 ( l。
,
; 人了

`

一 10 : 人了 1

)产 ( C i )
.

间 沿 凡 的周期就是 。 ,

沿 E , 的周期
,

就是 eR睿 沿 E 、 的周期
,

因而由 Re

户 对
“ ·

” 是偶

的
,

也就是 eR磨 沿 斌 的周期 ;而它沿同调基的其它循环的周期都是零
.

于是
,

eR 蘑一 。 1

一

诚 就是一个全微分 ;但它和 双睿) 有相同的奇性
,

所以

R e

夕一
` 。 ,

+
〔! , ; + 、 (子

,

)
,

现在
,

我们来考察 mI 睿 和 风子
,

) 的关系
.

它们沿 G
; ,

月
,

(,’ 一 1
,

…
,

川 的周期可能不

同
,

但都是 2 , 的整数倍
,

因而有整数
: , ,

u)
,

( i 一 1
,

…
,

户
,

使

。 2
=

。 l
群 ( H

,

) + 川】严 ( G ;

) + … +
。 。户 ( H

。

) + “
】。那 ( G ,

)

一 拜 (
z 1 H

:

+ 洲 , G ,
+ … +

。 : H 。
十 留 。 G 。

) “ 群 ( , 2

)
,

沿每一个 “ 和 iH (z’ 一 l
,

…
,

川 有和 l m礴一 风子
,

) 相同的周期
,

而它谙同调基中的其它

循环的积分是零
.

由 mI 户一 试手
:

) 的奇偶性
,

诚 一 一风成 )
,

一 “ 一 + 风 ` )
,

一
。
右 一

一 拌 (试
·

) 具有对应的性质
.

Im睿一 产漪
1

) 沿每一 D (
,
一 1

,

…
,

钓 和 A, (、 一 1 ,

…
,

i) 的

周期为零
,

这是因为 手
,

不和这些围道相交
,

而 mI 资一 da r gl
,

少按假定在
`

, , 上为常数
,

而沿

D ,

的幅角改变量是零 ;由于 I m睿一 风子
,

) 对于
“ ’ ” 是偶的

,

所以它沿每一个 瓦x(’ 一 l ,

…
,

攻一 l) 以及 iF 的周期为零 ; 由它的奇偶性
,

它沿所有这些循环的两种镜象的周期都是零
.

剩

下需要考虑的是 F : ,

…
,

iF

属于同一组的两个围道时
,

因

_ 1

以及它们的镜象
.

产 (民) 沿它们的周期总是零
.

当 F `
穿过

mI 户关于
“ ·

’ 是奇的
,

{
Im。 一 2

}
I m` -

J 不 i

故

2

{
。
“一“ `

是 4 , 的整数倍 ;否则
,

这个积分就是一个一般的实数
.

和前面一样
,

有实数 x Z ,

…
,

x,,
: ,

使
`” 4
一 x Z产 ( B Z

) + … + 尤 , ,
产 ( 刀

。 ,

)

沿穿过不同组的两个围道的 F
;

有和 I m户相同的周期
,

而它沿同调基中的其它的循环的周期

都是零 ;又有整数 y Z ,

…
,

iy
,

使

。 ,
一 2夕2产 ( A Z

) + … + 2 ,
,群 (

、

J
,

)

一 拌 ( 2夕2 A 2
+ … + 2夕 ,才 ,

) = 拜 ( 2 , 3

) 一 户 (
, ;

+ , 二)
.

沿每一个穿过同一组的两个围道的 F
,

有和 Im步相同的周期
,

而它沿同调基中的其它循环的

周期也都是零
.

因为 Im睿 对
“ ’” 是偶的

,

所以
, `
试 和 城 具有对应的性质

.

最后
,

我们得到

。 2
+ 。
卜 诚 一 。 ;

`

+ 。 3
十

` o

; +
。 , ,

+
〔o ;

一 那 (
, :
一 ` 一 a ; 一 a ;

`

) + 群 ( a :
+ 。 二一 ,

卜
。 :

.

) +
` , , ,

+
`。

;

一 群 (手
2

) + 产 (子
。

) +
` ; , 。

+
。 ,

;
.

它沿同调基中的每一个循环都有和 mI 心一 风子
,

) 相同的周期 ; 所以
,

这两个微分的差是没有

奇点的全微分
,

因而它们是相等的
.

于是
I二睿一 群济

,

) + 产 (子
2

) 十 解 (子
,

) +
〔。 4

十 城
.

令 , L

十 , ,
+ , 3

一 C
,

则 O c 一 d , ,

一 占
,

l m睿一 产 (乙) + 。 。
+

`￡〕
;

.

现在
,

设 。 是满足定理中的条件的一个调和微分
.

把它开拓为 户
,

上的微分 击
,

它对
“ `
”
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是奇的
,

对 “
·

” 是偶的
.

我们有

十奋
B

一
B

ō

l
一

.

( mI 勿击

一

{{

一

{
, 。 (乙,“ 十

!
, (似

·

+ · ; ,“

。

击 + 朴
C

「
*

)
,

`

甲 x 川 {
, 〔。

「
’ ` 兀

奋 B 阴一 B ,心

一 2二

}}
。 +

L J C !
_ 。 ,

,

“

}

凸 +
i

。 十
{

.

; 十 : :

{
_

;

“ 凡一

`

B
一

阴
B

X+

但是
,

_ (
* _ i

’
欠

_ C
J 一 〔 夕一 C J 〔

I
C一

产llee
J

同样

击 一 {
_ `

品一 }
护一 f

, ·

夕 `
.

C

产

l
甘

而

众 1 1 ,

〔 。
一 } 川 一 }

_ ` o

夕召 , 奋 “ 厂

一 2

{
_ `。 ,

7方咨
-

B ,

一口
.

B

产̀吸.皿,!
.

按假定
,

l
。 ` 〔

一
。 ( ` 一 , ,

…
,

m )
,

从而 态 ~ o ( i 一 l ,

…
, , ) ; 所以

{
二

( : n l

睿) ; 一 8 ,

{
`。 .

另一方面
,

因为

( R。

乡)
*
一 xn l

吞
,

故

{
*

( Im睿) ; 一 (
*

( I: 。口)
*

; 一 {
。

; (。
L

)
* 。 + {

*

( 。
:

+ 。 、)
*

;
,

目 F J下 .’ F 夕F

由 双手
,

) 所满足的条件 2 )
,

)
, ` (“

1

)
’
击 一 。

同时
,

{
, ` 。。;

一 (
, 〔· :

;
·

.
nU

一一一护抽
。
田

J

I仁八
ù

l拌
一 一 2。 o g M

:
一 10 9 M

L

)

.
.C

户̀.. .,é

按假定
, 。 *

一 O ( i 一 1
,

…
,

l)
,

故

{
,

〔·、· 凸 一 2 ( `
。 g 、 ;

一 。̀ g 、 ,

) {
。 ; 仍 ·

午 …

一
2 ( ,。 g “ 」

一 。̀ g M
I

)
)
。 :

。 ` ’

+ 二

一
2 ( 10 9 、 , 一 ,。 9 M

l

)
!
。 ,

一

; 同样地

+ 2 (
。̀ g M

, 一 ,。 g M
I

,

{
。

; 的
·
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+ 2 ( 10 只 材
,

~ 一 2 ( 10 9 M
Z

一

`。 ; “ 】

,
{
。 , ` 进) ”

,。 : “ 】

)
{
。 : ` , ) ’

一
一 2 ( I。 、 、 , 一 10 9 、

,

) {
`。

一
。

· ,

C l

所以
,

8 ·

(
。 功 一

l
, Im` 一 ”

·

必要性证完
·

5
.

充分性的证明 设 c 是 F 上的满足定理中的条件的 一维链
.

令 广一 c 一已 + c’ 一

e
’ ` .

令 。 :
~

u Z拜 ( e Z

) + … +
u
脚 ( C :

)
, u : ,

…
, u Z都是实的 ; 我们要寻求适当的

“ 2 ,

…
, “ , ,

使

( 、 (亡) +
` 。 ;

+
` , ,

产)
*
一 。 ( i 一 2

, ·

…
,

z )
,

J
C

产..11,州

“ :

}
, ( C ;

一 e 二)
*

+
护〔 产

+
u J 群 ( C , 一 C ; )

*

, l )
.

一 {
。 ,

`
c()

’

( i ~ 2
.

…
这是关于

,` 2 ,

…
, “ , 的实线性代数方程组

,

我们来证明它的系数行列式不为零
.

否则
,

就有
【o 。
一 。 2那 ( C ,

一 C二)
*

+ … +
。 ,户 ( C Z一 C ; )

* ,

其中 叭 ( i 一 2
,

…
,

O 是不全为零的实数
,

{
` 。 。
一 。

,

· , ` 了

,o 。

满足

~ 2
,

…
,

1
.

{
。 ; 仍

。

一 {
`

; · ( c Z
一 C `、 ·

+

一 !
。 、 · ( 。

2
一 e ; )二 +

… + 一

{
。 ; · ( c 了一 ` ; )

·

… + 一

{
。 ;

; ( C 了一 C ; )二

一 C力
*

-
·

一 l
。 ; · ( c , 一 c ; )

·

C
了̀、

产
: jC

..̀. ..J

~ 一 岁 2

_ 一
{

` o 。
-

J 〔 I

, l ,

所以
,

一
= 0

,

产

.c\,r
这就是

(
, 。 ( c

,

一 C

夕厂

: )
` , , 。
一 0 ,

i 一 2
,

…
,

l

于是

` 。
岔
〔o 。

~ 一
} [

。 2产 ( C :
一 C二) + … +

。 了那( C , 一 C ; ) ]。
。

~ O ,

一
〔。
户一

。 2科 ( c :
一 e 三) + … + 。 ,产 ( C , 一 C ; ) ~ 0

设 E
;

是穿过分属 C ;

和 C Z

的两个围道
,

则
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于是 , 2
一 。 ; 再考虑穿过分属

道所有的
。 ;

都是零
,

产生矛盾
.

{ (一
` 。
分) 一 : , 。 2 ,

J f ,

C :

和 c ,

的两个围道的

所以
,

满足前面的要求的

E i ,

`。 ;
一 七产 ( B力 十 … + 二 产 ( B

。

就可证明 。 :
一 。

,

如此下去
,

知

是存在的
.

同样
,

存在

)
,

{
_

( 。 (广) +
` ,

,。
+ 。 ; )

*
一 。,

, 才
一 :

,

…
, , 。 .

护 召 名

令 奋一 、 (亡) +
`。 、

+
`。

; + (产 (乙) +
` 。, ;

+
` ; ;

; )
* ,

“ 卜尺、 。在 ` 上就满足定理中的条件
·

事实上
,

由前面的保证及明显的理由
,

{
B , “ 一 。 ( `一 2 ,

一
,

·

因 “ 对
“ , ” 是奇的

J

对
“ ·

” 是偶的
,

故
`“ 沿 c 矛 中的围道为零

,

当然就有
{
。 ,
击 一 “

( i 一 l
,

…
, l )

.

于是

{
B

;

一 !
: “ -

一 {
, , I,

“ 一

{
c .

击 -

一 {
。 , 击 一 o

·

同样可验证 击 满足其它的条件
.

考虑积分

i
`

。 *
; 一 {

.

{ 、 (乙)
,

+ (
` 。立

+
` 。

; )一
; (乙) 一 ( 。

;
+ 。 ;) } { , }

J卞 少 F

一
{

, 、 (乙)“ +

!
, (切

1
+

〔· 、 )
·
态 一

{
, , (乙,“ 一 {

, (
〔砚 ) 4

+
〔·

; ,“
·

我们有

i
, (

` ,) 1
+

`· i ,
·
品

{
, 、 (。 )

·。 一 。 ;

.

(
`。 ,

+
`。 ; )击

*

F

,

(
u Z户 ( C :

一 e 三) +
·

F

二 +
u ,拼 ( C , 一 C ; ) )击

*

声

I
J口

l
é

一一一一一一

奋* ,

C一 C

i

产l飞砚,é

“
一

*久

OL
.ṑ

C一气

`

l
`

一 1, 2

*
命

C

.万..1.1百,叮

勺̀

.
J
.

C
一J

C

由

l
州

因为 币
*

对
“ · J ,

是 奇的
,

故 击
*
一

.

*只
田

于.
一

L

声舀1
.
见,`

{
, (功

!

上面已 `旨出
{
。 ` “
一

。 (
Z

+
` 0

1)
*
击

一 l
, , ·

_
,

_
.

1 久 *

一 一
` “ 2 1 田 一

-

一
护 〔 之

所以

+ 。 ; )
*
击 一 0

,.、J

、 ,产。矛产`了.、

夕石
.

J

I
口

.,穴m
n讨同样地

,

最后
,

{
, “

· 。
+

`。
; ); -

, 二 (。 ) , 一 2二

l
, ; 一 2·

({
。 “ 一

!
。 ,

一 Zu z

十

{
。

,

, _ r 启
J C

, .

/
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由 凸 的奇偶性和关于c 的假定
,

。

风自态 一
F

8二

{
_

; 一 。
.

所以

态 一 0
,

( ; (乙) +
` 。 :

+ 切 ; )
*
一 产 (亡) + `。 ,

+
` 。

; ;

就是说

乃一 ( 、 (乙) + 。 :
一

〔。
工) + i ( “ (亡) + 。 。

+ 。 ; )

是一个解析微分
.

令

,

一
p

{{
`

}
f 是 厂 上的一个单值函数

.

事实上
,

任给 厂 上的循环
:

` 一
{

:
: (亡) +

}
, 的!

+

{
, 切 ; +

!
: 切 4

了
,

+

!
: 切 ; + 、

{
: ; (乙)

,

在知其中前面几项都是零
,

就是最后一项是 2耐 的整数倍
.

由 dl
o g f 一 睿 和 疗所具有的奇性

,

道 占是 f 的除子
.

设 E
:

是同调基 中穿过同一组中的两个围道的循环
,

有

户 中联结这两个围道
.

考虑

l丁i 。

一
。
一

e ’ , `

!
。
、 ,。 g , ,、 一

!
巴

n·

“ 一
!
。

(` (亡) 十 毋 【
+

〔 ·
; ,

·

由 又的奇偶性
,

我们有

2

{
。
、 (亡) 一

)
。

; (亡) 一
)
。 ,

` (乙, 一

!
。 ,。 ` (价, 一 ” ,

故

{
,

、 (亡, 一 o , 另夕卜
,

2

)
。
田工
一

{
: ,。 〔

一 !
· ; 。

L一 ( C 之

, 十 … + 一 “ ( c Z
, ’

一 2二 (
u Z石

, 。
X C :

+ … + u , E `。 X C , )
.

容易看至。
,

E i。

和某 c
! ,

以相反的方向相交两次
,

而和其它的 c / 不 、目交
,

所以
l

。
OL ;

一 。 ; 而

{
, 〔之)

; 一 0 是更明显的
·

总之
,

我 }̀“证明了

常数
.

再设 凡
。

一
。
一 『 是穿过同一组

{
。

、 10 9 . , ,一 。 ,

. , . 在同一组的所有
·

围道上是一个

B、
的两个同调基中的循环

,

考虑
。

`一g , 一

{
。

` m” 一 {
, · (乙) +

}
。
田 弓

+

{
。
切 ;

.

我们有

!
。

, (亡) 一

)
。

, ( C 一 c
·

) +

!
。 · ( C
一

C
’ ·

)

一

!
:

; ( C 一 C
,

) 一

{
。 , · ( C 一 c

,

) 一 )
F , 。 · ( c 一 c

,

)
,
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n曰,

ù
J

|介
,

入十故 }
; (乙) 是 2 ! 的整数倍 ;和前面的理由一样

,

所有围道上取公共的常数
·

最后考虑

!
c 、 d a r g , -

,

所以
,

f 在同一组 B
`

的

功斗
十

!
` : 〔 J

:
·

:
Z

禾口乙不相

广

l
é
众C

ǔ风田cl
亡户..、̀ .̀.卫.`

交
,

故

!
c `

/ (亡, 一 0 ; 同样的理由” 出
!

c ;
毋弓
一

!
c` 。 )

;一 0
·

于是
,

` 为满足定理中的条件的

半纯函数 ;充分性证完
.

6
.

例子和评注 本文定理中所描述的函数确实是存在的
,

现在我们来构造这样的例子
.

在 奋平面上任意取定位于以原点为中心的一些圆周上的弧
,

又任意取定位于从原点出发的一

些半直线上的线段 (不过原点 ) ;它们 (圆弧和线段 )互不相交
.

可把 iR
e rn a n n

球面上除去这些

圆弧和线段后的区域共形映照到 z 球面上的圆界区域 `
,

它的余集记以 △ ; ,

△ 2 ,

…
,

△
。 .

逆

映照是 ` 连同它的边界上的半纯函数 f
,

在 ` 的边界围道上
,

f 或有不变的模
,

同时幅角改变

量为零
,

或有不变的幅角
.

所以 f 就是定理 中所描述的函数
.

这里 ` 的格是 0
.

为了得到任

意格的紧带边曲面上的函数
,

我们先令

阳 一了 (
二
一

。 *

) (
: 一

二 2

)… (
二
一

二 2: + 2

)
,

g ) 1
.

它的 iR e m an n 曲面 w 的格是 g
,

并成为以
z , , 2 2 ,

二
,

灸+9
2

为枝点的 iR
e m。

。
球面的一个

二叶覆盖 二
.

八
,

△ , ,

…
,

△
,

被提升为 w 上的 2n 块 (为简单 计
,

可 令
。 , ,

…
,

朴+g
:

均 在

△ L ,

…
,

△
。

之外 )
.

从邵 中除去这 2n 块后得到的紧带边曲面记为 户; f o7r 就是 厂 上的满足

定理 中的要求的函数
.

厂 和W有相同的格 9
.

经典的 A bel 定理和 R ie l

o n n 一

oR hc 定理都是关于闭曲面的 ; 以后人们把它们推广到所谓

零边界 (例如抛物型曲面 )的曲面上
.

A hl for
,

提出
,

应去掉对曲面的限制
,

而代之 以对定理中

的函数和微分加上相应的条件 ;并且
,

他 自己做了一个这样的结果
〔̀

,

”
.

人们在评论 A hl f
o r s

的

结果时指出 : A hl f
o rs 的定理中的所谓

“
拟有理函数 ” 除常数外是否确实存在值得怀疑 ; 当曲面

为有限曲面 (即紧带边曲面 )时
,

只有常数才是
“
拟有理函数 ,’; 因此

,

他的定理就有点乏味了
.

本文中的定理以及文献 〔1] 中所证明的定理 (容许零点和极点有不同的个数 ) 中所描述的函数

则是大量存在的
,

前面已经给出了例子
.

本文中的定理在 l 和 m 中有一个为零时的情况可推

广到一般的开 曲面
.

定理的一般情况也应有到开曲面的相应推广
.
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