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摘要 本文研究了混沌 Duffing振子在弱信号检测系统中表现出的统计特性,说明了 Lyapunov指数

的统计特性与弱信号检测和估计之间的关系. 之前的一些研究表明, 混沌系统可以用于弱信号的检

测, 并将 Lyapunov 指数作为判定混沌状态的确定性依据. 但本文的研究工作表明, 弱信号检测系统

中的 Lyapunov 指数存在一定的统计特性, 将其作为信号检测判据需要考虑更多因素. 因此, 本文从

理论上分析了混沌弱信号检测系统的 Lyapunov 指数存在的统计特性, 并利用仿真数据建立了统计

模型, 确立了混沌检测系统的虚警概率和检测概率的计算方法. 进而推导出了策动力阈值门限的选

取公式和弱信号检测信噪比,给出了信号幅度估计的方法. 实验结果表明,混沌弱信号的检测和估计

性能与采样时间和采样间隔密切相关,可以采用统计信号检测的理论来衡量其性能.
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1 简介

近年来, 在信号处理领域, 如何利用混沌振子检测微弱信号一直是国内外许多科学工作者极为关

注的一个重要课题. 1992 年 Birx 等 [1] 做了一定的实验性工作; 1995 年 Haykin[2] 利用人工神经网络

方法研究了混沌噪声背景下的目标弱信号的提取; 1996 年 Leung[3] 利用 MPSV 方法研究了混沌噪声

中 AR 模型的参数估计; 1997 年 Short 和 Kennedy[4,5] 研究了混沌通信系统中信号的提取. 1999 年

Wang 等 [6] 利用混沌测量系统实现了白噪声背景下信噪比低达 −66 dB 的正弦信号测量, 其后又研

究了信号相位和幅度的测量方法 [7]; 2001 年 Wang 等 [8] 依据混沌动力学理论, 成功地提取谐波信号;

2003–2008 年, Li 等 [9−11] 开展了一系列研究工作, 研究了混沌检测系统的频率检测和定量检测技术,

使微弱信号的检测信噪比能够达到 −111 dB. 2009 年, Liu 等 [12] 还开展了利用混沌检测系统检测周

期微弱信号的研究工作. 本文的研究表明上述文献由于均未考虑噪声对于混沌状态判定的影响, 缺乏

对虚警概率和检测概率的分析及处理, 因此其检测信噪比不能够作为检测系统评价的依据.

利用混沌振子具有对噪声免疫以及对弱信号敏感的特点,可以建立起一套对弱信号敏感的检测系

统, 即混沌弱信号检测系统. 该检测系统可以根据系统运行轨迹的变化, 检测出弱信号. 这种检测方法

简单、直观,适用于信噪比低的条件,并且受噪声干扰较小. 对于时间序列混沌特性的判别方法主要有
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两种: 直观分析法和定量分析法. 直观分析法通过对信号的时域或频域特性的分析, 直观确定混沌的

存在与否, 其优点是其直观性和形象性. 但该方法效率低、误差大, 受噪声等因素影响严重, 尚无法得

到工程实际应用. 定量分析法通过定量计算混沌的某个特征量判别混沌的存在与否. 混沌的特征量主

要有分数维 [13]、Kolmogorov 熵 [14] 以及 Lyapunov 指数 [15], 相应地存在 3 种定量判别混沌的方法.

Lyapunov 指数定量地描述了相邻轨道间按指数发散或收敛的速度, 判断系统处于混沌态的重要指标

是至少存在一个正的 Lyapunov指数. 由于分数维和 Kolmogorov熵与 Lyapunov指数有着不同程度的

联系, 而前两者的计算又相对复杂, 所以目前绝大部分弱信号检测的研究采用基于最大 Lyapunov 指

数的方法来实现定量检测 [16−18]. 虽然信号检测是一个概率统计问题, 但上述研究对 Lyapunov 指数

的概率统计特性缺乏深入地分析.因此,尽管在上述研究中已经有人 [16,19] 发现了 Lyapunov指数检测

的不准确性, 但均未开展进一步分析与研究.

本文针对之前研究工作及文献的不足,采用统计信号检测方法,对 Lyapunov指数在弱信号检测过

程中的概率统计特性进行了深入分析, 建立了 Lyapunov 指数的统计特性模型, 从而揭示了 Lyapunov

指数与信号检测概率和虚警概率之间的联系. 本文首次将混沌检测与统计信号检测方法结合在一起,

改变了传统混沌弱信号检测过程中将 Lyapunov 指数作为一个确定性检测的方法. 同时, 本文还将统

计信号检测与估计理论应用到混沌系统检测领域中,首次实现了利用统计模型来解决混沌弱信号能量

估计问题.

本文在第 2 部分主要介绍传统的 Duffing 振子弱信号检测方法; 在第 3 部分主要对混沌弱信号检

测系统中的 Lyapunov 指数统计特性开展理论分析, 并结合实际仿真数据分别建立 Lyapunov 指数在

混沌态、临界态和大尺度周期态的统计模型; 在第 4 部分, 主要利用统计信号检测的理论对混沌检测

系统的虚警概率、检测概率和检测信噪比进行分析, 进而利用上述特性研究了混沌弱信号幅度的估计

方法; 第 5 部分是对本文工作的一个总结.

2 基于 Duffing 振子的混沌弱信号检测方法

2.1 Duffing 振子与状态相图

Duffing 振子是由 Duffing 于 1918 年引入到非线性动力学领域. 用于微弱周期信号检测的一种改

进型 Holmes-Duffing 方程 [16,20] 的表达式为

x′′ + kx′ − ax3 + bx5 = F cos(ωt). (1)

其动力学方程如公式 (2) 所示:





x′ = y,

y′ = −ky + ax3 − bx5 + F cos(ωt),
(2)

其物理意义表征了具有立方恢复力项的非线性振子方程, k 为阻尼系数, a和 b为实数因子, a = b = 1,

ax3 − bx5 为非线性恢复力, F 为周期策动力幅度. 随着幅值 F 由零开始增加, 系统将依次出现同宿

态、周期分岔、混沌态、临界状态和大尺度周期态五种状态. 其中用于信号检测的混沌态、临界态和

大尺度周期态的相图轨迹如图 1 所示.
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图 1 混沌系统相图 (混沌态、临界态和大尺度周期态)

Figure 1 Phase portraits of the chaotic system

(a) Chaotic states; (b) critical states; (c) large-scale periodic states

根据文献 [21], 混沌振子能检测极微弱信号的原因在于系统相变对噪声的免疫力. 其具体原因可

归结为 3 条: 第一是系统的非线性增益, 大尺度的周期运动迅速使小信号从噪声背景中 “脱颖而出”,

信号幅值可提高 100 倍左右. 第二在于系统进入周期态后对噪声的抑制作用. 第三在于取样积分. 根

据该文献对于图 1 中最右侧 R 点的噪声统计特性可知, R 点采样的信噪比为

SNR0 =
√

mxa

σ
=

√
mxa√

0.48hσ0

, (3)

输入信号幅度信噪比为

SNR1 =
A

σ0
, (4)

非线性引起的能量信噪比改善比为

SNIR = 20 lg
(

xa

A

√
m

0.48h

)
, (5)

其中, A 为输入信号幅度, xa 为相图最右侧点 R 在 x 坐标的位置, m 为取样积分次数, h 为采样间隔,

σ0 为输入噪声的根方差, σ 为 R 点坐标抖动的根方差. 根据其实验结果, 当输入信号幅度为 0.01, 采

样间隔为 0.001 时, xa 为 1.71. 即使只有一次取样积分, 信噪比的改善即可以达到 77.8 dB. 但由于判

断混沌系统的弱信号检测是基于相图状态的变化, 而不是基于相图中 R 点的数值, 因此该数值仅对抑

制噪声具有重要意义, 对于弱信号检测并无参考意义.

2.2 Lyapunov 指数

由于状态相图的状态转变需要人工进行, 缺乏定量的判断方法, 因而不适合工程应用. 混沌运动

的基本特点是运动对初始条件的敏感性. 两个极为靠近的初值所产生的轨道, 随时间推移按指数形式

分离, Lyapunov 特性指数可以作为描述这一现象的定量 [15]. 在相图中选取时间 0 和时间 t 相邻的两

个点. 在第 i 维方向上, 这两个点的距离使用 ‖δxi(0)‖ 和 ‖δxi(t)‖ 表示. Lyapunov 指数被定义为相对

于初始位置的偏移量:

‖δxi(t)‖
‖δxi(0)‖ = eλit(t →∞), (6)

或者
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λi = lim
t→∞

1
t

ln
‖δxi(t)‖
‖δxi(0)‖ . (7)

对于如公式 (1) 的混沌检测相图, 存在两个 Lyapunov 指数, 其和为 −k. 对于系统是否存在动

力学混沌, 可以从最大的 Lyapunov 指数是大于零来直观判断 [22]. 如果最大的 Lyapunov 指数大于

零, 意味着在系统相空间中, 无论初始轨迹的间距如何, 其差别都会演化为混沌现象. 反之如果最大的

Lyapunov 指数小于零, 意味着在系统相空间中存在被检测的周期信号, 系统处于大尺度周期状态. 由

于 Lyapunov 指数良好的定量特性, 也可以在 Lyapunov 指数的辅助下, 选定策动力幅度阈值 Fr.

连续系统 Lyapunov 指数的计算方法主要有定义法、Jacobian 法、Wolf 法 [23]、小数据量法 [24]

等. 如果已知系统方程时, 则 Lyapunov 指数通常采用定义法、Jacobian 法. 而如果系统方程比较复杂

或者仅为一时间序列时, 通常采用 Wolf 法、小数据量法来重构相空间后计算 Lyapunov 指数. 本文的

检测系统因为已知其系统方程, 因此采用 Jacobian 法计算. 具体 Jacobian 算法如下:

连续系统 x′ = D(x), 其中 x′ = dx
dt , 相图中的 x 的存在的方差抖动收到输入噪声信号 nσ 的影响.

其连续的切空间中 x(t) 处的点的切向量 e 可以用下面的方程描述:

e′ = J(x(t))e, (8)

其中, J = ∂D
∂x . 这里 J 是方程式 D 的 Jacobian 矩阵. 令 U 中的变量 e(0) → e(t) 为一个连续的线性

算子, 求解上面的方程即可得到

e(t) = U(t, e(0)). (9)

这样映射 U 的演化渐进为可以用 Jacobian 给出的指数来完全地刻画, 即

λ(x(0), e(0)) = lim
t→∞

1
t

ln
‖e(t)‖
‖e(0)‖ . (10)

于是这种渐进演化的平均数可表示为

λ = lim
t→∞

1
k∆t

k∑

j=1

ln
‖e((j + 1)∆t)‖
‖e(j∆t)‖ , (11)

该式即是计算连续系统的 Lyapunov指数的 Jacobian算法. 定义采样间隔 h = ∆t,采样时间 n = k∆t.

2.3 传统的弱信号混沌检测方法

Wang在文献 [6]中首次提出了弱信号检测的方法和步骤. 第 1步,在公式 (1)中固定阻尼系数 k,

并逐步增加策动力 F , 使混沌相图进入混沌态和大尺度周期态之间的临界状态. 所谓临界态是指只要

再次增加 F 都会使相图进入大尺度周期态的状态,相图的转换过程如图 1 (b), (c)所示. 目前,临界态

的判定通常采用 Lyapunov 指数进行. 第 2 步, 记录此时的策动力幅度阈值 Fr = F , 并以策动力幅度

阈值建立 Duffing 方程. 第 3 步, 当外界输入 s(t) 的待测周期信号频率与周期策动力角频率 ω 相同或

接近时, 即使信号淹没在强噪声环境中, 也能够被检测出来. 方程形式如公式 (12) 所示:

x′′ + kx′ − ax3 + bx5 = Fr cos(ωt) + S(t), S(t) = A cos(ωt) + nσ(t), (12)

其中, A 为输入周期信号的幅度, nσ ∼ N(0, σ2
0), σ0 为噪声信号的幅度. 如果存在一定周期的信号能量

为 A (即使 A ¿ σ0), 系统解的相图也将从混沌态转变到大尺度周期态. 根据文献 [11], 对于输入的周

期正弦波信号, 其检测能量信噪比能够达到 −110 dB, 即 10 lg A2

σ2
0

= −110 dB.
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3 Lyapunov 指数的概率统计特性

上述研究工作存在的主要问题在于忽略或假设噪声不会影响混沌状态判据, 将 Lyapunov 指数直

接作为判据使用, 从而导致检测系统存在过高的误警概率. 本小节首先从混沌系统的非线性增益入手,

对影响 Lyapunov指数判据的各种因素进行理论分析.在此基础上,通过建立 Lyapunov指数的特征模

型,研究混沌态、临界态和大尺度周期态的 Lyapunov指数与策动力之间的关系.最终通过仿真验证并

确立不同状态中 Lyapunov 指数与输入噪声之间的关系模型.

3.1 混沌系统的非线性增益

混沌系统的非线性增益虽然存在, 但不能够直接作为对信号检测定量的判断. 鉴于上述问题, 对

于混沌相图的状态转换通常采用 Lyapunov 指数来判定. 虽然, Lyapunov 指数是一个确定性的判据方

法, 且非线性增益能够达到 77 dB 以上. 但相图中的相轨迹受到噪声的影响产生抖动, 必然对该指数

的测量产生影响. 因此, 我们认为实际计算得出的 Lyapunov 指数由于受到输入噪声干扰, 并不适合作

为一个确定性的判据方法. 由于在相图最右侧点 R 中, x′ = 0, x′′ ≈ 0, 加在输入信号上的噪声 σ0, 经

过一个系数因子
√

0.48h 以后, 被加入到 Fr 中. 所以, 研究 Fr 与 Lyapunov 指数的概率统计特性, 等

价于分析输入噪声信号与 Lyapunov指数的关系.由于相图中 x的噪声方差 σx 与输入噪声方差 σ0 之

间相差系数因子
√

0.48h, 因此减少采样间隔 h 有助于降低相图 x 的噪声方差.

3.2 Lyapunov 指数统计特性的理论分析

在大尺度周期态和临界态中,对于 Lyapunov指数计算的几个影响因素包括: 采样间隔 h、采样时

间 n、输入噪声强度 σ0、策动力阈值 Fr 和输入信号 A. 引入信号噪声对于 Lyapunov 指数计算的影

响可以看作在其上叠加的噪声.

对于采样间隔 h 而言, 文献 [21] 中已经详细证明了, 相图噪声方差与输入信号方差的改善信噪比

与 h 成正比. 混沌振子输入方差为 σ2
0 的正态噪声信号, 其方程表达式为公式 (12) 所示. 以相图最右

侧点 R 为研究对象, 根据文献 [21] 可知, 该噪声等效为在相图中增加了一个方差为 σ2
x 的噪声, 两者

存在一定的比例关系. 本文用 r1(t) 表示两者之间的比例系数, 如公式 (13) 所示:

σ2
x = r1(t)× h× σ2

0 . (13)

对于采样时间 n 而言, n 增加会减少 Lyapunov 指数的方差. 虽然无法求得 limt→∞ 1
t ln ‖e(t)‖

‖e(0)‖ 的

噪声分布, 但根据公式 (11), Lyapunov 指数为 n 次随机变量结果之和. 根据中心极限定理, 当每个随

机变量在计算过程中作用很微小且不具备决定性, 这些随机变量之和服从正态分布 [25]. 因此, 考虑到

ln ‖e((j+1)∆t)‖
‖e(j∆t)‖ 对 Lyapunov 指数影响作用很小, Lyapunov 指数也服从正态分布, 且分布的方差随着 n

的增加而线性减少. 假设方差 Lyapunov 指数的方差为 σ2
λ, 其公式如 (14) 式所示:

σ2
λ =

r2 × σ2
x

n
. (14)

在混沌态中, 混沌振子对输入的信号不敏感, 输入信号对于相图方差的影响很小. 因此相图轨迹

的方差 σ2
x 可以近似认为符合与输入信号无关的正态噪声分布, 本文用 r3 表示其比例系数, 如公式

(15) 所示:
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图 2 引入噪声后的混沌系统相图 (混沌态、临界态和大尺度周期态)

Figure 2 Phase portraits of a chaotic system affected by noise

(a) Chaotic states; (b) critical states; (c) large-scale periodic states

σ2
x = r3 × n2

0. (15)

通过仿真实验可以看出引入噪声以后的 3个状态相图如图 2所示. 与图 1相比,可以看出相图的

轨迹明显受到了输入信号中噪声的影响.

综上所述, 引入的噪声 σ0 可以等价看作是对策动力 F 施加了一个微小的影响 f , 最终影响 Lya-

punov 指数判决. 由于 f 是对影响因素的一个等价估计, 不能够从理论推导. 因此本文试图通过统计

分析的方法, 以确定输入噪声方差与策动力之间的关联特性.

由公式 (12) 可知, 当存在被检测弱信号时, 公式 (12) 可以化简为公式 (16),

x′′ + kx′ − ax3 + bx5 = Fr cos(ωt) + A cos(ωt) + σ0randn(t)

= (Fr + A) cos(ωt) + σ0randn(t),
(16)

其作用相当于将弱信号幅度增加在策动力 Fr 上, 从而使 Lyapunov 指数出现从正变负的过程.

3.3 Lyapunov 指数的统计特性建模

3.3.1 Lyapunov 指数与策动力之间的关联

在没有噪声输入情况下, Fr 与最大 Lyapunov 指数的关系如图 3 所示. 图中的跳变位置为 Lya-

punov 穿越 0 点的位置, 表示振子系统处于临界状态. 在其左右两侧分别为混沌状态和大尺度周期

状态.

实验表明, Fr 的具体取值与动力学方程 (12) 以及计算参数 n, h 均有一定的关系. 对于方程 (12)

而言, 在不同 n 和 h 条件下, Fr 的取值如表 1 所示.

当 h=0.01, n=100 时, 在周期策动力 Fr 的两侧选取 F1 和 F2, F1 = 0.719 854 757 750 12, F2 =

0.719 854 757 750 14. 如图 3 所示, 当 F < F1 时, 系统处于混沌态; 当 F > F2 时, 系统处于大尺度周

期态; 当 F 与 Fr 极其接近 (F1 6 F < F2)时,系统处于临界状态. 对于不同阶段, Lyapunov指数的噪

声项分别使用 nc, np 和 nl 表示. 引入输入噪声以后, Fr 与 Lyapunov 指数的关系如公式 (17) 描述.




λ1 = λc + nc,

λ2 = λp + np,

λ3 = λl + nl,

F < F1,

F1 6 F < F2,

F > F2,

(17)
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图 3 Duffing 振子的最大 Lyapunov 指数与周期策动力 F 的关系图

Figure 3 Relationship between the largest Lyapunov exponent of a Duffing oscillator and driving force

表 1 周期策动力阈值取值表

Table 1 Value of driving force threshold in different parameters

h n Fr

0.01

100

0.719 854 757 750 137

0.001 0.718 594 051 440 14

0.0001 0.718 489 729 295 16

0.01
1000 0.719 854 757 750 121

10000 0.719 854 757 750 121

其中, λ1, λ2 和 λ3 分别表示混沌态、临界态和大尺度周期态的 Lyapunov 指数.

3.3.2 混沌态的 Lyapunov 指数分布特性

混沌态的最大 Lyapunov 指数服从均值不为 0 的高斯分布, 其均值 λc 恒定, 与 Fr 和 σ0 均无

关. 在混沌状态中, 动力学系统对输入噪声的免疫性表现在其 Lyapunov 指数的方差并不会随着输入

噪声方差的增加而增加. 造成此现象的原因并非输入噪声对线性系统没有影响, 而是混沌状态自身的

Lyapunov指数的方差要远高于输入信号的方差,因此噪声的作用效果无法看出.如果此时噪声方差继

续增加, 就会导致动力学系统离开混沌状态, 进入周期态或者大尺度周期态.

将公式 (14) 和 (15) 代入公式 (17) 可知, 在输入信号为噪声的情况下, 检测系统在混沌态输出的

Lyapunov 指数为

λ1 = λc + nc = λc +
Rc√

n
n0, (18)

其中, λc 表示混沌状态的 Lyapunov 指数均值, nc 表示其噪声, n0 表示符合 Gaussian(0,1), Rc 为比例

因子, n为采样时间长度.经表 2的统计可知,在 k = 0.5, σ2
0 = 10−6 的条件下, λc = 0.1815, Rc = 0.137.

由于 λc 超过其噪声分布根方差 10 倍以上, 因此在混沌态出现误检的概率为 0. 混沌态的 Lyapunov

指数分布特性如图 4 所示.
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表 2 混沌态 Lyapunov 指数统计结果

Table 2 Statistic results of the Lyapunov exponent for a chaotic state

Fr h n Mean value Standard deviation

0.7193 0.01

100

0.1815 0.0140

0.7185 0.001 0.1803 0.0138

0.7180 0.0001 0.1838 0.0135

0.7193 0.01
1000 0.1835 0.0040

10000 0.1839 0.0013
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图 4 混沌态的 Lyapunov 指数分布

Figure 4 Lyapunov exponent distribution for a chaotic state

3.3.3 大尺度周期态的 Lyapunov 指数分布特性

大尺度周期态的最大 Lyapunov 指数服从均值不为 0 的正态分布, 其均值为 λl. 该均值与混沌周

期的 λc 的不同点在于其不恒定, λl 的取值与 Fr 有关, 通常成线性关系. 方差与采样时间 n 成反比,

与输入噪声成正比. 由此可以看出, 处在大尺度周期态的动力学系统是噪声敏感的.

将公式 (13)和 (14)代入公式 (17)可知,对于根方差为 σ0 的输入噪声信号,检测系统在大尺度周

期态输出的 Lyapunov 指数为

λ3 = λl + nl = λl +
Rl

√
h√

n
nσ, (19)

其中, λl 表示大尺度周期状态的 Lyapunov指数均值, nl 表示其噪声, Rl 为比例因子, n为采样时间长

度, h 为采样间隔. λl 为与 Fr 有关的渐变数值. 在 k = 0.5, h = 0.01, n = 100 的条件下, λl = −0.1005,

Rl = 19.1. 由于 λl 超过其根方差 10 倍以上, 因此在大尺度周期态出现误检的概率近似为 0.

λl 与 Fr 的关系可以通过线性拟合的方法获得. 其公式为

λl = −alFr + bl, (20)

其中, al 和 bl 为拟合参数. 根据对 F = 0.7199− 0.7205 统计可得, al = 12.2809, bl = 8.7454.

将式 (20) 代入式 (19) 可得

λ3 = −alFr + bl +
Rl

√
h√

n
σ0. (21)
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表 3 大尺度周期态 Lyapunov 指数统计结果

Table 3 Statistic results of the Lyapunov exponent for a large-scale periodic state

Fr h n σ0 均值 标准差

0.7203 0.01

100 10−6

−0.1005 1.91e−4

0.7195 0.001 −0.0989 1.07e−4

0.7190 0.0001 −0.0963 5.22e−5

0.7203 0.01
1000

10−6 −0.1014 5.59e−5

10000 −0.1015 1.80e−5

0.7203 0.01 100
10−7 −0.1005 6.67e−5

10−8 −0.1005 2.04e−5

如果认为输入噪声的影响等效于周期策动力的波动, 可以将输入噪声与周期策动力关联起来, 即

σF =
Rl

√
h

al
√

n
σ0. (22)

根据表 3 的统计结果可知, σF = 0.0156σ0, 即通过混沌系统使噪声幅度衰减了大约 18 dB. 其分

布如图 5 所示.

3.3.4 临界态的 Lyapunov 指数分布特性

在临界点的 Lyapunov指数出现反转,可以将 Fr 和 Lyapunov指数拟合为一条斜率很高的线性关

系. 策动力 F 从 0.719 854 757 750 12 变化到 0.719 854 757 750 14 的过程中, Lyapunov 指数从正数下

降至负数, 具体如图 6 所示.

将公式 (13)和 (14)代入公式 (17)可知,对于根方差为 σ0 的输入噪声信号,检测系统在临界态输

出的 Lyapunov 指数为

λ2 = λp + np = λp +
Rp

√
h√

n
nσ, (23)

其中, λp 表示临界态的 Lyapunov 指数均值, np 表示其噪声, Rp 为比例因子, n 为采样时间长度, h

表示采样间隔. λp 为与 Fr 有关, 且其数值剧烈变化. 在 K=0.5, Fr=0.719 854 757 750 125, h=0.01,

n = 100 的条件下, λp = −0.007019, Rp = 1.019× 1013. 对于该指数的线性拟合可以用以下公式表示:

λp = −apF + bp, (24)

其中, ap 和 bp 为拟合参数. 根据表 4 的统计结果可得, ap = 5.256× 1012, bp = 3.786× 1012,

σF =
Rp

√
h

ap
√

n
σ0. (25)

根据上述公式计算可知, σF = 0.0194σ0, 该数值与在大尺度周期的统计结果基本一致.

3.4 Lyapunov 指数的概率统计特性

综合上述分析可以得到公式 (17) 中的具体参数的统计特性.
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Figure 5 Lyapunov exponent distribution for a large-scale periodic state
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Figure 6 Lyapunov exponent for a critical state

表 4 临界态的 Lyapunov 指数统计结果

Table 4 Statistical results of the Lyapunov exponent for a critical state

Fr h n σ0 均值 标准差

0.719854757750125 0.01

100

10−28

0.007019 1.019e−3

1000 0.006817 3.364e−4

10000 0.006927 1.613e−4

0.719854757750125 0.01 100
10−29 0.006964 3.352e−4

10−30 0.006979 1.568e−4





λ1 = λc +
Rc√

n
n0, F < F1;

λ2 = −apF + bp +
Rp

√
h√

n
σ0, F1 6 F < F2;

λ3 = −alF + bl +
Rl

√
h√

n
σ0, F > F2;

(26)
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其中, ap = 5.256 × 1012, bp = 3.786 × 1012, al = 12.2809, bl = 8.7454, Rc = 0.137, Rl = 19.1, Rp =

1.019× 1013.

4 基于混沌振子的信号检测与估计

4.1 基于混沌振子的弱信号检测

4.1.1 Neyman-Pearson 定理

本文使用 Neyman-Pearson准则 [9] 对混沌系统的弱信号检测问题进行分析.对于一个一般信号检

测问题, 假定 



Hs0 : x(t) = nσ(t),

Hs1 : x(t) = A cos(ωt) + nσ(t),
(27)

其中, nσ(t) ∼ N(0, σ0). 根据公式 (16), 对 Hs 进行连续 n 次检验, 其第 k 次检验结果等价于对下述假

设的检验: 



HF0 : F [k] = Fr + nF [k],

HF1 : F [k] = Fr + A + nF [k],
(28)

其中, nF (t) ∼ N(0, σF ). 由于 F [k]无法通过测量得出,可以通过 F 与 Lyapunov指数之间的映射关系

来进行判决. 对于 Lyapunov 指数的二元假设可以表达为




Hl0 : λ[k] > 0,

Hl1 : λ[k] < 0,
(29)

可以认为其等效为 



Hl0 : F [k] 6 F2,

Hl1 : F [k] > F2.
(30)

不同输入信号条件下的 Lyapunov 指数分布曲线如图 7 所示.

4.1.2 虚警概率

用 P (Hl1;Hs0) 来表示对于不存在输入信号的条件下, Lyapunov 指数大于 0 的概率. 由于 nf 服

从正态分布, 检测系统的虚警概率为

Pfa = P (Hl1;Hs0) = P (F [k] > F2;Hs0) =

+∞∫

F2

1√
2πσ2

F

exp
[
− 1

2σ2
F

(k − Fr)2
]

dk

=
1
2
erfc

(
F2 − Fr√

2σF

)
=

1
2
erfc

(
al
√

n

Rl

√
h

F2 − Fr√
2σ0

)
. (31)

对于一个固定的 Duffing 振动方程, Rl, al, F2 参数均为固定参数, 因此可以通过增加采样时间 n,

降低采样间隔 h 和降低策动力域值 Fr 的方法来降低虚警概率. Fr 与 Pfa 之间的关系如下所示:

Fr = F2 −
√

2σ0
Rl

√
h

al
√

n
erfc−1(2Pfa). (32)
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Figure 7 Lyapunov exponent distributions in weak signal detection
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Figure 8 Relationship between false alarm probability and driving force

在 h=0.01, 输入噪声 σ2
0 = 10−6 的情况下, 不同采样时间长度 n 对虚警概率与 Fr 之间的影响如

图 8 所示.

若选取 Pfa 为 1%, 则 F2 − Fr = 3.618× 10−5, Fr 的取值应当为 0.719 818 6.

4.1.3 检测概率

用 P (Hl1;Hs1) 来表示对于存在输入信号的条件下, Lyapunov 指数小于 0 的概率. 由于 nf 服从

正态分布, 检测系统的虚警概率为

Pd = P (Hl1;Hs1) = P (F [k] > F2;Hs1) =
∫ +∞

F2

1√
2πσ2

F

exp
[
− 1

2σ2
F

(k − Fr −A)2
]

dk

=
1
2
erfc

(
F2 − Fr −A√

2σF

)
=

1
2
erfc

(
al
√

n

Rl

√
h

F2 − Fr −A√
2σ0

)
. (33)
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同理可以通过增加采样时间 n, 降低采样间隔 h, 提高策动力域值 Fr 的方法来提高检测概率. Fr

与 Pd 之间的关系如下公式所示:

A = F2 − Fr −
√

2σ0
Rl

√
h

al
√

n
erfc−1(2Pd). (34)

在 n=100, h=0.01 的情况下, 如果要求对于 σ2
0 = 10−6 输入噪声的检测概率与输入信号 A 之间

的关系如图 9 所示.

若选取 Pd 为 99%, 则 A = 7.2362× 10−5, 检测信噪比 SNR= 20 lg( A
σ0

) = −22.8 dB.

4.1.4 检测信噪比

将公式 (16) 代入公式 (32) 可得在虚警概率为 Pfa、检测概率为 Pd 的条件下, 输入信号 A 与噪

声 σ0 的信噪比为

A = F2 − Fr −
√

2σ0
Rl

√
h

al
√

n
erfc−1(2Pd),

A

σ0
=
√

2
Rl

√
h

al
√

n
(erfc−1(2Pfa)− erfc−1(2Pd)).

(35)

公式 (35) 表明, 只要有足够高的信号采样率和信号长度, 弱信号的检测信噪比还可以继续提高.

4.2 基于混沌振子的弱信号估计

与信号检测的方法类似, 测得 Lyapunov 指数后, 可以对输入信号的幅度进行估计. 如果输入信号

幅度过低, Duffing 振子将处于混沌状态, 其判定的 Lyapunov 指数不反应输入信号强度. 因此, 幅度估

计主要在大尺度周期状态进行. 根据公式 (21) 可得

λ3 = −al(Fr + A) + bl +
Rl

√
h√

n
nσ, (36)

A = −λ3 − bl

al
− Fr +

Rl

√
h

al
√

n
nσ. (37)

信号检测的准确程度可以用以下两个公式描述:

E(Â) = −λ3 − bl

al
− Fr, (38)

var(Â) =
R2

l h

a2
l n

n2
σ. (39)

同理, 若希望提高对信号幅度 A 的估计准确度, 仍然可以采用增加采样时间或者减少采样间隔的

方法. 当输入信号噪声 σ2
0 = 10−6 时, 其估计效果如图 10 所示.

5 结论

前期的研究文献忽略了噪声对混沌判据的影响, 直接将 Lyapunov 指数作为混沌弱信号检测系统

的判据,从而使基于上述算法的检测信噪比不准确、误警概率高. 本文针对上述问题,着重分析了混沌

Duffing振子弱信号检测的统计特性,明确了影响 Lyapunov指数的因素,建立了不同状态下 Lyapunov
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图 9 输入信号幅度与检测概率的关系曲线

Figure 9 Relationship between input signal amplitude and detection probability
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图 10 利用 Lyapunov 指数进行信号幅度估计的效果

Figure 10 Signal amplitude estimation based on the Lyapunov exponent

指数与输入噪声之间的模型. 并以一种改进的 Holmes型 Duffing方程为例,通过仿真计算得出模型中

各参数数值. 基于该模型, 得出了混沌弱信号检测系统的虚警概率、检测概率和检测信噪比的计算方

法, 并将其进一步扩展到信号估计中. 本文的创新贡献在于, 将统计信号检测与估计的理论扩展到混

沌信号检测理论中, 完善了利用 Lyapunov 指数作为混沌弱信号检测判据的方法, 提出了描述弱信号

混沌检测系统性能的概率统计学方法.
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Abstract In this paper, we describe the statistical characteristics of weak signal detection by a chaotic Duffing

oscillator, and present a new method for signal detection and estimation using the largest Lyapunov exponent.

Previous research has shown that weak signals can be detected by a chaotic system. Many researchers use the

Lyapunov exponent to flag the detection of a chaotic state, but our research shows that the Lyapunov exponent

follows statistical characteristics, and therefore more factors should be considered in flagging chaotic weak signals.

Here, we analyze the statistical characteristics inherent in the Lyapunov exponent calculation steps, and build

up a statistical model for different chaotic states based on simulation data. Furthermore, we provide expressions

for false-alarm and detection probabilities, selection of driving force threshold and detection of signal-noise-ratio.

Finally, we summarize the method of signal amplitude estimation. Our research indicates that the performance

of the detection system is related to sampling times and intervals, in accord with the theory of statistical signal

detection.

Keywords weak signal detection, Lyapunov exponent, chaos, Duffing oscillation, statistical signal process
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