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摘要       化工生产过程普遍涉及两相流动. 两相流的数值模拟研究发展迅猛,对深入理解动量、热量和质量传

递现象具有重要的指导意义. 建立两相流和传递过程的数学模型并进行数值求解,特别是准确描述相界面的变

形和运动,是当今两相流数值模拟研究的重点和难点. 本文围绕含有可变形界面的两相流的数值模拟研究,主
要介绍了两种典型的模拟可变形界面的水平集(Level Set, LS)方法和边界元法(Boundary Element Method, BEM).
本文综述了近年来界面处理算法在含有可变形界面的两相流领域中的微流体、液滴撞击和溅落、气泡聚并破

碎等数值模拟研究的现状和发展趋势. 最后简要描述了两相流界面间质量传递的数值模拟方法.
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1   引言

化工生产中的气液吸收、液液萃取、精馏、颗

粒除尘、物料复合、物料输送、晶体生长、蒸发干

燥, 石油开采中的地下油水两相流, 气体的燃烧和爆

炸等, 都涉及多相流和界面的物理化学变化. 两相流

动和界面行为的研究,是深入认识多相流动机理和规

律的科学基础.
通过先进的光学测量仪器(如粒子图像测速仪、

多普勒测速仪、纹影仪等)观测流体流动, 在单相或

者低相含率体系中具有良好的精度. 但在高相含率体

系或者界面存在物理化学过程(如蒸发、结晶等), 实
验往往无法准确地观测到界面的形状和性质,以及两

相流体之间传热、传质和反应等相互作用. 为此, 很
多研究人员采用数值模拟研究辅以实验验证和理论

分析来进行两相流研究. 由连续介质假设推导出的

Navier-Stokes方程加上相应边界条件可以准确地计算

单相流动. 当涉及两相流时, 需要准确地表达相界面

的形状和物化性质,以及动量、能量和质量的相间传

递. 从纳微尺度、颗粒尺度到设备尺度, 两相流行为

表现不同,两相间作用以及流体和固体壁面的相互作

用也十分复杂,目前还没有统一的理论用于揭示各个
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尺度的两相流行为机制. 含有可变形多界面的两相流

数值模拟, 最核心的技术是对界面的处理, 需要针对

不同的研究对象,在准确性、鲁棒性、守恒性和易操

作之间权衡择优,考虑是否具有以下性能: (1)准确描

述界面的位置, 使界面始终保持在一定的误差内; (2)
满足计算精度的要求; (3)能够处理各种界面的拓扑结

构; (4)易于拓展到三维数值模拟; (5)能否体现流体相

界面的真实物理化学性质. 因此, 针对各个尺度和界

面处理的要求,流体力学的数值模拟方法划分为微观

(分子尺度)、介观(介尺度)和宏观方法(设备尺度)[1].
两相流数值模拟过程中的微观方法,主要是在分子水

平描述,以分子动力学理论为基础,结合量子化学相关

知识, 求解微观粒子的运动方程. 目前主要有分子动

力学(Molecular Dynamics, MD)方法和直接蒙特卡洛模

拟方法(Direct Simulation Monte Carlo Method, DSMC).
在MD方法中单个粒子受分子间作用力驱动, 按牛顿

第二定律运动,而在DSMC方法中粒子团运动被认为

是完全随机的, 这两种方法都是较新的方法, 但是计

算量非常大[1]. 介观方法, 主要以Boltzmann方程为基

础,以微观足够大、宏观足够小的流体分子微团作为

研究对象, 采用分布函数描述流体分子微团, 同时其

宏观平均行为又满足宏观微分方程. 经典介观方法有

格子玻尔兹曼方法(Lattice Boltzmann Method, LBM)[2].
LBM的基本思想是从微观粒子角度进行模拟,应用动

量、能量和质量守恒原理,在分子运动论和统计力学

的基础上,通过简单的线性运算和松弛过程模拟复杂

的非线性流体力学问题. 微观和介观方法并不涉及相

界面的表述,而是通过分子间的相互作用来描述两相

之间的差异, 因此本文不对此展开讨论.
本文主要介绍宏观的界面处理算法. 宏观方法

主要以连续介质假定为基础 , 以及以动量、能量和

质量守恒方程为基础,加上边界条件,描述流体流动.
流体流动本质上是复杂的非线性问题 , 但是在特定

的条件下, 如当两相流体系Re≤1时, 忽略惯性项, 可
简化成为Stokes方程. 这类线性问题既可以使用传统

的界面处理算法求解 , 也可以使用边界元法进行求

解. 边界元法可以将Stokes方程通过格林函数或变分

法转换为通过边界和界面上的点求解整个流场的边

界积分方程, 将求解维度降低一维, 简化了计算; 但
是当Re为有限值时, 要将广义Navier-Stokes方程转化

为相应的边界积分方程, 需要更深厚的数学基础, 开

发难度增加. 该算法在界面处理上区别于传统的界

面表述方法 , 给界面处理算法的开发提供了新的思

路. 当两相流体系Re>1时,可以采用流体体积(Volume
of Fluid, VOF)方法[3–7]、波前跟踪方法(Front-tracking
Method, FTM)[8]、水平集(Level Set)方法[9]、守恒水平

集方法(Conservative Level Set Method)[10]和相场方法

(Phase-field Method, PFM)[11–16]等捕捉界面, 并用一组

Navier-Stokes方程同时求解两相流场, 因此这类方法

也被称为“拟单流体”法. 由于Level Set方法界面处理

发展较为成熟、有代表性, 本文以Level Set方法为主

讨论含有可变形界面的两相流数值模拟,并与其他类

型的“拟单流体法”进行对比.
除了界面处理算法,本文还重点阐述近年来界面

处理方法在多种含有可变形界面的两相流体系的数

值模拟研究. 最后, 简介两相流相间传质过程的模拟

计算. 希望本文能够使读者在含有可变形界面两相流

的研究中得到一些启发.

2   Level Set方法

Level Set方法是美国数学家Osher和Sethian[9]合作

提出的, 可以在任意空间维度上描述可变形界面, 广
泛地应用于哈密顿-雅克比类型的问题. 在他们早期

的文献中已证明该算法在解决各种界面变形、拓扑

和移动等问题中的优越性,比如火焰燃烧[17]和晶体生

长[18]问题.

2.1   Level Set模拟两相流的数学模型[19]

Level Set方法数学模型采用符号距离函数 x t( , )标
记两相流体质点到相界面的距离,其定义为

x xt x( , ) min( ),S= (1)

其中S表示界面, xS是界面位置点. 在t时刻 x t( , ) 0= 的

位置合集为两相流分界面, 并指定连续相的 x t( , )大
于0,分散相中 x t( , )小于0. 运动界面的控制方程可以

写成

u
t

( ) 0.+ = (2)

Level Set方法关于界面力的表达一般用Brackbill等
人[20]提出的连续表面力模型(Continuum Surface Force,
CSF),将表面张力由表面力转化为体积力,作为Navier-
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Stokes方程中的体积力源项, 避免了将相界面力作为

边界条件来处理的复杂性. 由于表面张力项的计算误

差,不可避免地会引发界面“寄生”流的问题. Son[21]采
用标准型和守恒型水平集方法分别对“寄生”流进行

研究, 发现若采取尖锐的表面张力表示方法, 则必然

会导致“寄生”流和震荡问题,并且此问题不会随着优

化网格而消失; 而采用常规化的表面张力表达方法,
则可保证界面处的力平衡,但这种方法计算出的曲率

不够准确,仍然会引发“寄生”流. 由此可见,提高曲率

的计算精度才能有效地抑制“寄生”流. Wang等人[22]

提出权重计分法来提高局部曲率的精确度. 该方法在

控制容积中所有网格节点上计算表面力,并采用权重

积分的方式计算控制点的表面力. 根据各网格节点到

控制点的距离设置不同的权重因子,成功抑制了因表

面张力计算不准确而引发的“寄生”流现象. Coquerelle
和Glockner[23]开发了具有四阶精度的曲率计算方法以

抑制“寄生”流. 该算法主要分为两步: 首先,在单元网

格上根据Level Set函数计算出具有四阶精度的局部曲

率; 然后根据最近点原理, 准确地将曲率向邻近相界

面进行拓展.
为了避免界面上物性参数的阶跃, Level Set方法

在虚拟界面上使用光滑函数Heaviside函数处理两相

流体的物性参数, 使其光滑过渡

H ( )

0,                    if ,

1
2

1 sin( / ) , if ,

1,                 if  .

=

<

+ +

>

(3)

Majumder和Chakraborty[24]提出了一种新的“基于

Level Set函数的体积分数”,该参数是从流体物理性质

导出的, 在数学形式上与Heaviside函数相似, 用来进

行物性参数的光滑处理. 采用此方法对气液体系的

模拟计算结果表示质量守恒良好. Huang等人[25]认为

采用Heaviside函数平滑两相流体物性参数需要十分

精细的网格; 而采用幻影流体法(Ghost Fluid Method,
GFM)[26]显式处理界面处的物性参数阶跃问题,但在曲

线网格中处理变得十分复杂. 因此提出结合Heaviside
函数和幻影流体法处理界面处的物性参数阶跃,推导

了速度、压力、密度、分子黏度和湍流黏度等近似

阶跃条件,表明该方法处理船舶流动等具有复杂边界

的湍流问题有巨大潜能.

采用Level Set方法计算两相流时往往采用具有

1–3个网格厚度的虚拟界面, 因此有必要在界面处加

密网格,保证界面的清晰程度,但如果全局采用均匀细

网格则会造成计算上的浪费. Yang和Mao[27]采用了非

均匀网格, 在界面附近采用均匀细密网格, 在全局采

用逐渐疏松的网格;同时在“密二倍”网格上进行Level
Set函数的控制方程和重新初始化等方程的计算,在保

证计算精度的前提下提高了计算效率. 另外一种方式

是采用动态网格法,根据界面的位置实时调整网格设

置, 保证界面处网格具有较高分辨率. Di等人[28]耦合

动态网格和Level Set算法用于两相流模拟. 动态网格

的实施通常需要从计算域到物理场的变换. 在计算域

上采用固定网格,通过求解动态网格偏微分方程调整

网格节点, 以达到在特定区域加密网格的目的. 但是

动态网格的缺点也显而易见,需要额外的网格重构等

步骤,大大增加计算负荷. 在非正交网格上, VOF方法

需要复杂的几何计算进行界面重构; 相较而言, Level
Set方法更适宜应用于非正交网格[29],在非正交网格上,
Herrmann[30]使用Level Set方法展示界面间的精细结构.

原则上可采用任意高阶的双曲方程标准格式离

散Level Set函数 的控制方程,如五阶WENO (Weighted
Essentially Non-Oscillatory)格式、三阶TVD (Total Vari-
ation Nonincreasing)格式,因此对界面复杂的拓扑结构

具有极强的处理能力. 但是, 随时间的演变并不保证

符号距离函数的性质,造成界面速度矢量和曲率的不

精确和质量的不守恒. 所以在整个计算过程中 需要

频繁地进行重新初始化步骤. 高效且流行的重新初始

化方法是使用以下偏微分方程:

( )sgn (1 | |),0= (4)

x x( , 0) ( ),0= = (5)

τ是初始化的虚拟时间 , 0是某时刻t的水平集函数 ,
sgn( 0)是为了防止发散的一个光滑的符号函数

( ) L
sgn ,0

0

0

2 2=
+ (6)

Lε是很小的量以保证分母不为零, (4)式保证了在初始

化后界面上收敛到∇ =1.
除了求解上述双曲型方程执行Level Set函数的重

新初始化之外,通过直接计算网格点到界面的距离也
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可始终保持Level Set距离函数的性质. 但是这种方法

需要界面重构, 显式定义界面位置. Strain[31,32]采用半

拉格朗日方法重新计算距离函数,并且引入基于树(二
维空间上基于四叉树,三维空间上基于八叉树)的自适

应网格方法捕捉界面. Cho等人[33]借鉴了Son和Hur[34]

的界面重构方法, 使用法向量和界面附近的Level Set
函数值直接完成重新初始化.

2.2   Level Set方法的改进

传统Level Set方法导致质量损失主要有两方面的

原因: 一是由于离散导致的数值扩散, 这个问题可以

通过采用高阶或者守恒型离散格式解决;二是为了保

持距离函数的性质而执行重新初始化过程,使界面偏

离原来位置, 致使流体质量发生变化. 目前, 对这个

问题的解决办法有两大类,一类是通过与另外一种质

量守恒型方法耦合, 充分利用两种算法的优势, 保证

质量守恒,比如, VOF方法、粒子水平集(Particle Level
Set, PLS)方法、LBM、GFM、FTM等,但是这些方法

都大大增加了Level Set方法的复杂程度. 另一种是从

方法本身出发,开发守恒型Level Set方法. 还有一种方

法是将Level set方法在有限元框架下结合, 试图通过

非网格法描述两相界面.

2.2.1   Level Set方法与其他方法结合

Level Set方法和VOF方法[3,35]相结合 , 既保持了

VOF方法的质量守恒性质又确保矢量和曲率等界面几

何参数计算的准确性和便捷性,因此两种方法的结合

成为研究热点. Level Set方法和VOF方法结合有两种

形式, 一种是耦合LSM-VOF法(CLSVOF)[21,36,37], 该方

法利用流场直接求解控制方程以更新Level Set函数;
另一种是VOSET[38],该方法利用VOF方法构造出的界

面计算得到Level Set函数, 再进行修正.
Level Set方法与幻影流体法(Ghost Fluid Method,

GFM) [26,39,40]相结合,利用GFM非常适合求解弱激波和

界面相互作用问题的优点,研究爆炸[41]、相间传热[42]

和含有相变的化学反应[43]问题.
Level Set方法与格子玻尔兹曼方法(LBM)结合,使

用格子玻尔兹曼方法用来计算流场,水平集函数用于

捕捉界面, 成功模拟了大密度比(密度比达1000/1)的
不混溶两相流动[44,45]. 另外, 利用LBM方法易于描述

复杂几何形状边界的优势来求解含有复杂固体壁面

的多相流问题, 再用Level Set方法处理可变形气液界

面或液液界面,则可以求解涉及气液固三相的流体力

学问题[46].
Level Set方法与波前跟踪方法 (Front-Tracking

Method, FTM)[8]结合. FTM是一种跟踪型方法,采用拉

格朗日思想, 引入标志点布置在界面上, 追踪标志点

的运动, 即可显式地描述界面的运动状态. 该方法可

以准确且可靠地模拟多个可变形相界面. 但是当界面

发生剧烈变形, 甚至聚并和破碎时, 需要增加、删除

甚至重新排列标识点位置,以保证界面计算具有较为

一致的网格分辨率. 因此, 考虑结合Level Set方法对

界面拓扑强大的处理能力, 在必要的时候, 根据Level
Set函数提供的重新生成界面标识粒子集. 这种结合

了FTM和LSM的新方法, 也称为等高线重构法(Level
Contour Reconstruction Method, LCRM)[47]. Basting和
Weismann[48]通过引入水平集函数隐式地表示界面几

何形状,并利用水平集函数拓展了标准动网格和波前

跟踪方法描述几何结构的灵活性.

2.2.2  守恒水平集方法

Olsson和Kreiss[10]提出了守恒水平集方法(Conser-
vative Level Set Method, CLSM),解决了质量损失问题

同时保留了Level Set方法的便捷性. 该方法提出采用

以下Heaviside函数取代传统的符号距离函数:

H ( )

1,     if 0,
1
2

,    if 0,

0,     if 0,

=

>

=

<

(7)

其中 是Level Set方法中的符号距离函数,采用两部分

进行 的输运以捕捉界面运动. 首先使用一个标准方

法对(2)式进行求解,然后在每一步结束后增加一个人

工压缩项[49]保持 的光滑轮廓和过渡层的厚度. 两个

步骤都使用守恒的二阶近似,因此 被守恒积分,很好

地保证了界面的形状和轮廓. 数值实验表明, 采用二

阶精度离散格式就可以确保界面区域的准确模拟.
Sheu等人[50]在2009年模拟气液两相流动采用了两

步推进界面的CLSM算法. 为了保持极薄虚拟界面的

清晰度, 除了界面输运过程, 同时考虑了界面的非线

性和稳定性特征. Zhao等人[51]在有限元框架下使用改

进的CLSM方法模拟两相流, 发现标准Level Set方法

可以顺利捕捉到界面, 并正确计算界面法向量, 但不
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能保证质量守恒; 而CLSM方法表现出很好的质量保

护性能, 但是通常界面法向量的计算不够精确. 为了

解决这个问题, 他们提出在CLSM方法中仍然采用标

准Level Set方法而非Heaviside函数计算界面曲率等参

数,模拟结果证明这样的改进可以在中等网格水平上

准确捕捉到复杂界面的细节,同时具有良好的质量保

护性能.

2.2.3   Level Set方法在有限元框架下模拟两相流

大多数Level Set方法计算两相流使用有限体积

(Finite Volume Method, FVM)和有限差分(Finite Differ-
ence Method, FDM)进行离散,近些年也有许多研究在

有限元(Finite Element Method, FEM)框架下执行Level
Set算法模拟两相流. Marchandise和Remacle[52]使用无

积分间断Galerkin有限元法结合Level Set方法求解不

可压缩两相流问题. 该算法使用了一种快速轮廓法准

确地表示界面,避免了虚拟界面厚度假设和重新初始

化步骤. Cho等人[53]使用一个Q2Q1(速度二次、压力

一次)的FEM/Level Set方法用来模拟有表面张力的不

可压缩两相流. 使用Q2Q1有限元方法插值Level Set
函数,通过Taylor-Galerkin方法计算Level Set函数对流

方程, 并采用直接接近法完成Level Set函数的重新初

始化. 该方法显式处理表面张力, 因此时间步长可高

于临界步长. Pochet等人[54]使用Level Set方法和间断

Galerkin格式模拟非定常不可压缩惯性两相流. 由于

Navier-Stokes方程和Level Set方程的强烈耦合, 采用

了Riemann界面通量以保证稳定性. 模拟证明了该方

法适用于大密度比和大黏度比两相流;与低阶的FEM
求解器相比具有更好的质量和能量守恒性. Basting和
Weismann[55]发展了新的有限元方法模拟两相流,该方

法最主要的特点是不仅采用Level Set函数隐式表达

界面,同时采用黑箱优化方法调整计算网格使之显式

地表示界面,保证网格质量最佳且不改变网格的拓扑

结构. 显式界面可准确处理界面处压力间断, 同时采

用变分法可准确估算表面张力. Pillapakkam和Singh[56]

将Level Set/FEM方法应用于黏弹性两相流问题的模

拟. Quecedo和Pastor[57]在有限元方法基础上采用Level
Set方法求解大密度比两相流. 一方面, 对速度和压

力场均采用高效且准确的三节点三角形网格,为求解

Navier-Stokes方程提供了必要的稳定性条件. 另一方

面, 使用距离函数ϕ描述界面位置. 在每个时间步的

最后,修正伪浓度函数(Pseudo-Concentration Function,
PCM),可以保证大密度比的两相流模拟的精度. Shepel
和Smith[58]采用有限元方法求解Level Set函数控制方

程. 该方法可以模拟密度比达到100–1000和黏度比高

达70000的等温两相流动问题, 方法相对简单且收敛

性好. 作者将该方法与商业CFD软件CFX4耦合,极大

地拓展了该方法的应用.
Level Set方法由于其突出的界面处理优势在两相

流数值模拟中得到了广泛的应用 , 已发展了成熟的

数学模型和丰富的改进手段. 近年, 应用Level Set方
法研究了诸多两相流问题 , 如模拟大密度比两相流

体[58–61]、具有磁场力的两相流体[62,63]、物体投影分布

恢复的断层图像重建技术[64]、两相Stefan问题的自由

界面的最优控制(运动规划)[65]、容器内液体的晃动和

移动物体产生的自由表面波[66]等.

3   边界元法 (Boundary Element Method,
BEM)

实际上边界元法并非是一种专门的界面处理方

法,而是继有限元之后发展起来求解偏微分方程的一

种算法. BEM不需要对整个计算区域进行离散化处

理, 只需对边界进行离散和求解. 因此可使待求问题

的空间维数降低一维,所需内存和计算时间大大减少.
与有限差分法、有限体积法和有限元法相比,具有很

强的竞争能力[67]. BEM通过广义的Green公式将所研

究问题的控制微分方程和边界条件变换成为相应的

边界积分方程形式, 然后再离散边界积分方程, 进行

数值求解. 1828年, Green对位势问题提出了三个Green
等式,其中包括将问题的解表示为单层势和双层势的

积分表达式[68]. 边界积分法具有较高的计算精度, 当
插值函数能够精确描述边界变量的分布时,边界积分

法将没有离散误差只有舍入误差. 由于边界积分法降

低计算维度,带来一个重要的好处是便于模拟复杂的

几何形状. 在应用边界积分法求解液滴的运动过程中,
液滴界面变化可以通过对界面上一系列离散点的速

度进行时间积分求得. 边界元法已经被成功用于求解

液滴变形、破裂和聚并的问题[69,70].

3.1   Stokes两相流的边界元法求解

由于爬流条件下的Stokes方程较为简单, 在边界
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元两相流研究中较为广泛. 早在1985年, Higdon[71]用
边界元法模拟一个任意区域二维Stokes流, 表明边界

元法可提供一个准确高效、易于实现的Stokes流的解

决方案. 文章中模拟了多种简单的剪切流流动形式,
如圆柱形、矩形、脊和空腔流;详细地分析了沿着固

体壁面的流线、速度分布、剪切应力,同时也指出该

方法限制于在低Re数下的流动. Occhialini等人[72]结合

谱方法和边界元法,首先使用经典的边界积分谱方法

模拟稳定的Stokes黏性流, 然后扩展了此方法进行非

定常的Navier-Stokes方程的求解.
使用边界元描述气泡在黏性拉伸流中的运动变

形过程, 当时间步是显式时, 时间步长需要足够小[73].
为了避免这种困难, Dimitrakopoulos[74]开发了一种全

隐式的时间积分算法, 通过Jacobian-Free三维牛顿方

法导出了数学严谨的隐式组合公式. 该算法保持了隐

式时间积分的稳定性,因此不受Courant条件和物理刚

性(比如界面变形条件)的影响. 该隐式算法可通过波

谱边界元法来实现. 自由悬浮液滴的数值结果与实验

结果吻合良好, 进而建立了全隐式波谱边界元算法.
Pozrikidis[75]以其专著[76]为基础, 推导了Stokes方程的

边界积分方程, 并全面综述了有关Stokes流界面动力

学的理论和计算.
Dimitrakopoulos和Wang[77]通过引入Stokes方程的

基础解和互易定理, 无限拉伸流场中单个液滴表面S
上点x0的速度,可以用边界积分方程表示为

u u

S f T u n

x x

µ µ S

(1 ) ( ) 2 ( )
1

2 [ (1 ) ]d ,
S

0 0+

= (8)

p为动压力, μ为液体黏度, u为速度向量, λ是内外液滴

黏度比. Sij是速度u的基础解, Tijk是σ的基础解,分别定

义为

S x

T x

r
x x
r

x x x
r

( ) ln ,

( ) 4 ,

ij ij

ijk

i j

i j k

2

4

= +

=
(9)

式中xi等于x–x0, r等于 |x |为界面上任意一点的距离.
其中

f f f
n n g x nk( ) (1 ) ( ) ,

CP=
= + (10)

n为法向量, k为密度比.
边界元法在求解过程中只以边界变量为基本变

量, 要求解域内未知量时, 需要根据边界变量结合相

应的边界积分方程求得.

3.2   Navier-Stokes两相流的边界元法求解

经典的边界元法求解两相流问题限制在Stokes
方程的求解上 , 限制了边界元在两相流中的应用 .
文献中开发了一些混合的边界元法来求解完整的

Navier-Stokes方程. Power和Botte[78]展示了在三维空

腔中使用边界元法求解Navier-Stokes方程的数值算

法, 将其作为非齐次Stokes方程来求解. 积分格式来

自于先前的Stokes方程, 利用非齐次Stokes方程的特

殊解来获得完整问题的迭代 , 解决了一些非线性问

题, 适合于低Re数的流体流动. Young等人[79]在欧拉-
拉格朗日边界元法使用速度涡量法求解Navier-Stokes
方程 . 欧拉-拉格朗日边界元法(Eulerian-Lagrangian
Boundary Element Method, ELBEM)是欧拉-拉格朗日

方法和边界元法的结合. ELBEM克服了传统的BEM
方法不能处理流动场中的任意速度的缺陷. 通过迭代

求解包含速度和涡量的速度泊松方程得到螺旋涡成

分. 速度泊松方程使用边界积分格式求解, 涡量运输

方程使用ELBEM方法求解. 作者计算了低Re数下在典

型空腔流动的二维Navier-Stokes问题, 和以前的方法

相比, 结果令人满意, 该方法可适用的最大Re数可达

2000. Bozkaya和Tezer-Sezgin[80]耦合空间上的二重互易

边界元法(Dual Reciprocity Boundary Element Method,
DRBEM)和时间上微分求积分(Differential Quadrature
Method, DQM),按照涡量方程和流函数方法求解二维

非定常Navier-Stokes方程. 在DRBEM方法上, 涡量运

输方程的时间导数项和对流项在方程中作为非均匀

性质并通过径向基函数来近似. 联合流函数和涡量泊

松方程的解, 获得速度分量, 反过来求解涡量运输方

程. 涡量运输方程的DRBEM格式在初始值问题上使

用时间的一阶常微分方程. 程序大体上是通过流函数

之间的迭代,涡量运输和能量方程模拟空腔流中的二

维自然对流问题.
边界元法使用格林函数求解运动方程得到边界

积分方程, 可以有效地降维. 边界元法继承了有限元

的特点,但其局限于Stokes方程的求解,难以处理高Re
数流动的Navier-Stokes方程. 虽然边界元算法在处理
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可变形界面上不够成熟,但是边界元具有高精度低计

算负荷的优势,可充分发挥其在低Re数下两相流领域

的作用, 模拟界面上的精细结构, 给界面处理的方法

提示了一种发展方向.

4   界面处理用于不同类型两相流数值模拟

如前面所述,两相流的模拟方法难点在于复杂相

界面的处理,因此需要根据尺度和相态的不同而进行

单独研究. 近几年来, 学者们使用两相流可变形相界

面的表达方法对气泡的破碎与聚并、液滴的撞击和

溅落、微纳流体[81–83]、多孔介质内两相流动[84–90]、波

浪运动[91–96]、含相变(如蒸发、凝固、熔融等)的两相

流[97–101]等两相流问题进行了较为广泛的模拟研究,对
工业设计具有参考价值.

4.1   气泡破碎与聚并的数值模拟

气泡运动规律的研究一直是国内外研究的热点.
气泡在液体中受到重力、浮力和表面张力的作用,呈
现出复杂且不稳定的运动行为,比如变形、震荡以及

破裂和聚并等现象. 数值模拟可以获得界面的瞬间变

化以及内部流场信息[102,103].
Youngren和Acrivos[73]使用边界元法求解Stokes流,

模拟气泡在黏性拉伸流中的运动变形 . Guignard等
人[104]使用半拉格朗日流体体积法(Segment Lagrangian-
Volume of Fluid, SL-VOF)模拟斜面上的孤立波破碎过

程, 该过程涉及气液固三相界面的处理, 与边界元法

对比, SL-VOF方法能够更加精确地模拟界面对整个

流场的影响.
Wang等人[105]使用二阶混合水平集流体体积约束

(Hybrid Level Set-Volume Constraint, HLSMVC)方法数

值模拟变形气泡和液滴, 给出3点新的贡献: (1) 一个

新的强制约束气泡和液滴的数量方法; (2)一个新的二

阶半拉格朗日窄带水平集初始化算法; (3) 一个气相

流动中的液体射流的线性稳定分析数值方法. Deen和
Kuipers[106]提出一种使用VOF方法的分散气泡两相流中

壁液传热的直接数值模拟(Direct Numerical Simulation,
DNS)方法. VOF方法涉及一种基于分段线性界面表示

的界面重构技术,表面张力采用Brackbill的CSF模型三

维形式. 该模型应用到液体和热壁的热交换速率的计

算,热壁保持固定的温度. 发现由于气泡中的搅动,液

体和壁面之间的传热速率大大提高,特别是在壁面附

近气泡聚并较多的地方. 李彦鹏和关卫省[107]将Level
Set方法与隐式连续流体欧拉(Implicit Continuous-Fluid
Eulerian, ICE)[108]数值格式结合,建立了求解含有运动

界面的不可压缩气液两相流动问题的三维数值解法,
能准确方便地捕捉到三维气泡和液滴破碎与融合等

拓扑结构的变化.
Pillapakkam和Singh[56]研究了简单剪切和压力驱

动流中液滴的变形和宽范围的毛细管数和德博拉数

(Deborah Number)[109]条件下重力驱动的气泡变形. 作
者发现,对于一个静态的黏弹性液体中上升的牛顿型

气泡, 气泡被假定有一个尖尾巴的特征形状, 但是在

气泡前端仍然是圆形的. 而液滴的前端靠近通道中心,
受压力作用成为圆形,尾端靠近通道壁而变得尖锐形.

Müller等人[110]数值模拟研究了气液两相流中气泡

的破碎,可以预测气泡分裂、破碎、液体喷射等物理

现象,并通过激光空泡的实验观察与之对比. Sattar等
人[111]对湍动气泡流中气泡的碎裂和聚并进行了数值

预测,考虑了湍流下的气泡破碎以及湍流和层流剪切

下气泡的聚并. La Forgia等人[112]对气泡在流场中生长

进行了研究,使用扩散界面法(Adaptive Stencil Diffuse
Interface Method)分辨界面,用体积力来表达表面张力.

4.2   撞击和溅落的数值模拟

液液体系两相流中以液滴为分散相最为常见,也
更为复杂. 工程中,复杂的液滴行为,如液滴和液滴的

碰撞聚并、液滴溅落到液面上以及液滴撞击到固体

壁面引发的飞溅等, 都受到极大关注. 比如, 发动机

中燃油液滴撞击在管壁或者燃烧室壁时,会在壁面上

铺展开形成液膜,或者飞溅生成更细微的雾滴. 最早,
Wood[113]通过拍照记录下了液滴撞击在固体壁面上的

壮丽景观, 并随着高速摄像技术的发展, 在液滴撞击

和飞溅领域积累了大量的观测资料和实验研究.
在较低Re数下, 两个液滴迎面碰撞结果有4种情

形: (1) 完全弹回; (2) 聚并为一个液滴; (3) 部分聚并,
并产生一个子液滴; (4)在较高运动速度下粉碎或者破

裂为多个液滴. 如果采用光滑边界条件, 并不考虑润

湿效应,液滴在干燥壁面上的撞击有如下3种情形: (1)
完全弹回; (2)沉积,比如液滴在固体壁面上完全铺展;
(3)破碎或飞溅成许多更小的液滴. 实验发现,当液滴

撞击到湿壁面或者更深的液池中也会发生相似的情
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况. 当液膜厚度大于液滴直径时,会在液滴没入的位置

形成一个形似弹坑的凹陷,当液面恢复时,可能会产生

一个气泡,即所谓的常规夹带(Regular Entrainment)[114].
规则气泡区是一个中间状态,液滴撞击速度过大或过

小都不会产生气泡[115]. 研究液滴碰撞和飞溅行为的相

关无量纲数有We, Re, Oh和Fr. 通常实验研究往往导致

实验点过于分散,或者We和Re的范围小. 采用数值模

拟方法则可以突破这些局限. Harlow和Shannon[116]首
次简化了液滴撞击、溅落和飞溅等行为的数学模型,
忽略黏性和表面张力, 采用原始的MAC (Maker And
Cell)方法进行了数值研究. Foote[117]同样采用了MAC
方法, 但考虑了黏性和表面张力的作用, 反弹的液滴

行为模拟与Bradley和Stow[118]实验相吻合. Nobari等
人[119]采用FTM模拟了两个等大液滴迎面碰撞并完全

弹回的过程. 通过模拟结果拟合得出液滴碰撞挤压过

程中会达到一个最大半径Rmax, 其正比于We1/2. Luo等
人[120]使用改进的Level Set方法计算了液滴迎面碰撞

部分聚并并产生子液滴的过程和液滴溅落在液面上

的过程, 与实验结果对比验证了算法的准确性, 并进

而计算了三维的液体雾化过程. 除了固定网格技术,
Fukai等人[121]采用运动有限元法研究了液滴润湿效应.

当液滴在空气中碰撞,液滴中间会形成很薄的空

气膜,当空气膜破裂,两个液滴局部连接起来. 采用数

值模拟继续进行计算时, 需要足够小的网格尺寸(约
为1–10 nm)才能准确描述空气膜中气体排出过程. 目
前,可以采用自适应网格加密技术在二维计算中可达

到10 μm,在三维计算中可达到100 μm,而这远没有达

到要求. 现行的方法中一种采用FTM方法, 从物理角

度设置合理的法则,据此让气膜破裂、液滴局部聚并;
另一种采用VOF或者Level Set方法, 当液滴表面同时

存在同一个网格中, 则自然发生聚并, 采用光滑标识

的核函数的办法,可降低对网格精度的要求.

4.3   微流体的两相流数值模拟

微流体学是利用几微米到几百微米的通道来混

合、传感、输送、检测和控制微量流体的新兴学科.
微反应器或微流体系统一般由微量注射泵、微型阀、

微型传感器和微通道构成,可控制微量流体的压力、

流量和流动方向. 与传统反应器相比, 微反应器的主

要优点有: 具有很高的比表面积, 提高了传热传质速

率并降低了能耗; 反应器中样品需求量少, 提高了化

学反应过程的安全性; 由于自动控制技术的发展, 可
以利用微反应器生产出可控粒径且具有复杂结构的

乳液产品. 因此, 微反应器在生物、材料、化工领域

得到迅速而广泛的发展. 但是微反应器若要取代传统

反应器进行大规模生产,还需解决微通道易堵塞、放

大环节中并联设计和精准控制等问题.
微反应器内流体的速度分布和压力分布是控制

液滴形成过程和形状的重要参数, 但目前, 仍很难通

过实验获得准确的速度和压力数据. 幸运的是, 由于

微反应器尺度小,流体受黏性力的影响远超过惯性力,
一般情况下为层流状态. 因此, 采用直接数值模拟方

法研究微流体行为成为主流. Bashir等人[122]在T型微

通道中模拟了微乳滴的生成, 预测结果发现T型通道

上游的压力分布对连续相湿润能力十分敏感,通道润

湿特性是影响液滴断裂的重要因素. 为了进一步研究

T型微通道液滴形成动力学, Bashir等人[123]对不同流

体的流量比、毛细管数、黏度比和表面张力等参数

进行了探索,数值模拟发现两相流体之间的润湿能力

竞争会引起不稳定的流动模式,导致液滴破裂和液滴

尺寸不均. 因此实验过程中应尽量平衡两相流体的润

湿能力. Pinilla等人[124]使用Level Set方法模拟两不混

溶的牛顿流体-黏弹性流体在二维微通道中的流动,使
用Oldroyd-B流变模型来描述黏弹性行为并依据Cox
定律描述动态接触角,采用高精度的WENO五阶离散

格式并采用罚函数法描述复杂固体边界,准确地模拟

了三相接触点的位置变化. 在数值模拟中也发现, 黏
弹性流体比牛顿流体更容易在微通道中流动.

受流体驱动方式、微通道材料、尺寸和结构等多

种因素的影响,微通道内气液和液液两相流的流型转

换问题备受关注,但微通道内普适性的流型转换理论

尚在发展中. Wang等人[125]使用数字视频录像(Digital
Video Recorder, DVR)系统记录微通道内气液两相流

的4种不同流型(段塞流流型、塞环状流、环状流和

平行分层流)以及它们的转换, 并且考察了流道壁的

材料性质和润湿性对流型及流型转变的影响. 有别

于以前只将流体性质与微通道中气液两相流型转变

相关联 , 作者提出了流体性质和微通道润湿性能的

新的关联式. Grzybowski和Mosdorf[126]使用COMSOL
Multiphysics软件结合Level Set方法模拟了在3 mm微

通道内的气液两相流,观察到泡状流和两种液弹长度

不同的弹状流. 研究表明, 通道入口的不稳定流动导
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致气泡和液弹尺寸的混沌特征,降低液速可以获得更

加稳定的两相流型.
微反应器的另一个重要应用领域是乳液制备. 多

层乳液滴是制备微胶囊的重要手段,中间的保护介质

可以控制药物从一相到另一相的释放,因此微胶囊具

有很好的靶向作用. 目前, 可以通过微流控制备出具

有复杂结构的多层乳液滴. 在微通道中多重乳液滴的

变形和破碎是其药物运输和释放的关键过程. Wang
等人[127]开发了一种边界元法研究具有任意数量内部

液滴、任意乳液层数以及具有多种不对称结构的多

重乳液滴流变行为. 在拉伸流中, 随着层数和内部液

滴数量的增加,内部液滴之间的碰撞增加导致乳液滴

间更加强烈的碰撞. Wang等人[128]设计一种在低Re数
下的微流控装置, 精准地控制进出口流量, 研究了将

小液滴黏附到特殊位置的微流控技术并采用边界元

法进行模拟. 在微流控装置中心腔的拉伸流和旋转流

交替作用下,发现小液滴可以依次黏附在主液滴的指

定位置,从而制造出按固定角度布置的子颗粒的液滴.
Tao等人[70]采用边界元算法, 研究了多重乳液滴在突

缩微通道中的形变和流变性质. 作者实验观察了3种
类型的多重乳液,即核壳型双重乳液滴、具有多于两

层的同心多层乳液滴、包含多个内部液滴的双乳液

滴,并采用边界元法模拟计算了核壳型双重乳液滴的

流变特性. 研究表明, 在同样的体积流率下, 3种结构

乳液滴在经过突缩微通道时的行为大致相似,但是由

于内部结构的不同,乳液滴内部的流动行为会发生改

变,并且内部结构越复杂,进出口压差越大.

5   相间传质的数值模拟

随着计算技术的发展 , 高效地数值求解Navier-
Stokes方程和对流扩散传递方程耦合问题已经发展成

为重要的趋势. 为了探索复杂多相系统之间的传质问

题,单个液滴与连续相间的传质问题已经用简化模型

进行了深入的实验和模拟研究[129]. 作者总结了单一液

滴与连续流体相间的传质问题,表明虽然单个液滴运

动的解是唯一的, 并不会出现混沌, 但目前只能求出

特定的简单问题的解析解, 对于实际的复杂系统, 以
前的实验数据和理论分析往往不能完全揭示问题本

质,所以需要结合经验和半经验方法完成这些任务.
随着界面模拟技术的发展,在可变形界面上的相

间传质过程得到了极大的关注. 两相传质时, 在界面

上需要满足溶解平衡和通量连续条件

c mc ,2 1= (11)

D c
n D

c
n

,1 2
2

2

1

1

= (12)

c为溶质浓度, D为分子扩散系数, n表示法向坐标. 下
标1, 2分别表示连续相和分散相.

Yang等人[130,131]研究了单个球形液滴在低Re数下

简单拉伸流场中的传质运动,在球坐标系下以界面为

边界严格满足以上边界条件. 详细考察了Pe数、液滴

内外黏度比、扩散系数比、分配系数及拉伸方向等

各种因素对传质Sh数和浓度场分布的影响规律. 若采

用VOF, Level Set等方法模拟相间传质时,则因为分配

系数m往往不等于1,而造成界面上浓度和浓度梯度的

双重间断. 如果采用磨光函数处理两相物性参数的方

法处理浓度及扩散系数等参数,会导致严重的数值扩

散, 计算精度远远低于动量控制方程. 下面介绍几种

处理浓度不连续问题的方法.
Haroun等人[132]采用VOF方法计算了层流液膜上

化学反应过程,将边界条件(11)和(12)式集合为一个源

项, 置于对流扩散传质方程中
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其中Wi表示化学反应的源项. 上述方程组可以将间断

的浓度界面磨光,但是在某些情况下不易收敛.
Kenig等人 [133] 则采用特定的系数将边界条

件(11)和(12)式控制在虚拟边界层中
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其中α1和α2在界面处取值比较大(如104), 在主体相中

取0. 由于分配系数耦合在传质方程中,故这种方法可

以计算分配系数可变的传质过程. 使用泛函数法分别
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在两个方程中各实现一个边界条件,对两个相中的浓

度场产生的影响不对称.
Yang和Mao[27]提出的浓度变换法, 对两相浓度值

做如下变换, 即可得到全场连续的浓度场

c m c ,1 1= (17)

c
c
m ,2
2= (18)

则边界条件可以写成

c m c ,1 1= (19)
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两相中的传质方程变换为
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因此,各相中的时间、速度和扩散系数也定义为

t
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m
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u u u um m m H( ) 1 ( ),= + (24)

D m D m D m D H( ) 1 ( ),2 1 2= + (25)

其中Hε( )是基于Level Set函数的Heaviside磨光函数.
经过以上变换,可以方便地将浓度场的界面边界条件

耦合到对流传质的扩散方程,使之成为全场统一的传

质控制方程, 即拟单相的传质方程

uc
t

c D c( ) .+ = (26)

浓度变换法的优点是消除了界面处的浓度和浓

度梯度的双重间断, 界面的特殊性消失, 大大减小了

浓度场求解的数值误差. 采用浓度变换法对单液滴及

连续相间的传质过程模拟计算,与实验值对比偏差可

满足工程要求. Wang等人[134]采用改进的Level Set方
法耦合浓度变换法求解单液滴的非稳态运动及相间

传质过程, 进一步提高了计算精度.
上述三类方法均可方便地处理相间传质过程中

相界面处浓度间断的问题 , 但也将导致界面区域的

扩散情况与实际物理模型中的扩散情况有差异,因此

出现较严重的数值扩散. 为此, Cheng等人[135]引入了

Semi-Lagrangian (SL)格式处理质量传递方程中的对流

项. 拉格朗日类方法本身具有的高度守恒性对数值扩

散问题会有很好的抑制作用. Radl等人[136]指出该方法

具有高精确度, 在大Pe数下, 对具有较大溶质浓度梯

度的传质边界层进行了准确模拟.

6   结论与展望

界面捕捉和处理是两相流和图像处理等领域的

核心问题. 处理两相流界面的方法多种多样, 每种方

法的基本思想,优缺点如表1所示. 在处理具体问题时,
需权衡利弊,选择合适的方法. VOF方法、Level Set方
法等均采用某个标记函数, 在流场求解完成之后, 通
过推进标记函数的控制方程以计算界面变形和运动.
而边界元法首先直接将相界面和边界作为求解域求

出相应的值, 然后再对整个流场求解. 两大类方法各

有优势,为成功模拟两相流流体力学行为和相间传质

提供了很好的工具.
Level Set法近年来广泛应用在气泡破碎与聚并、

颗粒两相流、纳微流体、多孔介质内两相流、含相

变(如蒸发、凝固和熔融等)的两相流动等领域. 其中,
气泡变形及复杂拓扑变化和晶体无定形生长等问题

更提高了对界面模型精度和效率的要求. 因此, 在高

Re数下,两相流动相界面的剧烈变形、破碎与聚并等

行为仍需进一步研究高精度高效率的新算法. 目前来

看,联合各种算法的优势开发混合型算法是行之有效

的途径之一. 比如,将Level Set方法与其他的界面处理

方法进行耦合, 保留Level Set方法处理界面拓扑变化

的能力,又弥补其质量不守恒等缺点. Level Set方法一

般在采用有限体积和有限差分法离散计算,也有一些

采用有限元离散模拟的研究工作.
边界元法因其在具体问题上对偏微分方程转化

为边界积分方程的复杂性,目前在化工计算流体力学

领域不够活跃,但是由于其使用理论分析的手段进行

降维, 减少误差和计算量, 仍旧对科技工作者具有一

定吸引力.
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表 1    界面追踪技术一览
Table 1   An overview of interface tracking method

方法 基本思想 优点 缺点

IR-VOF 方法
定义体积函数,分别取数值0和1指示

某一相在界面两边的体积分数
体积和质量守恒 格式较为复杂, 曲率计算不精确

Level set方法
采用符号距离函数表征流体质
点到界面的距离 , 该函数的零

水平集即为界面

概念简单, 易实现; 对界面拓扑变
化具有极强的处理能力; 易于计算

曲率等界面几何性质参数

需要重新初始化, 保持符号距离
函数的性质; 质量损失

波前跟踪方法
采用粒子标记界面,追踪标记粒子的
轨迹, 显式地描述界面运动行为

精确稳定

需要储存大量标记粒子信息; 当
界面发生聚并和破碎等剧烈拓
扑变形时需要根据特别的判断法

则并重新分配标记粒子

相场方法
采用具有物理意义的参数标记两相
流体,界面是具有连续变化物理性质

的有一定宽度的相间过渡区域

无需显式追踪界面; 界面具有
真实的物理意义

计算量较大 , 限制其在较大尺
度领域内的发展

边界元法
将偏微分方程转换为相界面上的

具有基本解的边界积分方程
计算维度降低一维; 没有离散

误差只有舍入误差
对于复杂的方程,难以求出基础解

众多的界面处理手段广泛应用于可变形界面的

两相流数值模拟中. 由于微流体似于爬流, 因此边界

元法可以应用在微流体中的气泡破碎和聚并的研究.
相比于边界元法, Level Set方法目前研究极为广泛,各
种类型两相流问题的数值模拟都有应用. 将边界元法

和Level Set方法两种方法的思想相互结合, 将是一个

值得尝试的问题.

化学化工中的溶解、化学反应等都会涉及两相

质量传递, 由于界面上物性参数的间断, 增加了数值

模拟相界面上传质的难度. 浓度变换法通过一个简单

的数学变换将界面上的质量传递有关变量连续起来,
浓度变换法与边界元法结合模拟两相流的相间传值,
可能是一个值得探索的数值模拟问题.
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Simulation of two-phase flow and mass transfer
with deformable interface
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Two-phase flow and interphase mass transfer are very popular in chemical processes. Rapid development of numerical
simulation plays a crucial role in deep understanding of the mechanism of momentum, mass and heat transfer in
two-phase systems. However, establishing and solving the mathematical models of two-phase flow and transport
processes, especially the accurate description of deformable moving interface, are critical and difficult. This review
addresses the level set method and the boundary element method, which are involved with the numerical simulation of
two-phase flow of deformable surfaces, and presents a detailed discussion of the limits and advantages of these typical
methods. We show the research status and prospect of the mathematical methods of deformation interface of fluid
particle coalescence and breakage, micro-fluidics and droplets in two-phase flow field. In the end, we briefly introduce
the numerical simulation methods of interphase mass transfer across deformable interface.
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