
中国科学 : 数学 2025年 第 55卷 第 1期 : 67∼ 74

SCIENTIA SINICA Mathematica

论 文

英文引用格式: Fu J X, Wang H J. The balanced cone of the small resolution of the quintic conifold (in Chinese). Sci Sin Math,

2025, 55: 67–74, doi: 10.1360/SSM-2024-0122

c⃝ 2024《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

五次锥形小解消的平衡锥
献给彭家贵教授 80 寿辰

傅吉祥, 王弘杰∗

复旦大学数学科学学院, 上海 200433

E-mail: majxfu@fudan.edu.cn, 21110180020@m.fudan.edu.cn

收稿日期: 2024-04-21; 接受日期: 2024-09-14; 网络出版日期: 2024-10-11; * 通信作者

国家自然科学基金 (批准号: 12141104) 资助项目

摘要 本文利用相交数得到 P4 中五次锥形小解消的平衡锥的边界,从而比较其 Kähler锥在平衡映射

下的像与平衡锥的大小.
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1 引言

对紧 Kähler 流形 X, 可定义其 Kähler 锥与平衡锥 (balanced cone) 如下:

K(X) = {α ∈ H1,1(X,R) | α有一个 Kähler 度量代表元},

B(X) = {α ∈ Hn−1,n−1(X,R) | α有一个平衡度量代表元}.

这两个锥之间存在一个称为平衡映射的自然映射

b : K(X) → B(X), α 7→ αn−1.

Fu 和 Xiao [8] 证明平衡映射是单射, 但不一定是满射. 事实上, 他们给出了许多不是满射的例子, 而五

次锥形的小解消 (small resolution) 就是他们提到的例子之一. 作为练习, 本文刻画这个流形的平衡锥,

从而比较其 Kähler 锥在平衡映射下的像与平衡锥的大小. 这样可以进一步研究五次锥形小解消的非

Kähler 典则度量.

记 P4 中五次锥形的小解消为 Y , Y ⊂ P̂4 ⊂ P4×P1,其中 P̂4 是 P4 在子流形 P2 的爆破 (blow-up).

本文得到如下结果.
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图 1 (网络版彩图) 五次锥形小解消的平衡映射的像

定理 1.1 Y 的平衡锥 B(Y ) 的两个边界分别由 α∧ β 与 β ∧ β − 1
4α∧ β 生成, 其中 α 与 β 分别

是 P1 与 P4 中 Fubini-Study 度量对应的 Kähler 类到 Y 的拉回.

图 1 中映射 b 是平衡映射, 左边的锥表示 Y 的 Kähler锥 K(Y ), 它是由类 α 与 β 围成的开凸锥.

而右边的大锥表示 Y 的平衡锥 B(Y ),它是由类 α∧β 与 β ∧β− 1
4α∧β 围成的开凸锥.右边由类 α∧β

与 β ∧ β 围成的开凸锥表示 b(K(Y )). 这样一来, b(K(Y )) 和 B(Y ) 的差距就一目了然了.

由于 Y 是射影流形, 由文献 [8] 知, B(Y ) 的闭包等于移动曲线锥 (movable cone) M(Y ). 另一方

面, 由文献 [3,15] 知, M(Y ) 是拟有效锥 E(Y ) 的对偶锥. 因此, 我们通过 E(Y ) 的边界得到 B(Y ) 的边

界. 显然 α 是 E(Y ) 的一个边界的生成元, 它对应 B(Y ) 的一个边界生成元 α ∧ β. 为了得到 B(Y ) 的

另一个边界的生成元, 我们求出 E(Y ) 的另一个边界的生成元.

之前计算射影流形的拟有效锥和移动曲线锥的文献主要有 [1,4,5,7,9,10,13,14,17],他们考虑的对

象是一些特定的模空间. 其中文献 [10, 17] 利用模空间的分类对象确定拟有效锥, 并由此得到移动曲

线锥. 而文献 [9] 考虑的是数值有效锥等于拟有效锥的情形. 其他值得注意的文献有 [2, 6], 文献 [2] 刻

画了超 Kähler 流形的移动曲线锥, 而文献 [6] 则考虑了射影空间爆破的有效锥的一些性质.

本文在第 2 节简单介绍 Y ; 在第 3 节计算所需的相交数; 在第 4 节计算 E(Y ) 的另一个边界的生

成元, 并用锥对偶得到 B(Y ) 的另一个边界的生成元.

2 五次锥形的小解消

本文考虑的对象是 P4 中五次超曲面锥形的小解消. 设

x = [x0 : x1 : x2 : x3 : x4]

是 P4 中的齐次坐标, g 与 h 是关于这些变量的一般四次齐次多项式. P4 中由 g 与 h 定义奇异超曲面

Ỹ = {x ∈ P4 | x3g(x0, . . . , x4) + x4h(x0, . . . , x4) = 0},

它的奇点集

Sing(Ỹ ) = {x ∈ P4 | x3 = x4 = g(x) = h(x) = 0}

由 16 个点组成 (参见文献 [11]).

将 P4 沿子簇

P2 = {x ∈ P4 | x3 = x4 = 0}
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爆破得到 P4 × P1 的子流形 P̂4, 并记爆破态射为

π : P̂4 → P4.

则 P̂4 的子簇 Y = π−1(Ỹ − Sing(Ỹ )) 是 P4(x)× P1(y) 的三维复子流形, 这里 y = [y0 : y1] 是 P1 的齐

次坐标, 并且 π 诱导了 Ỹ 的小解消

π|Y : Y → Ỹ .

注意到

Y = {(x, y) ∈ P4 × P1 | y0x4 − y1x3 = y0g(x) + y1h(x) = 0}. (2.1)

关于 Y 有如下事实 (参见文献 [11]).

命题 2.1 Y 是三维 Calabi-Yau 流形, 且 h1,1(Y ) = h1,1(P̂4) = h1,1(P4 × P1) = 2.

3 相交数的计算

首先固定一些记号. 记包含映射

i : Y ↪→ P4 × P1,

记投影映射

π1 : P4 × P1 → P4,

π2 : P4 × P1 → P1.

令

α := i∗α̃ := i∗π∗
2 [ωFS,P1 ],

β := i∗β̃ := i∗π∗
1 [ωFS,P4 ],

其中 ωFS 是相应射影空间中 Fubini-Study 度量对应的 Kähler 形式. 显然, α 与 β 构成 H1,1(Y,R) 的
一组基, 它们分别是 Kähler 锥 K(Y ) 两条边界的生成元, 而且 (参见文献 [8, 16])

β ∈ E◦(Y ), β ∧ β ∈ B(Y ), α ∧ β ∈ ∂B(Y ).

我们有以下关于相交数的引理.

引理 3.1 ∫
Y

α ∧ β ∧ β = 4,∫
Y

β ∧ β ∧ β = 5.

证明 我们先做一些准备工作. 简记 P4 × P1 为 X. 考虑 X 上指数层正合列诱导的上同调群长

正合列

· · · → H1(X,OX) → H1(X,O∗
X)

c1→ H2(X,Z) → H2(X,OX) → · · · .

因为 H1(X,OX) 和 H2(X,OX) 等于 0, 所以态射 c1 是同构, 并且 H2(X,Z) 由 α̃ 与 β̃ 生成.
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注意到 V1 := [y0x4 − y1x3 = 0] 与 V2 := [y0g(x) + y1h(x) = 0] 是 X 中两个除子, 因此 Y 上的相

交数可以转化为 X 上的相交数, 即∫
Y

α ∧ β ∧ β =

∫
X

[Y ] ∧ α̃ ∧ β̃ ∧ β̃

=

∫
X

c1(OX(V1)) ∧ c1(OX(V2)) ∧ α̃ ∧ β̃ ∧ β̃,∫
Y

β ∧ β ∧ β =

∫
X

[Y ] ∧ β̃ ∧ β̃ ∧ β̃

=

∫
X

c1(OX(V1)) ∧ c1(OX(V2)) ∧ β̃ ∧ β̃ ∧ β̃.

于是需要计算 X 上双齐次多项式的零除子的第一陈类.

设 u(x) 是 k 次齐次多项式, v(y) 是 l 次齐次多项式, w(x, y) 是关于 x 和 y 分别为 k 次和 l 次的

双齐次多项式. 记

D1 := [u(x) = 0], D2 := [v(y) = 0], D3 := [w(x, y) = 0].

易见 X 有如下仿射开覆盖:

{Wij := (xi ̸= 0) ∩ (yj ̸= 0)}i=0,1,2,3,4;j=0,1.

通过检验线丛 OX(D1) 在以上开覆盖下的转移函数, 可知线丛 OX(D1) 同构于线丛 π∗
1(OP4(k)).

事实上, OX(D1) 的转移函数是 {
gij,i′j′ =

xk
i′

xk
i

}
ij,i′j′

.

于是由陈类的性质得到

c1(OX(D1)) = kβ̃.

类似可得 OX(D2) 同构于 π∗
2(OP1(l)), 于是有

c1(OX(D2)) = lα̃.

同样, OX(D3) 的转移函数是 {
ĝij,i′j′ =

xk
i′y

l
j′

xk
i y

l
j

}
ij,i′j′

,

OX(D3) 同构于 OX(D1 +D2). 所以,

c1(OX(D3)) = c1(OX(D1)) + c1(OX(D2)) = lα̃+ kβ̃.

因此由 V1 与 V2 的定义可得

c1(OX(V1)) = α̃+ β̃,

c1(OX(V2)) = α̃+ 4β̃.
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现在计算引理中的相交数.∫
Y

α ∧ β ∧ β =

∫
X

[Y ] ∧ α̃ ∧ β̃ ∧ β̃

=

∫
X

(α̃+ β̃) ∧ (α̃+ 4β̃) ∧ α̃ ∧ β̃ ∧ β̃

= 4

∫
X

β̃4 ∧ α̃

= 4,∫
Y

β ∧ β ∧ β =

∫
X

[Y ] ∧ β̃ ∧ β̃ ∧ β̃

=

∫
X

(α̃+ β̃) ∧ (α̃+ 4β̃) ∧ β̃ ∧ β̃ ∧ β̃

= 5

∫
X

β̃4 ∧ α̃

= 5.

证毕.

4 平衡锥的边界

已知 α 是 E(Y ) 的一条边界的生成元. 需要寻找 E(Y ) 的另一条边界的生成元. 由于 β 是一个大

类, 所以 E(Y ) 的另一条边界的生成元形如

ξ = β − cα,

其中 c 是需要确定的正常数. 因为关于 (1, 1)- 类的 Hodge 猜想成立, 所以若能找到 Y 的所有有效除

子对应的类, 就能确定拟有效锥的边界. 又因为每个有效除子类都是素除子类的非负线性组合, 因此

仅需确定 Y 上所有素除子类.

由 Y 的定义式 (2.1) 知 Y 有仿射开子集

Y ∩W00
∼= {(x̃, ỹ) ∈ C5 | x̃4 − ỹ1x̃3 = g(x̃) + ỹ1h(x̃) = 0}.

这里的 x̃ = (x̃1, x̃2, x̃3, x̃4) 与 ỹ = (ỹ1) 分别表示齐次坐标 x 与 y 在 W00 上对应的非齐次坐标. 特别

地, Y ∩W00 上有如下除子等式:

[x̃4 = 0] = [ỹ1 = 0] + [x̃3 = 0],

[g(x̃) = 0] = [ỹ1 = 0] + [h(x̃) = 0].

注意到 E1 = [x3 = x4 = 0] 与 E2 = [g(x) = h(x) = 0] 分别是除子 [x̃3 = 0] 与 [h(x̃) = 0] 在 Y 中

的闭包. 由 Jacobi 判别法和 g 与 h 的一般性, [x̃3 = 0] 与 [h(x̃) = 0] 均光滑且不可约, 从而它们都是

Y ∩W00 中的素除子. 因此其闭包 E1 与 E2 也是 Y 中的素除子, 且有

[x4 = 0] = [y1 = 0] +E1,

[g(x) = 0] = [y1 = 0] +E2.
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由此得到

c1(OY (E1)) = β − α,

c1(OY (E2)) = 4β − α.

以下引理说明现在已经找到充足的素除子类.

引理 4.1 Y 中每个素除子对应的第一陈类都在闭凸锥 spanR>0
{α, β − α} 中.

证明 设 D0 是素除子, 由于仅需找不同于 E1 的素除子类, 不妨设 D0 ̸= E1. 记

c1(OY (D0)) = a1α+ a2β.

由于 D0 与 E1 是不同的素除子, 对第一陈类是丰沛类的全纯线丛 A, 以下不等式成立:∫
Y

c1(OY (D0)) ∧ c1(OY (E1)) ∧ c1(A) > 0. (4.1)

设 c1(A) = C1α+ C2β, 其中 C1 > 0, C2 > 0. 不等式 (4.1) 的左边计算如下:

LHS =

∫
Y

(a1α+ a2β) ∧ (−α+ β) ∧ (C1α+ C2β)

= a2C2

∫
Y

β ∧ β ∧ β + (a1C2 − a2C2 + a2C1)

∫
Y

α ∧ β ∧ β

= a2C2 + 4a2C1 + 4a1C2. (4.2)

不妨取

C1 =
3

4
C2 > 0. (4.3)

将 (4.3) 代入 (4.2), 由不等式 (4.1) 可得

4(a1 + a2)C2 > 0.

从而有

a1 + a2 > 0.

另一方面, 由于 D0 是有效除子, 且 α ∈ ∂E(Y ), β ∈ E◦(Y ), 可得 a2 > 0. 于是有

c1(OY (D0)) = a1α+ a2β

= a2(β − α) + (a1 + a2)α ∈ spanR>0
{α, β − α}.

证毕.

由上述引理可得到如下命题.

命题 4.1 E(Y ) = spanR>0
{α, β − α}.

我们还需要以下引理.

引理 4.2 设 C 是 n 维实向量空间 V 中以 0 为顶点的开凸锥, C∨ 是它的对偶凸锥. 则对任意

非零的 x ∈ ∂C, 存在非零的 G ∈ ∂(C∨), 使得

G(x) = 0.
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证明 假设 x ∈ ∂C 是非零的. 已知 C 是一个开凸锥, 将 Hahn-Banach 分离定理 (文献 [12, 定理

3.4]) 用于 C 与 spanR{x}, 则可知存在线性映射 F : V → R 与实数 γ, 使得对任意 x̂ ∈ spanR{x} 以及
任意 y ∈ C, 有

F (y) < γ 6 F (x̂).

此时一定有 F (x̂) = γ = 0. 取 G = −F . 由 F 的性质可见 G ∈ C∨.

需说明 G ∈ ∂(C∨). 设 {u1, . . . , un−1, x} 构成 V 的一组基. 对于任意 ε > 0, 定义线性映射

Hε : V → R, 使得对于任意的 (a1, . . . , an) ∈ Rn, 有

Hε

( n−1∑
i=1

aiui + anx

)
= −εan.

于是, 对任意 ε > 0,

G+Hε /∈ C∨.

另一方面,

G = lim
ε→0

(G+Hε) ∈ C∨.

因此 G ∈ ∂(C∨), 且由以上构造可知 G 非零.

现在利用文献 [3, 8,15] 的结论得到 B(Y ) 的另一个边界. 事实上, 由引理 4.2 以及 B(Y ) 是 E◦(Y )

的对偶凸锥, 只需考虑 E◦(Y ) 的边界元与 (2, 2)- 类的基的相交数.

由
∫
Y
α ∧ (α ∧ β) = 0, 且 α ∧ β 是半正的, 则重新得到 α ∧ β 是 B(Y ) 的一条边界的生成元. 由于

β ∧ β ∈ B(Y ), 所以 B(Y ) 的另一条边界的生成元形如

β ∧ β − cα ∧ β.

需要确定正常数 c. 由引理 4.2 和引理 3.1, 可得

0 =

∫
Y

(β − α) ∧ (β ∧ β − cα ∧ β)

=

∫
Y

β ∧ β ∧ β −
∫
Y

α ∧ β ∧ β − c

∫
Y

β ∧ α ∧ β

= 5− 4− 4c

= 1− 4c.

于是得到 c = 1
4 , 因此 B(Y ) 的另一条边界的生成元是

β ∧ β − 1

4
α ∧ β.

从而完成了主要定理的证明.
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