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摘　要：在进行点云球面拟合并考虑点云随机模型时，需要建立非线性高斯赫尔默特模型 (Gauss-
Helmert model，GHM)，使用附有参数的条件平差方法解算球面参数，其精度优于现有的几何拟合和代

数拟合方法。然而，该方法在处理大量点云数据时，需要进行大型矩阵求逆运算，面临着较大的计算负

担。针对该问题，将所有的球面点云数据分为若干个独立的子集，序贯更新参数的估计值，改进的方法

在求解参数过程中显著减少了求逆矩阵的维度。通过实验验证了文中算法的结果和基于 GHM 的方

法是一致的，均方根误差小于已有的几何拟合和代数拟合方法，同时文中算法消耗时间不足基于

GHM 方法的 2%，球面估计效率显著提升。
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0    引　言

受限于物体的遮挡和范围的限制，激光扫描仪需

要进行多站测量，将不同视角下的点云配准到统一坐

标系[1]。球面物体在空间上具有各向同性，可以通过

标靶球拟合球面点云，使用其球心坐标进行坐标转

换，球心的拟合精度直接影响了点云配准的可靠性。

除此之外，球面拟合在仪器的校准[2] 和激光跟踪仪的

自标定[3] 等模型中均有广泛的应用。

使用激光扫描仪观测球面得到点云数据后，通过

设置阈值剔除粗差点[4] 或者采用稳健估计方法，如稳

健最小截断二乘方法[5] 或者 MSAC(M-estimate sample

consensus)算法[6]，得到不含粗差的球面点云数据。若

假设所有点云坐标均是等权独立的，可以使用最小二

乘准则进行球面拟合，根据是否需要迭代求解可以分

为闭式解和迭代解[7]。前者主要包括线性最小二乘方

法和代数拟合方法[8]，这种方法基于球面的代数方程

进行求解，没有实际的几何意义，但计算效率上具有

明显优势。后者最小化点到球面正交距离的平方

和 [9]，需要使用梯度优化方法迭代求解，计算效率

较低。

在笛卡尔坐标系下的坐标三个分量是由边长角

度转换而来，坐标分量之间存在相关性 [10]，几何和代

数拟合方法均简化了点云协方差矩阵。为了考虑更

加严密的随机模型，需要建立球面拟合的非线性高斯

赫尔默特模型 (Gauss-Helmet model，GHM)，使用附有

参数的间接平差进行球面参数求解[11−13]，其中协因数

矩阵并非简单的对角矩阵，三个坐标分量也不是等权

的。文献 [7]系统对比了不同球面拟合方法的精度和

计算效率，结果表明基于 GHM的方法精度优于其他

默认等权的球面拟合方法。同时，激光扫描仪的扫描

密 度 很 高 ， 得 到 的 点 云 数 量 十 分 多 ， 使 得 基 于

GHM的方法运算时间明显多余其他对比方法，难以

满足对计算效率方面的需求[14]。

造成附有参数的间接平差解算效率低下的主要

原因是其需要进行大型矩阵求逆运算，因为矩阵求逆

的复杂度正比于矩阵维度的三次方[15]，远高于矩阵的

线性运算。文献 [16]在变量误差模型中通过分组策
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略提高了点云平面拟合的效率，文中沿用这一策略，

将所有球面点云进行分组采样，推导了点云球面拟合

的序贯求解方法，有效降低了运算过程中矩阵维度，

大幅减少了程序运行的时间。最后通过模拟实验和

实测数据验证了文中算法的有效性。 

1    球面拟合算法
 

1.1   基于 GHM 的球面拟合

(xi,yi,zi) i = 1,2, · · · ,n
使用激光扫描仪观测得到球面上的一系列点

，其中 ，建立球面的 GHM如下：g
(
l̃, ξ
)
= g (l− e, ξ) = 0

e ∼ N
(
0, σ2

0Q
) (1)

ξ c (x0,y0,z0) r

ξ =
[

x0 y0 z0 r
]T

l

3n×1 l =
[

x1 y1 z1 · · · xn yn zn

]T
l̃ e σ2

0 Q

g(·)
i

式中： 是由球心 和半径 组成的待估向量，

即 ； 是由所有观测点组成的

观测向量，即 ，

其对应的真值和随机误差记为 和 ， 和 分别为单

位权方差和协因数矩阵。 是非线性的球面函数模

型，其中第 个点的方程为：

gi = (x̃i− x0)2+ (ỹi− y0)2+ (z̃i− z0)2− r2 = 0 (2)

o− xyz

φ θ d

i

图 1为激光扫描仪的测量工作示意图，其原理和

激光跟踪仪[17] 类似，在仪器坐标系 中扫描得到

原始观测值为水平角 ，竖直角 和距离 ，以仪器中

心建立笛卡尔坐标系，得到点 的三维坐标为：
xi = di cosθi cosφi

yi = di cosθi sinφi

zi = di sinθi

(3)

i

对公式 (3)两边同时微分，并应用协方差传播率

得到点 在笛卡尔坐标系下的协因数矩阵[18]：

Qii =Cidiag
([
σ2

d σ2
θ σ

2
φ

])
CT

i

/
σ2

0 (4)

σ2
0式中： 是单位权方差。矩阵为：

Ci =

 cosφi cosθi −di sinφi cosθi −di cosφi sinθi

sinφi cosθi di cosφi cosθi −di sinφi sinθi

sinθi 0 di cosθi


σ2

d σ
2
θ σ2

φ、 和 分别表示测距误差、竖直角误差和

水平角误差，可以从仪器手册中获得。由公式 (4)计

算出来的协方差矩阵并不是一个单位阵，因此点位坐

标并不是独立同分布的，在拟合球面时需要考虑实际

的随机模型 [11]。全部点位坐标对应的协因数矩阵是

一个块对角矩阵，其结构为：

Q = blkdiag
(

Q11 · · · Qnn

)
(5)

Q

算法的输入是点云的三维直角坐标及其协因数

矩阵 ，在误差加权平方和最小的准则下，球面拟合

问题可以表达为：

min : eTQ−1e s.t. g (l− e, ξ) = 0 (6)(
l0, ξ0)

δξ̂ Qξ̂

在近似值 处进行线性化，使用拉格朗日乘

数法得到参数改正数估计值 及其协因数矩阵 ：

δξ̂ =
[
AT
(
BQBT

)−1
A
]−1

AT
(
BQBT

)−1
w (7)

Qξ̂ =
[
AT
(
BQBT

)−1
A
]−1

(8)

A = −∂g/∂ξT ∣∣∣∣(l0 ,ξ0) B = ∂g
/
∂lT
∣∣∣∣(l0 ,ξ0)

n×4 n×3n w = g
(
l0, ξ0)+B

(
l− l0)

δξ̂ ε

ξ̂ = ξ0+δξ̂

式中：系数矩阵 和

的维度分别是 和 ， ，矩

阵的结构组成和详细推导过程可以参考文献 [11-

12]。该模型是非线性的，需要迭代求解，退出迭代的

条件设置为向量 的 2范数小于给定的阈值 ，最后

得到参数估计值为 。

文献 [7]系统比较了几种球面拟合方法，实验结

果表明了基于 GHM的方法优于其他传统的球面拟合

方法。然而，其运算时间也明显大于其他算法，极大

限制该算法的实际应用。

(
BQBT)−1

(
BQBT)−1

为了更好地记录三维场景的细节，激光扫描仪点

位密度相对比较高，能在短时间内得到大量的坐标观

测值。例如，激光扫描仪测量距离为 2 m左右、半径

为 7.25 cm的标靶球，能够得到超过数以千计的坐标

数据。当使用如公式 (7)所示的方案进行求解时，需

要涉及大型矩阵求逆运算，特别是矩阵 的运

算。而矩阵求逆的时间复杂度正比于矩阵维度的三

次方，当观测点数量增加到原先的 10倍， 消

耗的时间将是原先的 1 000倍。一种可行的方案就是

通过降采样减少点位数量[19]，但是减少正常观测值数

 

z
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x
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o
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图 1  激光扫描仪测量示意图

Fig.1  Measurement diagram of laser scanner
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量也会增加参数的方差。虽然基于 GHM的球面拟合

方法能够顾及到更加严密的随机模型，但是糟糕的运

算效率极大地阻碍了其实际应用。 

1.2   球面拟合的高效序贯求解方法

v

通过分组策略提升点云平面拟合效率[16] 是有效

的，文中借鉴这一策略，将所有的球面坐标数据分为

个子集，对应函数模型为：

g1 (l1− e1, ξ) = 0
...

gi (li− ei, ξ) = 0
...

gv (lv− ev, ξ) = 0

(9)

i (i = 1, · · · ,v) li ni

Qi

Ai Bi wi∑v
i=1 ni = n

式中：第 个子集 包含的点云数量为 ，其

对应的协因数矩阵记为 ，展开后的相关矩阵和向量

分别记为 、 和 。每个观测值只属于其中一个子

集，那么满足 。同一点的三个坐标分量存在

相关性，点和点之间是协因数为零，因此不同子集之

间是独立的。

QBi = BiQiBT
i为了简化表达，令 ，以前两个子集为

例，探究参数估计值的递推关系。第一个子集的估计

结果为：

δξ̂1 =
(
AT

1 Q−1
B1

A1

)−1
AT

1 Q−1
B1

w1 (10)

Qξ̂1 =
(
AT

i Q−1
B1

Ai

)−1
(11)

前两个子集的参数及其协因数矩阵为：

δξ̂2 =
(
AT

1 Q−1
B1

A1+AT
2 Q−1

B2
A2

)−1 (
AT

1 Q−1
B1

w1+AT
2 Q−1

B2
w2

)
(12)

Qξ̂2 =
(
Q−1
ξ̂1
+AT

2 Q−1
B2

A2

)−1
(13)

将公式 (10)和公式 (11)代入公式 (12)并化简为：

δξ̂2 =
(
Q−1
ξ̂1
+AT

2 Q−1
B2

A2

)−1 (
Q−1
ξ̂1
δx̂1+AT

2 Q−1
B2

w2

)
(14)

综合公式 (13)，对公式 (14)进行化简得到：

δξ̂2 = δξ̂1+Q
ξ̂2

AT
2 Q−1

B2

(
w2−A2δξ̂1

)
(15)

Q
ξ̂2

由于 包含了未知参数，还需要进一步化简，由

公式 (13)得到：

Q−1
ξ̂1
= Q−1

ξ̂2
−AT

2 Q−1
B2

A2 (16)

Q
ξ̂2

Q
ξ̂1

对公式 (16)左乘 并右乘 得到：

Q
ξ̂2
= Q

ξ̂1
−Q

ξ̂2
AT

2 Q−1
B2

A2Q
ξ̂1

(17)

对公式 (13)应用矩阵反演公式[15] 则有：

Qξ̂2 =
(
Q−1
ξ̂1
+AT

2 Q−1
B2

A2

)−1
=

Q
ξ̂1
−Q

ξ̂1
AT

2

(
QB2
+A2Q

ξ̂1
AT

2

)−1
A2Qξ̂1 (18)

对比公式 (17)和 (18)，可知在公式 (15)中的矩阵

满足：

Q
ξ̂2

AT
2 Q−1

B2
= Q

ξ̂1
AT

2

(
QB2
+A2Q

ξ̂1
AT

2

)−1
(19)

根据上述推导，拓展到更加一般的情况，则参数

估计值存在以下递推关系：

δξ̂i+1 = δξ̂i+Gili (20)

Gi = Qξ̂i A
T
i+1

(
QBi+1+Ai+1Qξ̂i A

T
i+1

)−1
li = wi+1−Ai+1δξ̂i

o
(
1 0003

)
o
(
503
)

式中： ， 。

相比较于公式 (7)，序贯求解的方法涉及的矩阵维度

明显减小。对于包含 1 000个球面坐标的点云数据，

基于 GHM的解法中矩阵求逆的复杂度为 ，

若将其分为 20组 ，那么矩阵求逆的复杂度降为

。虽然计算过程引入了一些额外的辅助矩阵，

但是计算效率还是能够显著提升。 

1.3   算法步骤

v−1 δξ̂i+1 δξ̂i+1

j ε

由于 GHM是非线性的，文中算法需要进行迭代

求解。参数初值可以由不在一个平面上的四点或者

代数拟合方法获得，获得在一次迭代过程中需要进行

次递推更新得到 ，以 作为下一次迭代初

值。设置 记录迭代的次数， 为退出迭代的阈值，具

体步骤如下所示。

(
x0) j(

x0) j
δx̂ j

1 δx̂ j
v(

x0) j+1
=
(
x0) j+δx̂ j

v

∥∥∥δx̂ j−1
v

∥∥∥ < ε
x̂ =
(
x0) j−1

+δx̂ j−1
v

1) 初始化：将观测值分为 v组，初始迭代次数何

参数估计值分别记为 j=1和 。  2) 开始迭代：(a)

根据 更新相关矩阵和向量，并估计第一组结果

； (b) 根 据 公 式 (19)进 行 v−1次 迭 代 得 到 ；

(c) 并 且 j=j+1； (d) 如 果 ，

退出迭代。 3) 输出：参数估计结果 。
 

2    实验与分析
 

2.1   模拟实验

(x−6)2
+ y2+ z2 = 12

x0 = 6 y0 = 0 z0 = 0 r = 1

η x < 6 η = 50%

x < 5.8 η = 40% x < 5.6 η = 30%

在三维直角坐标系中，位于原点的仪器观测一个

球面，其方程为 ，即参数真值分别

为 ， ， 和 。由于仪器不能从一个

位置扫描得到一个完整的球面，设置了三种 x坐标的

范围模拟不同点云覆盖率 ：1)当 时， ；

2)当 时， ；3)当 时， 。采
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n = 1 000

3′

用均匀分布产生 个球面上的点，通过点位坐

标和激光跟踪仪的位置反算出边长角度的原始观测

值。为了突出随机模型对参数的影响，添加标准差为

0.01的距离观测误差和 的测角误差。根据极坐标

和笛卡尔坐标的转换，模拟出球面点云的坐标观测

值，其中一次模拟实验中不同覆盖率的点云分布结果

如图 2所示。
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图 2  不同覆盖率的点云分布图

Fig.2  Distribution of point cloud with different coverage rates
 

N = 1 000

ε = 10−10

j

t

为了避免随机误差对结果的干扰 ，重复实验

次，分别采用下列五种方案得到参数。方

案 1：采用线性最小二乘算法；方案 2：基于高斯牛顿

优化的几何拟合方法，其最小化点到球面的正交距离

平方和；方案 3：基于 Hyper的代数拟合方法 [20]；方案

4：基于 GHM的方法，如 1.1节所示；方案 5：文中序贯

求解方法，参考了高效的平面拟合方法 [16]，将所有的

观测值随机采样 20次，每次采样 50个坐标数据。方

案 1~3默认所有坐标是等权独立的，方案 4和 5使用

如公式 (4)所示的随机模型。所有需要迭代方案的参

数初值为 Hyper拟合方法的结果，收敛条件均设置为

，五种方案均在同一台电脑上运行。表 1记

录了四种方案在不同覆盖率下的迭代次数 和运行时

间 ，并分别统计球心和半径的均方根误差，计算公式

如下：

σĉ =

√√
1
N

N∑
i=1

(
x̂i

0− x0
)2
+
(
ŷi

0− y0
)2
+
(
ẑi

0− z0
)2 (21)

σr̂ =

√√
1
N

N∑
i=1

(
r̂i− r
)2 (22)

从表 1中可以看出：1)对于任一方案，点云覆盖

率越低，球面拟合精度越低。较低的覆盖率会增加需

要迭代运算方案的迭代次数，从而增加了运算时间，

更高的球面点云覆盖率有利于提高估计精度和减少

迭代次数；2)代数拟合方法和线性最小二乘方法无需

迭代，在计算效率上具有显著的优势。然而这两种方

案目标函数均没有实际物理含义，参数均方根误差明

显大于其他方案，可以应用于对精度要求不高的球面

拟合问题。几何拟合方法最小化正交距离平方和并

且需要迭代计算，其均方根误差指标好于无需迭代的

 

表 1  不同算法的统计结果

Tab.1  Statistical results for different algorithms
 

η Scheme σĉ
/

10−3 σr̂
/

10−3 j t/s

50%

1 11.359 4.126 1 0.002
2 8.853 2.920 3 0.015
3 9.762 3.295 1 0.003
4 6.826 2.421 4 1.633
5 6.826 2.421 4 0.021

40%

1 11.601 4.592 1 0.002
2 9.562 3.140 3 0.017
3 10.325 3.521 1 0.003
4 7.711 2.649 6 2.372
5 7.711 2.649 6 0.034

30%

1 12.452 4.940 1 0.002
2 9.923 3.316 4 0.026
3 11.496 3.773 1 0.004
4 8.539 2.844 7 2.840
5 8.539 2.844 7 0.037
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方案；3)方案 4和 5的统计结果是一样的，因为它们

的数学模型和目标函数是一致的。基于 GHM球面拟

合方法的均方根误差约为几何拟合方案的 76%~

85%，这是因为该方法使用严密的随机模型，参数统

计结果更优；4)文中算法的计算时间仅为方案 3的

1.29%~1.43%，极大提高了基于 GHM模型球面拟合

的效率，这是因为方案 3需要计算 1 000维度矩阵的

逆，而文中算法涉及到的求逆矩阵维度仅为 50，极大

地减少了矩阵求逆的运算时间。

在覆盖率为 50%的情况下，保持以上的设置不

变，进一步增加点云的数量，探究两种基于 GHM的

算法运算时间和点云数量的关系，其结果如图 3所

示。文中算法的耗时仍然远低于方案 3，其运行时间

的差异保持在两个量级左右。例如当观测值数量等于

4 000时，方案 3和 4分别耗时 80.76 s和 0.89 s。
 

2.2   实测实验

32.4′′

⌈n/20⌉ ⌈·⌉

ĉ r̂

上述实验证明了考虑更加严密随机模型的球面

拟合方法能够提高拟合的精度，通过实测数据进一步

验证文中算法的效率提升结果。选择利用 FARO

Focus3D  X330激 光 扫 描 仪 观 测 同 济 大 学 模 型

中[21] 的五个半径为 7.25 cm靶球点云数据，点云分布

如图 4所示，仪器的测距和测角精度分别为 2 mm和

。首先使用 CloudCompare中的球面探测功能筛

选出大致的球面点云，进一步通过稳健截断最小二乘

算法[5] 剔除粗差数据，保持迭代初值和收敛阈值均不

变，使用方案 3和 4解算球心半径参数，其中方案

4随机采样 20次，前 19次采样数量为 ( 为向

上取整符号)，最后一次采样点云数量可略少。两种

方案的球心 和半径 估计值及其运行时间如表 2所

示。

从表 2中可以看出，点云数量越多，两种算法耗

时均有所增加。文中算法的估计结果和基于 GHM是

完全一致的，验证了通过序贯求解能获得和原先一样

的估计结果。当靶球点云数量增加时，两种算法的运

行时间均有所增加。但是两种算法的效率差异十分

显著 ，文中算法的消耗时间仅为方案 3的 0.98%~

1.74%，说明通过分组能够减少大型矩阵求逆时间。

k k

进一步探索方案 5运行时间和采样次数之间的

关系，取编号 2对应的靶球，将其进行 次采样， 的取

值范围为 10~100，其他设置保持不变。不同采样次数

下算法的运行时间图 5所示。从图 5中可以看出，随

着分数数量增加，运行时间总体上经历了先减少后增
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图 3  两种方案的运行时间

Fig.3  Running time for two schemes
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图 4  靶球点云分布图

Fig.4  Distribution of target ball point cloud
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加的过程，最短的运行时间出现在分组数为 80左

右。这是因为过多的采样次数能够更好减少矩阵维

度，但是也会增加程序递归计算量。定性而言，相较

于基于 GHM的解法，文中算法效率依旧有显著的

提升。
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图 5  不同分组数下的运行时间

Fig.5  Runing time with different number of groups
 
 

3    结　论

通过激光扫描仪扫描球面物体能够得到大量的

点云数据，并且配合稳健估计方法可以剔除粗差。在

只含随机误差的观测值中，当需要顾及点云的随机模

型求解球面参数时，基于 GHM的球面拟合方法面临

着巨大的计算负担。将所有的点云数据分为独立的

子集，减小了矩阵运算的维度，通过模拟和实测实验

进行验证，算法效率提升超过了 50倍，更好地适用于

球面点云的参数估计。同时，矩阵维度减小，其空间

复杂度相应减小，也相应降低了对硬件性能的要求。

当扫描的球面点云数据量不大时，也无需使用分

组策略，可以直接进行参数求解。例如当点云数量少

于 200时，基于 GHM的方法的运行时间不足 0.1 s，计

算负担不大。当对球面参数的精度要求不高时，可以

通过代数拟合方法得到参数的闭式解或者降采样的

方法减少数据维度。

文中算法的随机模型主要考虑了测距和测角误

差，实际情况中误差分布还会受到光束发散，物体反

射率和扫描环境的影响，可以使用方差分量估计的方

法得到更加准确的点云误差分布模型，这将进一步有

利于提高拟合精度。同时，文中算法局限于球面点

云，还可以深入研究其他几何图形快速拟合算法。
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An efficient spherical fitting method combined with the statistical
model of point cloud

WANG Wei1，QI Zhijun1*，ZHU Donghui2,3，CHENG Wenjie1，LIU Zengquan1

(1. Institute of Advanced Science Facilities, Shenzhen 518107, China;

2. National Synchrotron Radiation Laboratory, University of Science and Technology of China, Hefei 230029, China;
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Abstract:　
 

Objectives　Fitting spherical point clouds has a wide range of applications in the field of measurement, such as
point  cloud  registration,  instrument  calibration,  and  laser  tracker  self-calibration.  In  the  uncontaminated  point
cloud or the data processed by robust estimation, existing geometric and algebraic fitting methods use the identity
matrix as the cofactor matrix,  which ignores the correlation of point  cloud coordinates.  In order to consider the
rigorous statistical models of the point cloud, the nonlinear Gauss-Helmert model (GHM) needs to be established
for the iterative solution. The method based on GHM is verified to be more accurate than the existing methods,
including  geometric  fitting  and  algebraic  fitting.  However,  when  estimating  a  large  number  of  spherical  point
clouds, this method generates a serious computational burden.
 

Methods　The spherical fitting method based on GHM requires large matrix inversion operations, which is the
main reason for reducing the efficiency of the algorithm. Because the complexity of matrix inversion is the cube
of its dimension. For example, when the number of observations doubles, the time consumed by matrix inversion
will be 8 times the original operation. In order to reduce the dimension of the matrix, all point cloud coordinates
are grouped in many subsets. Only the three coordinate components of the same point are correlated, so the point
clouds of different groups are independent of each other. When the existing parameter estimators are fused with
the  unprocessed  point  cloud  data,  the  center  and  radius  parameters  are  updated  sequentially.  In  the  proposed
method, the matrix dimension is significantly smaller than the existing spherical fitting method based on GHM,
which will help reduce the running time of the algorithm.
 

Results and Discussions　In the simulation experiment, we used five methods to fit 1 000 spherical points with
different coverages (Fig.2), including geometric fitting, algebraic fitting, linear least squares, the method based on
GHM,  and  the  proposed  method.  All  the  observations  are  divided  into  20  subsets  randomly  in  the  proposed
method.  The  results  of 1 000 Monte  Carlo  experiments  show that  high  coverage  will  increase  the  accuracy  and
computational  efficiency  of  the  five  schemes.  The  results  of  the  algorithm  based  on  the  GH  model  and  the
proposed algorithm are consistent in the root mean square errors (RMSE) of the sphere center and radius, and both
of  them are  better  than the existing benchmarking methods.  Therefore,  it  is  necessary to  consider  the statistical
models  of  the  point  cloud  in  spherical  fitting.  When  the  coverage  is  50%,  the  average  running  time  of  the
proposed method is only 0.021s, which is less than 1.633 s of the method based on the GH model (Tab.1). Our
algorithm  has  significant  superiority  in  efficiency  compared  with  the  method  based  on  GHM  in  the  different
coverages.  When  the  number  of  point  clouds  increases  from 1  000  to 5  000,  the  running  time  of  the  proposed
algorithm is much lower than that of the method based on GHM (Fig.3). Further experiment by the point cloud
data of 5 target balls in the Tongji University model (Fig.4) shows that the time the proposed method consumes is
only 0.98%-1.74% of the method based on the GH model (Tab.2). Different grouping strategies covering from 10
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to 100 were tested for the second spherical point cloud. As the number of groups increases, the running time first
decreases  and  then  increases  (Fig.5).  Although  more  grouping  can  reduce  the  matrix  dimension  in  the
computation,  it  will  increase  the  number  of  recursions.  In  general,  the  grouping  strategy  can  still  significantly
improve the efficiency of the original algorithm by more than an order of magnitude.
 

Conclusions　 The  efficiency  of  the  algorithm  is  as  important  as  its  numerical  performance.  We  derive  a
sequential  solution  based  on  the  spherical  fitting  of  the  GH  model,  which  reduced  the  matrix  dimension  and
greatly  increase  the  computation  efficiency.  The  next  step  is  to  obtain  a  more  rigorous  statistical  model  by
variance component estimation and fitting more geometric shapes.

Key words:　laser point cloud;      spherical fitting;      algorithm efficiency;      grouping strategy;      statistical
model
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