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摘要 借助广义 Cauchy 矩阵方法, 本文给出扩展链 Gel’fand-Dikii (GD) 型方程族, 包括扩展链 GD

方程族和扩展修正链 GD 方程族. 这些方程族可用定义在特定点上的标量函数 S(i,j) 进行表示. 通过

分析矩阵 K 和 K ′ 的特征值结构, 本文得到扩展链 GD 型方程族的解. 这些解, 如孤子解和 Jordan

块解, 均含有 γ 个平面波因子.
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1 引言

近期文献 [1–8] 表明, Sylvester 方程 [9]

AM −MB = C (1.1)

与可积系统之间具有紧密联系. 在 (1.1) 中, A、B 和 C 为已知矩阵, M 为未知矩阵. Cauchy 矩阵

方法是构造链方程及其孤子解的强有力的工具之一 (参见文献 [10–13]). 该方法最早由 Nijhoff 等 [10]

提出, 他们利用该方法构造了链 Korteweg-de Vries (KdV) 型方程和 Adler-Bobenko-Suris (ABS) 链方

程 [14] 的孤子解. 在该方法中, 他们引入了一个 Cauchy 型矩阵 M = (Mi,j)N×N (Mi,j =
ρicj
ki+kj

) 满足

Sylvester 方程

KM +MK = r tc, (1.2)

其中 K = Diag(k1, k2, . . . , kN ); r = (ρ1, ρ2, . . . , ρN )T 为已知平面波因子 ρi = (p−ki

p+ki
)n( q−ki

q+ki
)mρ0i 的

列向量且 tc = (c1, c2, . . . , cN ) 为常数行向量. 通过引入标量函数 S(i,j) = tcKj(I +M)−1Kir 和

S(a, b) = tc (bI +K)−1(I +M)−1(aI +K)−1r 并讨论其动力学关系, 他们构造了链 KdV 型方程并用

S(i,j) 和 S(a, b) 表示出此类方程的孤子解, 同时他们还讨论了 ABS 链方程的孤子解. 这里及下文中 I
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表示 N 阶单位矩阵. 基于这种方法, Zhang 等 [15] 提出了一种扩展方法, 称为广义 Cauchy 矩阵方法.

与 Cauchy 矩阵方法 [10] 不同, 广义 Cauchy 矩阵方法以系统

(pI −K)r̃ = (pI +K)r, (1.3a)

(qI −K)r̂ = (qI +K)r, (1.3b)

KM +MK = r tc (1.3c)

为出发点, 其中列向量 r 和矩阵 M 未知, K 为 N ×N 常数矩阵, tc 仍为常数行向量. 系统 (1.3) 称

为决定方程组. 通过上述形式的标量函数 S(i,j) 和 S(a, b), Zhang 等研究了链 KdV 型方程和 ABS 链

方程的多种形式的精确解. 例如, 当 K 为 Jordan 块时, 可以获得这两类方程的 Jordan 块解或多重极

点解. 广义 Cauchy 矩阵方法已被成功地用于求解许多著名的离散可积方程, 如链 Boussinesq (BSQ)

型方程 [16,17] 和链 Kadomtsev-Petviashvili 型方程 [18] 等.

作为一个与零维和二维量子重力场的弦理论相关的模型 [19],连续 GD族受到众多学者的关注 (参

见文献 [20, 21]). 该族为包含 KdV 方程的偏微分方程族. 运用直接线性化方法, 文献 [22] 首次给出了

连续 GD 族的离散形式, 即链 GD 族. 在该方法中, Nijhoff 等 [22] 考虑了一个积分方程

uk + ρk

∫
Γ

dλ(l)
ul

k − ωl
= ρkck, (1.4)

其中 uk = (u
(i)
k ) 和 ck = (ki) (i ∈ Z) 均为无穷维列向量; 参数 ω ≡ exp(2πi/(γ + 1)) (γ ∈ Z+) 为

方程 ωγ+1 = 1 的根; ρk = ( p+k
p+ωk )

n( q+k
q+ωk )

mρ0k 为离散的平面波因子; Γ 为复平面 l 上的任意围线. 根

据 γ 的不同取值, 利用函数 U =
∫
Γ
dλ(l)ρlulc

T
l 和 u = U (0,0) 可以表示出链 GD 族内的各个成员, 其

中 U (0,0) 表示 ∞ × ∞ 矩阵 U 的第 (0, 0) 个元素. 当 γ = 1 和 γ = 2 时, 所对应的方程分别为链势

KdV 方程和链势 BSQ 方程, 即

(p− q + un,m+1 − un+1,m)(p+ q + un,m − un+1,m+1) = p2 − q2 (1.5)

和

p3 − q3

p− q − un+1,m+1 + un,m+2
− p3 − q3

p− q − un+2,m + un+1,m+1

= (p− q − un+1,m + un,m+1)(2p+ q − un+2,m+1 + un,m)

− (p− q − un+2,m+1 + un+1,m+2)(2p+ q − un+2,m+2 + un,m+1), (1.6)

其中 p 和 q 分别为联系于自变量 n 和 m 的连续链参数. 文献 [22] 不仅给出了链 GD 族, 同时还给出

了连续修正 GD 族的离散版本. 为研究 “链 BSQ 类的 Q3 方程”, Nijhoff [23] 推广了积分方程 (1.4) 并

引入了定义在复平面 k 上的未定围线或弧 Γj 上的积分

C =

γ+1∑
j=1

∫
Γj

dλj(k) ρkck c
T
−ωjkσ−ωjk, (1.7)

其中 ω 和 ck 由 (1.4) 给出. 因子 ρk 和 σk′ 分别为 k 和 k′ 的离散 e- 指数函数, 定义为

ρk = (p+ k)n(q + k)mρ0k, σk′ = (p− k′)−n(q − k′)mσ0
k′ . (1.8)
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通过引入矩阵 V 满足 V = C − V ΩC 和向量 vk = ρk(ck − V Ω ck), Nijhoff 构造了链 BSQ 类的 Q3

方程. 运用比 (1.7) 更一般的形式, Zhang 等 [24] 发现 Hietarinta 运用多维相容法构造出的扩展三分量

链 BSQ 系统 [25] 遵循色散关系
∑3

j=1 αj(ω
j − kj) = 0 且 α3 = 1.

基于上述结果以及直接线性化方法和 Cauchy矩阵方法之间的紧密联系,本文将运用广义 Cauchy

矩阵方法构造扩展链 GD 型方程族, 包括扩展链 GD 方程族和扩展修正链 GD 方程族, 以及它们的精

确解. 如文献 [15], 我们将从决定方程组出发, 给出 Sylvester 方程和两个发展方程. 进一步定义向量

函数 u(i)、tu(j) 和标量函数 S(i,j) 并考虑这些函数的一些相关性质, 如迭代关系、不变性和发展关系.

紧接着, 给出 Lax 表示并构造扩展链 GD 型方程族. 最后, 通过求解决定方程组的标准型形式, 获得

扩展链 GD 型方程族的多种形式的精确解, 包括孤子解和 Jordan 块解.

本文组织如下: 第 2节设定决定方程组,引入目标函数 u(i)、tu(j)和 S(i,j)并讨论其相关性质;第 3

节给出 Lax 表示和扩展链 GD 型方程族; 第 4 节研究精确解的构造; 最后一节将给出结论. 此外, 本

文的最后还列出了三个附录.

2 Sylvester 方程和一些相关性质

我们用记号

u = un,m 7→ ũ = un+1,m, û = un,m+1, ̂̃u = un+1,m+1

表示基本的链平移.

关于 Sylvester 方程 (1.1) 的解的存在性有以下命题 (参见文献 [9]).

命题 1 记 E(A)和 E(B)分别为矩阵 A和 B的特征值集. 对于已知矩阵 A、B和 C,方程 (1.1)

有唯一解M 当且仅当 E(A) ∩ E(B) = ∅.
当 E(A) 和 E(B) 满足特定条件时, Sylvester 方程 (1.1) 的解可用级数或积分进行表示 (参见文

献 [26] 及其引用文献).

考虑代数关系式 (参见文献 [24])

Gγ+1(ω, k) := g(ω)− g(k) = 0, 且 g(k) =

γ+1∑
j=1

αjk
j , αγ+1 = 1, (2.1)

其中 {αj}γj=1 为任意常数. 用记号 ωj(k) (j = 1, 2, . . . , γ) 和 ωγ+1(k) = k 表示方程 (2.1) 的根. 此外,

记矩阵方程

Gγ+1(ω,K) := g(ω)− g(K) = 0, 其中 g(K) =

γ+1∑
j=1

αjK
j , αγ+1 = 1 (2.2)

的根为 N×N 矩阵 ωj(K) (j = 1, 2, . . . , γ) 1)和 ωγ+1(K) =K. 定义两个 N×N 复常数对角块矩阵K

和 K ′ 分别为

K = Diag(K1,K2, . . . ,Kγ), (2.3a)

1)当 γ = 2 时 (参见文献 [27]),

ω1(K) =
1

2
(−α2I −K +

√
(α2I − 3K)(α2I +K)− 4α1I),

ω2(K) =
1

2
(−α2I −K −

√
(α2I − 3K)(α2I +K)− 4α1I).
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K ′ = Diag(ω1(K1),ω2(K2), . . . ,ωγ(Kγ)), (2.3b)

其中 Ki ∈ CNi×Ni 且
∑γ

i=1 Ni = N . 易知对于任意复常数 c, 等式

γ+1∏
h=1

(ωh(c)I −K) =

γ+1∏
h=1

(ωh(c)I −K ′) (2.4)

成立, 其证明见附录 A.

2.1 决定方程组

本文考虑形如

−KM +MK ′ = r ts (2.5a)

的 Sylvester方程,其中K 和K ′ 满足 (2.3);M ∈ CN×N , r ∈ CN×1 和 ts ∈ C1×N 均为依赖于自变量 n

和 m的待定函数. 为了保证 Sylvester方程 (2.5a)的可解性,依据命题 1,我们假设 E(K)∩E(K ′) = ∅.
同时假定对于 s = 0, p, q, 矩阵 sI ±K 和 sI ±K ′ 均可逆. 除了方程 (2.5a),我们还需引入发展方程组

r̃ = (pI −K)r, r̂ = (qI −K)r, (2.5b)

t̃s = ts(pI −K ′)−1, t̂s = ts(qI −K ′)−1. (2.5c)

称系统 (2.5)为决定方程组. 在该方程组中, 发展方程 (2.5b)和 (2.5c)用于决定向量 r 和 ts, Sylvester

方程 (2.5a) 用于决定矩阵M .

用矩阵M 右乘等式 (2.4), 重复运用方程 (2.5a) 并结合 (2.4), 我们可以得到下述关于矩阵M 的

等式 2) [ γ+1∏
h=1

(ωh(c)I −K ′)

]
M

=M

[ γ+1∏
h=1

(ωh(c)I −K)

]
+

γ+1∑
k=1

[ k−1∏
h=1

(ωh(c)I −K)

]
r ts

[ γ+1∏
h=k+1

(ωh(c)I −K ′)

]
. (2.6)

值得注意的是, (2.6) 也可改写为[ γ+1∏
h=1

(ωh(c)I −K ′)

]
M

=M

[ γ+1∏
h=1

(ωh(c)I −K)

]
+

γ+1∑
k=1

[ γ+1∏
h=k+1

(ωh(c)I −K)

]
r ts

[ k−1∏
h=1

(ωh(c)I −K ′)

]
. (2.7)

用 (2.5a)˜ 减去 (2.5a) 并结合 (2.5b) 和 (2.5c), 由命题 1 可知,

M̃ −M = r t̃s. (2.8a)

类似地, 我们可得

M̂ −M = r t̂s. (2.8b)

方程 (2.8a) 和 (2.8b) 分别描述了矩阵 M 沿 n- 方向和 m- 方向的发展性质. 它们连同 (2.5a) 被认为

是矩阵M 的定义性质.

2)这里项
∏0

h=1(ωh(c)I −K) 和
∏γ+1

h=γ+2(ωh(c)I −K′) 均理解为单位矩阵.
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2.2 目标函数 u(i)、tu(j) 和 S(i,j)

对于 i, j ∈ Z, 我们引入如下量:

u(i) = (I +M)−1(−K)ir, (2.9a)

tu(j) = tsK ′j(I +M)−1, (2.9b)

S(i,j) = tsK ′j(I +M)−1(−K)ir. (2.9c)

显然, {u(i)}、{ tu(j)} 和 {S(i,j)} 分别为无穷多的列向量、行向量和标量且

S(i,j) = tsK ′ju(i) = tu(j)(−K)ir. (2.10)

在 (2.9) 中, 假设矩阵 I +M 形式可逆, 即可以写出矩阵 I +M 的逆. 一般而言, |I +M | 在可积系
统中扮演着 τ - 函数的角色 (参见文献 [10, 28]). 类似于文献 [28], 由于 S(i,j) 可生成可积方程, 我们称

其为主函数.

下面讨论目标函数 u(i)、tu(j) 和 S(i,j) 的一些性质.

2.2.1 迭代关系

命题 2 对于由 (2.9c)定义的主函数 S(i,j),其中M、K、K ′、r 和 ts满足 Sylvester方程 (2.5a),

我们有如下关系:[ γ+1∏
h=1

(ωh(c)− E1)

]
S(i,j)

=

[ γ+1∏
h=1

(ωh(c) + E2)

]
S(i,j) −

γ+1∑
k=1

[ k−1∏
h=1

(ωh(c) + E2)

]
S(0,j)

[ γ+1∏
h=k+1

(ωh(c)− E1)

]
S(i,0), (2.11)

其中 c ∈ C 为任意复常数; E1 和 E2 为满足 E1S
(i,j) = S(i,j+1) 和 E2S

(i,j) = S(i+1,j) 的两个算子.

证明 我们首先考虑函数 u(i). 将项
∏γ+1

h=1(ωh(c)I −K ′) 左乘 (I +M)u(i) = (−K)ir, 并注意到

等式 (2.4), 可得[ γ+1∏
h=1

(ωh(c)I −K ′)

]
u(i) +

[ γ+1∏
h=1

(ωh(c)I −K ′)

]
Mu(i) =

[ γ+1∏
h=1

(ωh(c)I −K)

]
(−K)ir. (2.12)

在上式中用 (2.6) 替换项 [
∏γ+1

h=1(ωh(c)I −K ′)]M 并再次运用等式 (2.4) 和关系式 (2.10) 得到

[ γ+1∏
h=1

(ωh(c)I −K ′)

]
u(i) = (I +M)−1

[ γ+1∏
h=1

(ωh(c)I −K)

]
(−K)ir

− (I +M)−1

{ γ+1∑
k=1

[ k−1∏
h=1

(ωh(c)I−K)

]
r

[ γ+1∏
h=k+1

(ωh(c)−E1)

]
S(i,0)

}
. (2.13)

定义算子 E3 为 E3u
(i) = u(i+1), 这样 (2.13) 变为[ γ+1∏

h=1

(ωh(c)I −K ′)

]
u(i) =

[ γ+1∏
h=1

(ωh(c) + E3)

]
u(i)
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−
γ+1∑
k=1

[ k−1∏
h=1

(ωh(c) + E3)

]
u(0)

[ γ+1∏
h=k+1

(ωh(c)− E1)

]
S(i,0). (2.14)

(2.14) 即为 u(i) 的迭代关系式. 通过类似的讨论, 可得 tu(j) 的迭代关系式为

tu(j)

[ γ+1∏
h=1

(ωh(c)I −K)

]
=

[ γ+1∏
h=1

(ωh(c)− E4)

]
tu(j)

+

γ+1∑
k=1

[ k−1∏
h=1

(ωh(c) + E2)

]
S(0,j)

[ γ+1∏
h=k+1

(ωh(c)− E4)

]
tu(0), (2.15)

其中算子 E4 定义为 E4
tu(j) = tu(j+1).

用项 tsK ′j 左乘 (2.14), 并注意到 (2.10), 便得到迭代关系式 (2.11). 此迭代关系亦可由 (2.15) 右

乘列向量 (−K)ir 获得.

2.2.2 S(i,j) 的不变性

假定在变换矩阵 Ti 下, Ki 相似于标准型矩阵 Γi,

Ki = T
−1
i ΓiTi, i = 1, 2, . . . , γ. (2.16)

则通过变换矩阵 T = Diag(T1,T2, . . . ,Tγ), 矩阵 K 和 K ′ 分别对应于标准型矩阵 Γ = Diag(Γ1,Γ2,

. . . ,Γγ) 和 Λ = Diag(ω1(Γ1),ω2(Γ2), . . . ,ωγ(Γγ)), 即

K = T−1ΓT , K ′ = T−1ΛT . (2.17)

对于决定方程组 (2.5) 和主函数 S(i,j), 我们有如下结果.

命题 3 运用变换 (2.17) 和

M1 = TMT−1, r1 = Tr, ts1 = tsT−1, (2.18)

决定方程组 (2.5) 变为

− ΓM1 +M1Λ = r1
ts1, (2.19a)

r̃1 = (pI − Γ)r1, r̂1 = (qI − Γ)r1, (2.19b)

t̃s1 = ts1(pI −Λ)−1, t̂s1 = ts1(qI −Λ)−1, (2.19c)

且 S(i,j) 满足

S(i,j) = tsK ′j(I +M)−1(−K)ir = ts1Λ
j(I +M1)

−1(−Γ)ir1. (2.20)

(2.20) 表明, 在变换 (2.17) 和 (2.18) 下, S(i,j) 保持不变. 将变换 (2.17) 和 (2.18) 代入 (2.9a)

和 (2.9b), 有

u(i) = T−1(I +M1)
−1(−Γ)ir1,

tu(j) = ts1Λ
j(I +M1)

−1T .
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定义向量函数

v(i) = (I +M1)
−1(−Γ)ir1, (2.21a)

tv(j) = ts1Λ
j(I +M1)

−1. (2.21b)

在第 3 节中, 我们将用其构造扩展链 GD 型方程族的 Lax 表示.

2.2.3 u(i)、tu(j) 和 S(i,j) 的发展关系式

首先考虑目标函数 u(i). 对 (2.9a) 两端取 ˜- 平移并运用 (2.8a) 可得

(I +M)ũ(i) = p(−K)ir + (−K)i+1r − r t̃sũ(i). (2.22)

在上式两端左乘 (I +M)−1, 并注意到关系式 (2.10), 有

ũ(i) = pu(i) + u(i+1) − S̃(i,0)u(0). (2.23)

类似地, 考虑 (2.9a) 的 ˜- 平移 (后退方向). 应用关系 (2.8a), 我们可将 (2.9a)˜ 写为
(I +M)u(i)˜ = r˜ tsu(i)˜ +(−K)i r˜ . (2.24)

在上式两端左乘
∏γ+1

h=1(ωh(p)I −K ′) 并利用 (2.4) 和 (2.6) 可得[ γ+1∏
h=1

(ωh(p)I −K ′)

]
u(i)˜ = (I +M)−1

{[ γ∏
h=1

(ωh(p)I −K)

]
(−K)ir

−
γ∑

k=1

[ k−1∏
h=1

(ωh(p)I −K)

]
r ts˜

[ γ∏
h=k+1

(ωh(p)I −K ′)

]
u(i)˜

}
, (2.25)

其中我们运用了关系式 (2.5b) 和 (2.5c). 根据 (2.9), 方程 (2.25) 可改写为[ γ+1∏
h=1

(ωh(p)I −K ′)

]
u(i)

=

[ γ∏
h=1

(ωh(p) + E3)

]
ũ(i) −

γ∑
k=1

[ γ∏
h=k+1

(ωh(p)− E1)

]
S(i,0)

[ k−1∏
h=1

(ωh(p) + E3)

]
ũ(0), (2.26)

其中算子 Ei (i = 1, 2, 3) 的定义见命题 2. 方程 (2.23) 和 (2.26) 构成了 u(i) 沿 n- 方向的发展关系式.

用 ̂- 平移替换 ˜- 平移以及 q 替换 p, 我们便可得 u(i) 沿 m- 方向的发展关系式

û(i) = qu(i) + u(i+1) − Ŝ(i,0)u(0), (2.27a)[ γ+1∏
h=1

(ωh(q)I −K ′)

]
u(i)

=

[ γ∏
h=1

(ωh(q) + E3)

]
û(i) −

γ∑
k=1

[ γ∏
h=k+1

(ωh(q)− E1)

]
S(i,0)

[ k−1∏
h=1

(ωh(q) + E3)

]
û(0). (2.27b)
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类似地, tu(j) 的发展关系式可表示为

tu(j) = p t̃u
(j)

− t̃u
(j+1)

+ S(0,j) t̃u
(0)

, (2.28a)

t̃u
(j)

[ γ+1∏
h=1

(ωh(p)I −K)

]

=

[ γ∏
h=1

(ωh(p)− E4)

]
tu(j) +

γ∑
k=1

[ γ∏
h=k+1

(ωh(p) + E2)

]
S̃(0,j)

[ k−1∏
h=1

(ωh(p)− E4)

]
tu(0), (2.28b)

tu(j) = q t̂u
(j)

− t̂u
(j+1)

+ S(0,j) t̂u
(0)

, (2.28c)

t̂u
(j)

[ γ+1∏
h=1

(ωh(q)I −K)

]

=

[ γ∏
h=1

(ωh(q)− E4)

]
tu(j) +

γ∑
k=1

[ γ∏
h=k+1

(ωh(q) + E2)

]
Ŝ(0,j)

[ k−1∏
h=1

(ωh(q)− E4)

]
tu(0). (2.28d)

进一步,分别用行向量 t̃sK ′j 左乘 (2.23)和 (2.26),并用行向量 t̂sK ′j 左乘 (2.27),我们便得 S(i,j)

的发展关系式

pS̃(i,j) − S̃(i,j+1) = pS(i,j) + S(i+1,j) − S̃(i,0)S(0,j), (2.29a)[ γ∏
h=1

(ωh(p)− E1)

]
S(i,j)

=

[ γ∏
h=1

(ωh(p) + E2)

]
S̃(i,j) −

γ∑
k=1

[ k−1∏
h=1

(ωh(p) + E2)

]
S̃(0,j)

[ γ∏
h=k+1

(ωh(p)− E1)

]
S(i,0), (2.29b)

qŜ(i,j) − Ŝ(i,j+1) = qS(i,j) + S(i+1,j) − Ŝ(i,0)S(0,j), (2.29c)[ γ∏
h=1

(ωh(q)− E1)

]
S(i,j)

=

[ γ∏
h=1

(ωh(q) + E2)

]
Ŝ(i,j) −

γ∑
k=1

[ k−1∏
h=1

(ωh(q) + E2)

]
Ŝ(0,j)

[ γ∏
h=k+1

(ωh(q)− E1)

]
S(i,0). (2.29d)

该式亦可由 (2.28) 右乘列向量 (−K)ir 得到.

一般来讲, 通过对 (2.29) 中 γ 的特殊取值, 可推导出多种形式的链方程. 例如, 当 γ = 1 时, 可以

获得链 KdV型方程 [15], 而当 γ = 2时, 可以得到扩展链 BSQ型方程 [24]. 下面, 类似于文献 [22], 我们

将考虑扩展链 GD 型方程族的线性问题.

3 扩展链 GD 型方程族

由于 Γ 和 Λ 均为标准型矩阵 (见第 2.2.2 小节), 它们可表示为

Γ =

 k11 0

∗ ∗

 , Λ =

 k1 0

∗ ∗

 , k1 = ω1(k11). (3.1)
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将变换 (2.17)和 (2.18)代入 (2.23)和 (2.26)–(2.28),可得 (v(i))1 和 ( tv(j))1 的发展关系式 (这里 (v(i))1

和 ( tv(j))1 分别表示向量 v(i) 和 tv(j) 的第一个分量):

(v(i))1˜ = p(v(i))1 + (v(i+1))1 − S̃(i,0)(v(0))1, (3.2a)[ γ+1∏
h=1

(ωh(p)− k1)

]
(v(i))1

=

[ γ∏
h=1

(ωh(p) + E5)

]
(v(i))1˜−

γ∑
k=1

[ γ∏
h=k+1

(ωh(p)− E1)

]
S(i,0)

[ k−1∏
h=1

(ωh(p) + E5)

]
(v(0))1˜, (3.2b)

(v(i))1̂ = q(v(i))1 + (v(i+1))1 − Ŝ(i,0)(v(0))1, (3.2c)[ γ+1∏
h=1

(ωh(q)− k1)

]
(v(i))1

=

[ γ∏
h=1

(ωh(q) + E5)

]
(v(i))1̂−

γ∑
k=1

[ γ∏
h=k+1

(ωh(q)− E1)

]
S(i,0)

[ k−1∏
h=1

(ωh(q) + E5)

]
(v(0))1̂ (3.2d)

和

( tv(j))1 = p( tv(j))1˜− ( tv(j+1))1˜+ S(0,j)( tv(0))1˜, (3.3a)

( tv(j))1˜[ γ+1∏
h=1

(ωh(p)− k11)

]

=

[ γ∏
h=1

(ωh(p)− E6)

]
( tv(j))1 +

γ∑
k=1

[ γ∏
h=k+1

(ωh(p) + E2)

]
S̃(0,j)

[ k−1∏
h=1

(ωh(p)− E6)

]
( tv(0))1, (3.3b)

( tv(j))1 = q( tv(j))1̂− ( tv(j+1))1̂+ S(0,j)( tv(0))1̂, (3.3c)

( tv(j))1̂[ γ+1∏
h=1

(ωh(q)− k11)

]

=

[ γ∏
h=1

(ωh(q)− E6)

]
( tv(j))1 +

γ∑
k=1

[ γ∏
h=k+1

(ωh(q) + E2)

]
Ŝ(0,j)

[ k−1∏
h=1

(ωh(q)− E6)

]
( tv(0))1, (3.3d)

其中算子 E5 和 E6 定义为 E5(v
(i))1 = (v(i+1))1 和 E6(

tv(j))1 = ( tv(j+1))1.

从关系式 (3.2) 和 (3.3) 可以获得 Zakharov-Shabat 型的线性问题. 为方便起见, 引入如下变量:

u = S(0,0), (3.4a)

v = 1− S(−1,0), µ(j) =
S(−1,j)

v
, j = 1, 2, . . . , γ − 1, (3.4b)

w = −1 + S(0,−1), ν(j) =
S(j,−1)

w
, j = 1, 2, . . . , γ − 1. (3.4c)

3.1 扩展链 GD 方程族

对于向量

ϕ1 = ((v(0))1, (v
(1))1, . . . , (v

(γ))1)
T, (3.5)
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由关系式 (3.2) 可得线性问题

ϕ̃1 = LGD ϕ1, ϕ̂1 = MGD ϕ1, (3.6)

其中 LGD 表示为

LGD =



p− ũ 1

−S̃(1,0) p 1

...
...

. . .
. . .

−S̃(γ−1,0) 0 · · · p 1

∗0 ∗1 · · · ∗γ−1 p+ u+ α1


(γ+1)×(γ+1)

, (3.7)

且 {∗i} 为

∗0 = (−1)γ+1g(k1) +

γ−1∑
j=0

[Aγ−j(p)(S̃
(j,0) − (−1)jS(0,j)) + ((−1)γαj+1

+ (−1)j+1S̃(γ−j−1,0))S(0,j)] +

γ−2∑
h=0

h∑
j=0

(−1)j+1Ah+1−j(p)S
(0,j)S̃(γ−h−2,0), (3.8a)

∗i = (−1)γ−i

(
S(0,γ−i) + αi +

γ∑
j=i+1

αjS
(0,j−i−1)

)
, i = 1, 2, . . . , γ − 1. (3.8b)

(3.8) 中 {Aj(p)} 的定义与 (3.7) 的说明分别见附录 B 和 C. 对 (3.7) 进行替换 p 7→ q 和 ˜ 7→ ̂即得矩
阵 MGD. 这里 k1 可视为谱参数.

当 γ = 1 时, 由系统 (3.6) 的相容性 L̂GDMGD = M̃GDLGD 可导出 “扩展” 3) 链势 KdV 方程

(p− q + û− ũ)(p+ q + u− ̂̃u+ α1) = p2 − q2 + α1(p− q). (3.9)

而当 γ > 2 时, 上述相容性给出了一系列方程:

Ŝ(h+1,0) − S̃(h+1,0) = (p− q + û− ũ)
̂̃
S
(h,0)

− pŜ(h,0) + qS̃(h,0), (3.10a)

Ŝ(0,h+1) − S̃(0,h+1) = (p− q + û− ũ)S(0,h) − pS̃(0,h) + qŜ(0,h), (3.10b)

h = 0, 1, . . . , γ − 2 以及

(p− q + û− ũ)(
̂̃
S
(γ−1,0)

+ (−1)γS(0,γ−1))

= (p+ q + u+ αγ)[(p− q + û− ũ)
̂̃
S
(γ−2,0)

− pŜ(γ−2,0) + qS̃(γ−2,0)]

+

γ−2∑
h=0

(Aγ−h(p)(S̃
(h,0) − (−1)hS(0,h))−Aγ−h(q)(Ŝ

(h,0) − (−1)hS(0,h)))

3)通过变换 p → p− α1
2
和 q → q − α1

2
, 方程 (3.9) 中的参数 α1 可以被消掉. 这说明对于链势 KdV 方程, 参数 α1 给出

的是平凡扩展. 值得注意的是, 对整个扩展链 GD 型方程族, 参数 α1 均给出平凡扩展而参数 {αj}γj=2 给出非平凡扩展

(参见文献 [24]).
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+

γ−2∑
h=0

h∑
j=0

(−1)j+1S(0,j)(Ah+1−j(p)S̃
(γ−2−h,0) −Ah+1−j(q)Ŝ

(γ−2−h,0))

+

γ−2∑
h=1

(−1)h+1S(0,h)(S̃(γ−1−h,0) − Ŝ(γ−1−h,0)). (3.10c)

方程 (3.10c) 取自于矩阵方程 L̂GDMGD = M̃GDLGD 的第 (γ, 1) 个分量. 在方程 (3.10) 中分别消去

S(γ−1,0) 和 S(0,γ−1), 便可得由 u、S(h,0) 和 S(0,h) (h = 1, . . . , γ − 2, γ > 2) 构成的方程组. 该方程组

与 (3.9) 便组成了扩展链 GD 方程族. 值得注意的是, 当 γ = 2 时, 方程 (3.10) 对应于扩展三分量链

BSQ 方程 (参见文献 [24]). 在限制 α1 = α2 = 0 下通过消去 S(1,0) 和 S(0,1) 便可获得 (1.6).

考虑发展方程 (3.3) 并定义向量

ϕ2 = (( tv(0))1, (
tv(1))1, . . . , (

tv(γ))1)
T, (3.11)

可以获得类似于 (3.6) 的另一线性系统, 其相容性亦给出扩展链 GD 方程族 (3.9) 和 (3.10).

3.2 扩展修正链 GD 方程族

与扩展链 GD 方程族不同, 扩展修正链 GD 方程族具有两种形式. 为了得到它们的线性系统, 我

们引入向量

ψ1 = ((v(−1))1, (v
(0))1, . . . , (v

(γ−1))1)
T (3.12)

和

ψ2 = (( tv(−1))1, (
tv(0))1, . . . , (

tv(γ−1))1)
T. (3.13)

3.2.1 族 I

对于向量 (3.12), 由 (3.2) 可得线性系统

ψ̃1 = L1
mGD ψ1, ψ̂1 = M1

mGD ψ1, (3.14)

其中

L1
mGD =



p ṽ

0 p− ũ 1

0 −S̃(1,0) p 1

...
...

...
. . .

. . .

0 −S̃(γ−2,0) 0 · · · p 1

(−1)γ+1 g(k1)
v ⋆0 ⋆1 · · · ⋆γ−2 p+ αγ − µ(1)


(γ+1)×(γ+1)

. (3.15)

当 γ = 1 时,

⋆0 = (p+ α1)
ṽ

v
,
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而当 γ > 2 时,

⋆0 = −pAγ−1(p)−Aγ(p)
ṽ

v
+

γ−1∑
j=1

[(−1)j(pAγ−1−j(p)− S̃(γ−1−j,0))µ(j)

+Aj(p)S̃
(γ−1−j,0)] +

γ−1∑
h=2

h−1∑
j=1

(−1)j+1Ah−j(p)µ
(j)S̃(γ−1−h,0), (3.16a)

⋆i = (−1)γ−i

(
µ(γ−i) − αi+1 +

γ∑
j=i+2

αjµ
(j−i−1)

)
, i = 1, 2, . . . , γ − 2. (3.16b)

M1
mGD 为对 (3.15) 进行替换 p 7→ q 和 ˜ 7→ ̂ 后所得的矩阵. 这里 k1 为谱参数.

当 γ = 1 时, 由系统 (3.14) 的相容性, 我们可推导出 “扩展” 修正链势 KdV 方程

p(vv̂ − ṽ̂̃v)− q(vṽ − v̂̂̃v) = α1(ṽ − v̂)̂̃v. (3.17)

当 γ > 2 时, 相容性 L̂1
mGDM

1
mGD = M̃1

mGDL
1
mGD 给出一系列方程

p− q + û− ũ = p
v̂̂̃v − q

ṽ̂̃v , (3.18a)

Ŝ(h,0) − S̃(h,0) = (p− q + û− ũ)
̂̃
S
(h−1,0)

− pŜ(h−1,0) + qS̃(h−1,0), (3.18b)

p− q − µ̂(1) + µ̃(1) = p
v

ṽ
− q

v

v̂
, (3.18c)

µ̂(h+1) − µ̃(h+1) = (p− q − µ̂(1) + µ̃(1))µ(h) − pµ̃(h) + qµ̂(h), (3.18d)

h = 1, . . . , γ − 2, 以及

Aγ(p)−Aγ(q)− (Aγ(p)ṽ −Aγ(q)v̂)
1

v
+

γ−1∑
j=1

[(−1)j(Aγ−1−j(p)−Aγ−1−j(q)

− S̃(γ−1−j,0) + Ŝ(γ−1−j,0))µ(j) +Aj(p)S̃
(γ−1−j,0) −Aj(q)Ŝ

(γ−1−j,0)]

+

γ−1∑
h=2

h−1∑
j=1

(−1)j+1(Ah−j(p)S̃
(γ−1−h,0) −Ah−j(q)Ŝ

(γ−1−h,0))µ(j)

= (p− q + û− ũ)
̂̃
S
(γ−2,0)

− pŜ(γ−2,0) + qS̃(γ−2,0). (3.18e)

方程 (3.18e) 取自于矩阵方程 L̂1
mGDM

1
mGD = M̃1

mGDL
1
mGD 的第 (γ, 2) 个分量. 与前面的分析类似, 消

去方程 (3.18)中的 µ(γ−1) 和 u, 便可获得一系列由 v、S(h,0) 和 µ(h) (h = 1, . . . , γ − 2, γ > 2)构成的方

程组. 这些方程组与 (3.17) 便组成了扩展修正链 GD 方程族.

值得注意的是, 系统 (3.6) 与 (3.14) 之间存在规范变换

ψ1 = Θ



⋄0 ⋄1 · · · ⋄γ−1 v

1 0 · · · 0 0

1
. . .

...
...

. . . 0 0

1 0


ϕ1, (3.19)
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其中 {⋄i} 定义为

⋄i = Aγ−i(c)v +

γ−i∑
j=1

(−1)j+1Aγ−i−j(c)S
(−1,j), i = 1, 2, . . . , γ − 1, (3.20)

且 Θ = Diag((−1)γ+1/g(k1), 1, 1, . . . , 1) 为对角矩阵.

3.2.2 族 II

对于向量 (3.13), 由发展方程 (3.3) 可知其线性系统为

ψ2 = L2
mGD ψ̃2, ψ2 = M2

mGD ψ̂2, (3.21)

其中

L2
mGD =



p w

0 p+ u −1

0 S(0,1) p −1

...
...

...
. . .

. . .

0 S(0,γ−2) 0 · · · p −1

g(k11)
w̃ ▹0 ▹1 · · · ▹γ−2 p+ αγ − ν̃(1)


(γ+1)×(γ+1)

. (3.22)

当 γ = 1 时,

▹0 = (p+ α1)
w

w̃
,

而当 γ > 2 时,

▹0 = (−1)γ−1

{
− pAγ−1(p)−Aγ(p)

w

w̃
+

γ−1∑
j=1

[(−pAγ−1−j(p) + (−1)γ−jS(0,γ−1−j))ν̃(j)

+ (−1)γ−jAj(p)S
(0,γ−1−j)] +

γ−1∑
h=2

h−1∑
j=1

(−1)γ−hAh−j(p)ν̃
(j)S(0,γ−1−h)

}
, (3.23a)

▹i = (−1)γ−i

(
ν̃(γ−i) +

γ∑
j=i+2

(−1)j−γ+1αj ν̃
(j−i−1)

)
+ αi+1, i = 1, 2, . . . , γ − 2. (3.23b)

M2
mGD 为对 (3.22) 进行替换 p 7→ q 和 ˜ 7→ ̂ 后所得的矩阵. 这里 k11 为谱参数.

当 γ = 1 时, 系统 (3.21) 的相容性 L2
mGDM̃

2
mGD = M2

mGDL̂
2
mGD 给出 “扩展” 修正链势 KdV 方程

p(wŵ − w̃ ̂̃w)− q(ww̃ − ŵ ̂̃w) = α1w(w̃ − ŵ). (3.24)

当 γ > 2 时, 该相容性给出一系列方程

p− q + û− ũ = p
w̃

w
− q

ŵ

w
, (3.25a)

Ŝ(0,h) − S̃(0,h) = (p− q + û− ũ)S(0,h−1) − pS̃(0,h−1) + qŜ(0,h−1), (3.25b)
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p− q + ν̂(1) − ν̃(1) = p
̂̃w
ŵ

− q
̂̃w
w̃
, (3.25c)

ν̂(h+1) − ν̃(h+1) = (p− q + ν̂(1) − ν̃(1))̂̃ν(h) − pν̂(h) + qν̃(h), (3.25d)

h = 1, . . . , γ − 2, 以及

−Aγ(p) +Aγ(q) + (Aγ(p)ŵ −Aγ(q)w̃)
1̂̃w +

γ−1∑
j=1

[(pAγ−1−j(p)− qAγ−1−j(q)

+ (−1)γ−j(S̃(0,γ−1−j) − Ŝ(0,γ−1−j)))̂̃ν(j) + (−1)γ−j(Aj(q)S̃
(0,γ−1−j) −Aj(p)Ŝ

(0,γ−1−j)]

+

γ−1∑
h=2

h−1∑
j=1

(−1)γ−h(Ah−j(q)S̃
(0,γ−1−h) −Ah−j(p)Ŝ

(0,γ−1−h))̂̃ν(j)
= (−1)γ((p− q + û− ũ)S(0,γ−2) − pS̃(0,γ−2) + qŜ(0,γ−2)). (3.25e)

方程 (3.25e) 取自于矩阵方程 L2
mGDM̃

2
mGD = M2

mGDL̂
2
mGD 的第 (γ, 2) 个分量. 消去方程 (3.25) 中的

ν(γ−1) 和 u 便可获得一系列由 w、S(0,h) 和 ν(h) (h = 1, . . . , γ − 2, γ > 2) 构成的方程组. 这些方程组

与 (3.24) 便构成了另一扩展修正链 GD 方程族. 类似于 (3.19), Lax 系统 (3.6) 与 (3.21) 之间存在规

范变换.

4 决定方程组的解

由于主函数 S(i,j) 在变换 (2.17) 和 (2.18) 下保持不变, 因此, 我们只需求解标准型方程组 (2.19)

(为方便起见, 我们省略下标), 即

− ΓM +MΛ = r ts, (4.1a)

r̃ = (pI − Γ)r, r̂ = (qI − Γ)r, (4.1b)

t̃s = ts(pI −Λ)−1, t̂s = ts(qI −Λ)−1, (4.1c)

其中

Γ = Diag(Γ1,Γ2, . . . ,Γγ), (4.2a)

Λ = Diag(ω1(Γ1),ω2(Γ2), . . . ,ωγ(Γγ)) (4.2b)

分别为矩阵 K 和 K ′ 对应的标准型. 根据决定方程组 (2.5) 中关于矩阵 K 和 K ′ 的假设, 可知 E(Γ)

∩E(Λ) = ∅ 以及 sI ± Γ 和 sI ±Λ 对 s = 0, p, q 均可逆. 由于 Γ 和 Λ 为标准形矩阵, 根据 Γ 和 Λ 的

特征值结构, 我们可对 (4.1) 中 r、ts 和M 的解进行完整的讨论.

4.1 一些记号

以下列出一些记号, 其中下标 D 和 J 分别对应矩阵为对角线和 Jordan 块的情形.

(1) Ni1 ×Ni1 对角矩阵:

Γ
[Ni1]
i,D ({ki,j}Ni1

j=1) = Diag(ki,1, ki,2, . . . , ki,Ni1); (4.3)
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(2) Nij ×Nij Jordan 块矩阵:

Γ
[Nij ]
i,J (a) =



a 0 0 · · · 0 0

1 a 0 · · · 0 0

0 1 a · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 1 a


Nij×Nij

; (4.4)

(3) 下三角 Toeplitz 矩阵 [29]:

T [N]({ai}N1 ) =



a1 0 0 · · · 0 0

a2 a1 0 · · · 0 0

a3 a2 a1 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

aN aN−1 aN−2 · · · a2 a1


N×N

; (4.5)

(4) 斜三角 Toeplitz 矩阵:

H [N]({bj}N1 ) =



b1 · · · bN−2 bN−1 bN

b2 · · · bN−1 bN 0

b3 · · · bN 0 0

...
. . .

...
...

...

bN · · · 0 0 0


N×N

. (4.6)

与此同时, 还需考虑如下表达式:

离散 e- 指数函数: ρi,ι = (p− ki,ι)
n(q − ki,ι)

mρ0i,ι, ρ0i,ι为常数, (4.7a)

离散 e- 指数函数: σj,κ = (p− ωj(kj,κ))
−n(q − ωj(kj,κ))

−mσ0
j,κ, σ0

j,κ为常数, (4.7b)

Ni ×Nj 矩阵: G
(i,j)
DD ({ki,ι}Ni

ι=1; {kj,κ}
Nj

κ=1) =

(
1

−ki,ι + ωj(kj,κ)

)
ι,κ

, (4.7c)

Ni ×Nj 矩阵: G
(i,j)
DJ ({ki,ι}Ni

ι=1; b) =

(
1

(κ− 1)!
∂κ−1
b

1

−ki,ι + ωj(b)

)
ι,κ

, (4.7d)

Ni ×Nj 矩阵: G
(i,j)
JD (a; {kj,κ}

Nj

κ=1) =

(
1

(−a+ ωj(kj,κ))ι

)
ι,κ

, (4.7e)

Ni ×Nj 矩阵: G
(i,j)
JJ (a; b) =

(
1

(κ− 1)!
∂κ−1
b

1

(−a+ ωj(b))ι

)
ι,κ

. (4.7f)

4.2 一些解

(4.2) 中的标准形矩阵 Γ 和 Λ 的一般形式可取为

Γi = Diag(Γ
[Ni1]
i,D ({ki,ι}Ni1

ι=1),Γ
[Ni2]
i,J (ki,Ni1+1), . . . ,Γ

[Niλ]
i,J (ki,Ni1+λ−1)), (4.8a)
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ωi(Γi) = Diag

(
Γ
[Ni1]
i,D ({ωi(ki,ι)}Ni1

ι=1),T
[Ni2]

(
1

j!
∂j
ki,Ni1+1

ωi(ki,Ni1+1)

)
,

. . . ,T [Niλ]

(
1

j!
∂j
ki,Ni1+λ−1

ωi(ki,Ni1+λ−1)

))
, (4.8b)

其中
∑λ

j=1 Nij = Ni (i = 1, 2, . . . , γ). 由 (4.8) 我们可以得到形式一般的混合解 (参见文献 [29]). 下面

仅考虑一些特殊情形: Γi 为对角线矩阵或 Jordan 块矩阵.

情形 1 假设 Ni1 = Ni 且
∑λ

j=2 Nij = 0, 即

Γ = Diag(Γ
[N1]
1,D ({k1,ι}N1

ι=1),Γ
[N2]
2,D ({k2,ι}N2

ι=1), . . . ,Γ
[Nγ ]
γ,D ({kγ,ι}

Nγ

ι=1)), (4.9a)

Λ = Diag(Γ
[N1]
1,D ({ω1(k1,κ)}N1

κ=1),Γ
[N2]
2,D ({ω2(k2,κ)}N2

κ=1), . . . ,Γ
[Nγ ]
γ,D ({ωγ(kγ,κ)}

Nγ

κ=1)). (4.9b)

此时, 方程 (4.1b) 和 (4.1c) 中的向量 r 和 ts 分别为

r = (r1, r2, . . . , rγ)
T 且 ri = (ri,1, ri,2, . . . , ri,Ni), ri,ι = ρi,ι, (4.10a)

ts = ( ts1,
ts2, . . . ,

tsγ) 且
tsj = (sj,1, sj,2, . . . , sj,Nj ), sj,κ = σj,κ, (4.10b)

其中 ρi,ι 和 σj,κ 定义为 (4.7a) 和 (4.7b). 将 (4.9) 和 (4.10) 代入方程 (4.1a) 可知,

M = FGH,

其中

F = Diag(Γ
[N1]
1,D ({r1,ι}N1

ι=1),Γ
[N2]
2,D ({r2,ι}N2

ι=1), . . . ,Γ
[Nγ ]
γ,D ({rγ,ι}

Nγ

ι=1)), (4.11a)

H = Diag(Γ
[N1]
1,D ({s1,κ}N1

κ=1),Γ
[N2]
2,D ({s2,κ}N2

κ=1), . . . ,Γ
[Nγ ]
γ,D ({sγ,κ}

Nγ

κ=1)), (4.11b)

G = (G
(i,j)
DD ({ki,ι}Ni

ι=1; {kj,κ}
Nj

κ=1))i,j=1,2,...,γ , (4.11c)

且 G
(i,j)
DD ({ki,ι}Ni

ι=1{kj,κ}
Nj

κ=1)定义为 (4.7c). 此时,所给出的解 S(i,j) = tsK ′j(I +M)−1(−K)ir 为多孤

子解. 特别地, 当 {Ni = 1} 且 {ki,ι = k} 时, S(i,j) 给出单孤子解, 其中

r = (ρ1, ρ2, . . . , ργ)
T 且 ρi = (p− k)n(q − k)mρ0i , (4.12a)

ts = (σ1, σ2, . . . , σγ) 且 σj = (p− ωj(k))
−n(q − ωj(k))

−mσ0
j , (4.12b)

M =

(
ρiσj

−k + ωj(k)

)
i,j=1,2,...,γ

. (4.12c)

情形 2 假定 Ni2 = Ni 及 Ni1 +
∑λ

j=3 Nij = 0, 即

Γ = Diag(Γ
[N1]
1,J (k1,N11+1),Γ

[N2]
2,J (k2,N21+1), . . . ,Γ

[Nγ ]
γ,J (kγ,Nγ1+1)), (4.13a)

Λ = Diag

(
T [N1]

({
1

j!
∂j
k1,N11+1

ω1(k1,N11+1)

}N1−1

j=0

)
,

. . . ,T [Nγ ]

({
1

j!
∂j
kγ,Nγ1+1

ωγ(kγ,Nγ1+1)

}Nγ−1

j=0

))
. (4.13b)

此时, r 和 ts 为

r = (r1, r2, . . . , rγ)
T 且 ri = (ri,1, ri,2, . . . , ri,Ni), (4.14a)
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ts = ( ts1,
ts2, . . . ,

tsγ) 且
tsj = (sj,1, sj,2, . . . , sj,Nj ), (4.14b)

其中

ri,ι =
1

(ι− 1)!
∂ι−1
ki,Ni1+1

ρi,Ni1+1, (4.15a)

sj,κ =
1

(Nj − κ)!
∂
Nj−κ
kj,Nj1+1

σj,Nj1+1. (4.15b)

解M 表示为

M = FGH, (4.16)

其中

F = Diag(T
[N1]
1 ({r1,ι}N1

ι=1),T
[N2]
2 ({r2,ι}N2

ι=1), . . . ,T
[Nγ ]
γ ({rγ,ι}

Nγ

ι=1)), (4.17a)

H = Diag(H
[N1]
1 ({s1,κ}N1

κ=1),H
[N2]
2 ({s2,κ}N2

κ=1), . . . ,H
[Nγ ]
γ ({sγ,κ}

Nγ

κ=1)), (4.17b)

G = (G
(i,j)
JJ (ki,Ni1+1; b) |b=kj,Nj1+1

)i,j=1,2,...,γ , (4.17c)

且 G
(i,j)
JJ (ki,Ni1+1; b) 由 (4.7f) 给出. 此情形下对应的解为 Jordan 块解或多重极点解. 该解也可视为极

限解 (参见文献 [28, 29]).

情形 3 假定 Ni1 = Ni 且
∑λ

j=2 Nij = 0, i = 1, 2, . . . , α − 1; Ni2 = Ni 且 Ni1 +
∑λ

j=3 Nij = 0,

i = α, . . . , γ, 即

Γ = Diag(Γ
[N1]
1,D ({k1,ι}N1

ι=1), . . . ,Γ
[Nα−1]
α−1,D ({kα−1,ι}Nα−1

ι=1 ),Γ
[Nα]
α,J (kα,Nα1+1), . . . ,Γ

[Nγ ]
γ,J (kγ,Nγ1+1)), (4.18a)

Λ = Diag

(
Γ
[N1]
1,D ({ω1(k1,ι)}N1

ι=1), . . . ,Γ
[Nα−1]
α−1,D ({ωα−1(kα−1,ι)}Nα−1

ι=1 ),

T [Nα]

({
1

j!
∂j
kα,Nα1+1

ωα(kα,Nα1+1)

}Nα−1

j=0

)
, . . . ,T [Nγ ]

({
1

j!
∂j
kγ,Nγ1+1

ωγ(kγ,Nγ1+1)

}Nγ−1

j=0

))
. (4.18b)

此时, r 和 ts 为

r = (r1, r2, . . . , rγ)
T 且 ri = (ri,1, ri,2, . . . , ri,Ni), (4.19a)

ts = ( ts1,
ts2, . . . ,

tsγ) 且
tsj = (sj,1, sj,2, . . . , sj,Nj ), (4.19b)

其中

ri,ι =


ρi,ι, i = 1, 2, . . . , α− 1,

1

(ι− 1)!
∂ι−1
ki,Ni1+1

ρi,Ni1+1, i = α, . . . , γ,
(4.20a)

sj,κ =


σj,κ, j = 1, 2, . . . , α− 1,

1

(Nj − κ)!
∂
Nj−κ
kj,Nj1+1

σj,Nj1+1, j = α, . . . , γ.
(4.20b)

求解 (4.1a) 可得

M = FGH,
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其中

F = Diag(Γ
[N1]
1,D ({r1,ι}N1

ι=1), . . . ,Γ
[Nα−1]
α−1,D ({rα−1,ι}Nα−1

ι=1 ),

T [Nα]
α ({rα,ι}Nα

ι=1), . . . ,T
[Nγ ]
γ ({rγ,ι}

Nγ

ι=1)), (4.21a)

H = Diag(Γ
[N1]
1,D ({s1,κ}N1

κ=1), . . . ,Γ
[Nα−1]
α−1,D ({sα−1,κ}Nα−1

κ=1 ),

H [Nα]
α ({sα,κ}Nα

κ=1), . . . ,H
[Nγ ]
γ ({sγ,κ}

Nγ

κ=1)), (4.21b)

G =

 G1 G2

G3 G4


N×N

, (4.21c)

且

G1 = (G
(i,j)
DD ({ki,ι}Ni

ι=1; {kj,κ}
Nj

κ=1))i,j=1,2,...,α−1, (4.22a)

G2 = (G
(i,j)
DJ ({ki,ι}Ni

ι=1; kj,Nj1+1))i=1,2,...,α−1;j=α,...,γ , (4.22b)

G3 = (G
(i,j)
JD (ki,Ni1+1; {kj,κ}

Nj

κ=1))i=α,...,γ;j=1,2,...,α−1, (4.22c)

G4 = (G
(i,j)
JJ (ki,Ni1+1; b) |b=kj,Nj1+1)i,j=α,...,γ . (4.22d)

由于 Γ 和 Λ 均由对角线矩阵和 Jordan 块矩阵组成, 因而对应的解称为混合解. 原则上, 该解应

同时具有孤子和多重极点解的特征.

注 1 对于扩展链 GD 方程族 (3.10) 和扩展修正链 GD 方程族 (3.25), 条件 |K| ̸= 0 可以省略.

在 (4.13) 中假设 {ki,Ni1+1 = 0}, 即

Γ = Diag(Γ
[N1]
1,J (0),Γ

[N2]
2,J (0), . . . ,Γ

[Nγ ]
γ,J (0)), (4.23a)

Λ = Diag

(
T [N1]

({
1

j!
∂j
k1,N11+1

ω1(k1,N11+1)

}N1−1

j=0

) ∣∣∣∣
k1,N11+1=0

, . . . ,

T [Nγ ]

({
1

j!
∂j
kγ,Nγ1+1

ωγ(kγ,Nγ1+1)

}Nγ−1

j=0

) ∣∣∣∣
kγ,Nγ1+1=0

)
. (4.23b)

此时, 由 (4.14)、(4.16) 以及 (4.17a)、(4.17b) 和

ri,ι =
1

(ι− 1)!
∂ι−1
ki,Ni1+1

ρi,Ni1+1 |ki,Ni1+1=0, (4.24a)

sj,κ =
1

(Nj − κ)!
∂
Nj−κ
kj,Nj1+1

σj,Nj1+1 |kj,Nj1+1=0, (4.24b)

G = (G
(i,j)
JJ (ki,Ni1+1; b) |b=kj,Nj1+1 |ki,Ni1+1=kj,Nj1+1=0)i,j=1,2,...,γ , (4.24c)

我们便可得到族 (3.10) 和族 (3.25) 的有理解.

5 结论

本文运用广义 Cauchy 矩阵方法研究了扩展链 GD 型方程族. 借助代数关系式 (2.1), 我们引

入了决定方程组 (2.5) 和目标函数 (2.9). 根据向量函数 v(i) 和 tv(j) 满足的发展关系式, 给出了一

些线性问题的显式形式并从中构造了扩展链 GD 型方程族. 为了求解决定方程组 (2.5), 我们利用变
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换 (2.17)和 (2.18)对其进行简化. 进一步根据 Γ和 Λ (或K 和K ′)的特征值结构,构造了一系列显式

解, 如多孤子解和多重极点解. 本文所给出的解均包含 γ 个平面波因子: ρj = ( p−k
p−ωj(k)

)n( q−k
q−ωj(k)

)mρ0j ,

j = 1, 2, . . . , γ. 在接下来的工作中, 我们将系统地讨论本文中所给的扩展链 GD 方程族和扩展修正链

GD 方程族的多维相容性. 为此我们需要引入点变换, 将这两个族变换为简洁的形式 (对于扩展 BSQ

型方程可参见文献 [24]). 假设 p → p(n) 且 q → q(m), 即参数 p 和 q 非常数而分别为自变量 n 和 m

的函数, 则从决定方程组 (2.5) 出发可以构造非自治扩展链 GD 型方程族. 最近, 由于文献 [30, 31] 分

别研究了链 GD 方程族的 Lagrange 多形式结构和非交换链 Kadomtsev-Petviashvilii 族通过周期约化

得到非交换修正链 GD 方程族的过程, 因而接下来我们将重点研究扩展链 GD 型方程族的 Lagrange

多形式结构和非交换形式扩展链 GD 型方程族构的构造过程.

致谢 作者对审稿人的建议表示衷心的感谢.
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附录 A

我们引入记号

B0(k) = 1,

B1(k) =

γ+1∑
j=1

ωj(k) = −αγ ,

B2(k) =
∑

16i<j6γ+1

ωi(k)ωj(k) = αγ−1,

B3(k) =
∑

16i<j<l6γ+1

ωi(k)ωj(k)ωl(k) = −αγ−2,

...

Bγ(k) =

γ+1∑
j=1

Bγ+1(k)

ωj(k)
= (−1)γα1,

Bγ+1(k) =

γ+1∏
j=1

ωj(k) = (−1)γ(kγ+1 + αγk
γ + αγ−1k

γ−1 + · · ·+ α1k).

注意到 (2.3) 中 K 和 K ′ 的对角块结构, 为证明等式 (2.4), 我们仅需说明

γ+1∏
h=1

(ωh(c)I −L) =
γ+1∏
h=1

(ωh(c)I − ωl(L)), l = 1, 2, . . . , γ, (A.1)

其中 L 为方块矩阵. 上式左端为

γ+1∏
h=1

(ωh(c)I −L) = Bγ+1(c) +Bγ(c)(−L) +Bγ−1(c)(−L)2 + · · ·

+B2(c)(−L)γ−1 +B1(c)(−L)γ +B0(c)(−L)γ+1, (A.2)
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右端为

γ+1∏
h=1

(ωh(c)I − ωl(L)) = Bγ+1(c) +Bγ(c)(−ωl(L)) +Bγ−1(c)(−ωl(L))
2 + · · ·

+B2(c)(−ωl(L))
γ−1 +B1(c)(−ωl(L))

γ +B0(c)(−ωl(L))
γ+1. (A.3)

(A.2) 减去 (A.3) 可得

γ+1∏
h=1

(ωh(c)I −L)−
γ+1∏
h=1

(ωh(c)I − ωl(L))

= Bγ(c)(ωl(L)−L)−Bγ−1(c)(ωl(L)
2 −L2) + · · ·+ (−1)γB2(c)(ωl(L)

γ−1 −Lγ−1)

− (−1)γB1(c)(ωl(L)
γ −Lγ) + (−1)γB0(c)(ωl(L)

γ+1 −Lγ+1)

= (−1)γGγ+1(ωl(L),L).

由于 ωl(L) 为矩阵方程 Gγ+1(ω,L) = 0 的根, 因而 (A.1) 成立.

附录 B

我们引入记号

A0(k) = 1,

A1(k) =

γ∑
j=1

ωj(k) = −(k + αγ),

A2(k) =

γ∑
16i<j6γ

ωi(k)ωj(k) = k2 + αγk + αγ−1,

A3(k) =

γ∑
16i<j<l6γ

ωi(k)ωj(k)ωl(k) = −(k3 + αγk
2 + αγ−1k + αγ−2),

...

Aγ−1(k) =

γ∑
j=1

Aγ(k)

ωj(k)
= (−1)γ−1(kγ−1 + αγk

γ−2 + αγ−1k
γ−3 + · · ·+ α3k + α2),

Aγ(k) =

γ∏
j=1

ωj(k) = (−1)γ(kγ + αγk
γ−1 + αγ−1k

γ−2 + · · ·+ α2k + α1).

附录 C

在 (3.2a) 中分别取 i = 0, 1, 2, . . . , γ − 1 并结合 (3.5) 可得矩阵 LGD 的前 γ 行元素. 令 i = 0, 通

过直接计算可知, (3.2b) 变为

(ṽ(γ))1 = −(C0(ṽ
(0))1 + C1(ṽ

(1))1 + C2(ṽ
(2))1 + · · ·+ Cγ−2(ṽ

(γ−2))1 + Cγ−1(ṽ
(γ−1))1)
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+(−1)γ+1G(k1, p)(v
(0))1, (C.1)

其中

Ci = Aγ−i(p) + (−1)γ−iS(0,γ−i−1) +

γ−i−2∑
j=0

(−1)j+1Aγ−i−1−j(p)S
(0,j), i = 0, 1, 2, . . . , γ − 2,

Cγ−1 = A1(p)− S(0,0).

利用矩阵 LGD 的前 γ 行元素替换 (ṽ(0))1, (ṽ
(1))1, (ṽ

(2))1, . . . , (ṽ
(γ−1))1, 易知 (C.1) 变为

(ṽ(γ))1 = D0(v
(0))1 +D1(v

(1))1 +D2(v
(2))1 + · · ·+Dγ−2(v

(γ−2))1 +Dγ−1(v
(γ−1))1 +Dγ(v

(γ))1, (C.2)

其中

D0 = −(p− ũ)C0 +

γ−1∑
i=1

CiS̃
(i,0) + (−1)γ+1G(k1, p),

Dj = −pCj − Cj−1, j = 1, 2, . . . , γ − 1,

Dγ = −Cγ−1.

将 {Cj} 的定义代入 (C.2) 即可得矩阵 LGD 的最后一行元素的表达式.

Extended lattice Gel’fand-Dikii type hierarchies and solutions

ZHAO SongLin, FENG Wei, SHEN ShouFeng & SHI Ying

Abstract By generalized Cauchy matrix approach, we present some extended lattice Gel’fand-Dikii (GD) type

hierarchies, including extended lattice GD hierarchy and extended modified lattice GD hierarchy. The hierarchies

are expressed by scalar function S(i,j) defined on some certain points. By analyzing the eigenvalue structures of

matrices K and K′, we derive some solutions for the extended lattice GD hierarchies. The obtained solutions,

including multi-soliton solutions and Jordan block solutions, contain γ-kinds of plane wave factors.
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