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摘要 首先综述非线性约束最优化最近的一些进展. 首次定义了约束最优化算法的全局收敛性. 注意

到最优性条件的精确性和算法近似性之间的差异, 并回顾等式约束最优化的原始的 Newton 型算法框

架, 即可理解为什么约束梯度的线性无关假设应该而且可以被弱化. 这些讨论被扩展到不等式约束最

优化问题. 然后在没有线性无关假设条件下, 证明了一个使用精确罚函数和二阶校正技术的算法可具

有超线性收敛性. 这些认知有助于接下来开发求解包括非线性半定规划和锥规划等约束最优化问题的

更加有效的新算法.

关键词 逐步二次规划 内点方法 线性无关性 局部收敛性 二阶校正技术

MSC (2010) 主题分类 90C30, 90C31, 65K05, 65K10

1 引言

为简单起见, 首先考虑等式约束最优化问题

min f(x) s.t. c(x) = 0, (1.1)

其中 f : Rn → R 和 c : Rn → Rm 是连续可微函数, 且假定 c 中至少有一个分量函数 ci 是非线性函

数. 问题 (1.1) 的一阶最优性条件可以在任何一本非线性规划教科书上找到 (例如, [1–3]), 为了本文的

完整性, 重述如下:

定理 1 假定 x∗ 是问题 (1.1) 的一个局部极小点. 如果 ∇c(x∗) ∈ Rn×m 列满秩 (即向量组

∇c1(x
∗), . . . ,∇cm(x∗) 线性无关), 那么存在唯一的 Lagrange 乘子向量 λ∗ ∈ Rm 使得

∇f(x∗) +∇c(x∗)λ∗ = 0. (1.2)

定理 1 是非线性规划的一个基本结果, 它是非线性规划迭代方法的基础, 并提供了迭代终止的

一个度量. 问题 (1.1) 的一个满足条件 (1.2) 的可行点称为它的一个 KKT (Karush-Kuhn-Tucker) 点.

Lagrange 乘子向量的第 i 个分量也称为与约束函数 ci 对应的在点 x∗ 处的 Lagrange 乘子.

然而,在求解问题 (1.1)的所有迭代方法的实际运行中,一般找不到一个精确满足方程 (1.2)的解.

这意味着所有求解问题 (1.1) 的算法常常终止于某个被认为是 x∗ 的近似的迭代点 xk, 且满足

∥∇f(xk) +∇c(xk)λk∥ 6 ϵ, (1.3)
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其中 λk 可看成是 Lagrange 乘子向量 λ∗ 的估计, ϵ > 0 是终止参数, ∥ · ∥ 可以是任何向量范数. 因此,

基于下列认知, 一个算法常常认为是全局收敛的.

定义 1 假定 {xk} 是由算法产生的一个迭代序列. 如果

lim
k→∞

∥c(xk)∥ = 0,

且对于每个 xk, 存在一个向量 λk 使得

lim inf
k→∞

∥∇f(xk) +∇c(xk)λk∥ = 0, (1.4)

那么对任意给定的 ϵ > 0, 条件 (1.3) 将在有限次迭代内满足. 这时称算法是全局收敛的, 且称序列

{xk} 全局收敛到一个 KKT 点.

一个更强的全局收敛结果是由下列极限取代 (1.4):

lim
k→∞

∥∇f(xk) +∇c(xk)λk∥ = 0. (1.5)

尽管在文献中有大量的关于约束最优化的理论和算法的研究工作 (例如, [4]在弱约束规范条件下证明

了一个增广 Lagrange 函数法的全局收敛性, [5] 考虑了没有迭代序列有界性假设下的逐步二次规划的

全局收敛性, [6–10] 研究了等式约束最优化的新算法及其全局收敛性, [11–18] 及 [19–23] 分别证明了

论文中所提出的线搜索和信赖域内点方法的全局收敛性, [24–26] 证明了他们的方法具有强全局收敛

性质), 但是却找不到一个关于约束最优化算法全局收敛性的明确的定义, 这是一个有趣的现象. 而无

约束最优化是有这样的定义的, 可见 [2, 第 45页]. 定义 1 的重要性在于它与迭代点直接相关. 它表明

在约束最优化中可行性优先于稳定性, 以及在迭代中原始变量与对偶乘子估计之间的关系. 除了在定

义 1 中描述的全局收敛性以外, 在文献中关于约束最优化还有另一类全局收敛性, 是基于寻找 KKT

方程组的近似解, 如 [27].

尽管向量组 ∇c1(x
∗), . . . ,∇cm(x∗) 线性无关的概念是明确和清楚的, 且由 ∇c(x) 的连续性, 当 xk

充分靠近 x∗ 时,可知向量组 ∇c1(xk), . . . ,∇cm(xk)也是线性无关的,但它没有反映出迭代过程中这些

约束之间的差异, 比如有些约束可能有大的残差且难以满足, 而其它的约束是近似可行的或是容易满

足的 (比如线性约束). 放在迭代过程中考虑, 诸如向量 v1 = (1, 0)T 和 v2 = (1, ϵk)
T 在 ϵk ̸= 0 时总是

线性无关的, 但如果 k → ∞时 ϵk → 0, 那么 v1 和 v2 之间的线性无关性在极限点处就不成立了. 注意

到 Jacobi矩阵 ∇c(xk)列满秩当且仅当它有 m个非零奇异值,或等价地,方阵 ∇c(xk)
T∇c(xk)是非奇

异的且它有 m 个正特征值. 我们的问题是: 当算法仅仅终止在满足 (1.3) 的一个近似解 xk 时, 线性无

关假设是否仍然是必要的? 最近的研究工作 [8, 25] 中的技术结果表明, 答案是否定的. 而且这些研究

表明, 为了找一个满足 (1.3) 的近似解 xk, 只要 ∇c(xk)
T∇c(xk) 在约束残差向量 c(xk) 的方向上正定

就可以了, 显然这是比线性无关假设更弱得多的一个条件.

不等式约束最优化的情形更加复杂, 这是因为它的线性无关假设与最优解处的积极约束有关. 在

迭代靠近最优解之前, 并不知道哪个是积极约束. 这对于开发求解不等式约束最优化问题的有效算法

可能造成困难 (参见 [28–34]). 对诸如非线性半定规划和锥规划等一些具有特殊结构并在实际领域具

有广泛应用的约束最优化问题来说, 一个类似于 Slater 约束规范条件的假设 (这个假设不易检验) 常

常被使用 (参见 [35–41],但 [42]是一个例外). 而平衡约束最优化问题在最优解处约束梯度线性无关假

设从来就不成立 (参见 [43–46]). 通过使用内点技术, 类似于等式约束最优化的处理方法, 论文 [25] 给

出了带有不等式约束的一般最优化的一个更弱的替代条件.
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为了明白线性无关假设在算法中的作用, 我们来回顾求解问题 (1.1) 的原始的 Newton 型算法框

架 (它也是求解问题 (1.1) 的逐步二次规划方法的原始的算法框架).

算法 A1 (一个逐步二次规划方法的算法框架)

给定初始点 x0 ∈ Rn, 初始乘子向量估计 λ0 ∈ Rm, 和初始正定 Hesse 矩阵近似 B0 ∈ Rn×n. 计算

g0 = ∇f(x0), c0 = c(x0), A0 = ∇c(x0). 令 k := 0;

如果 ∥ck∥ > ϵ 或者 ∥gk +Akλk∥ > ϵ, 进入循环

求解二次规划子问题

min gTk d+
1

2
dTBkd s.t. ck +AT

k d = 0, (1.6)

(或等价地, 求解下列线性方程组, Bkd+Akv = −(gk +Akλk), A
T
k d = −ck).

令 dk 和 vk 是它的解, λk+1 = λk + vk 是新的乘子向量估计.

计算一个适当的步长 αk ∈ (0, 1] 并令 xk+1 = xk + αkdk.

计算

gk+1 = ∇f(xk+1), ck+1 = c(xk+1), Ak+1 = ∇c(xk+1),

并修正 Bk 为 Bk+1. 令 k := k + 1;

结束循环;

返回 x∗ = xk, 算法终止.

在文献中有大量的关于在非线性规划算法中如何选取步长的工作,许多证明有效的线搜索方法已

经被提出. 这些方法可以粗略地分成三类, 即罚方法, 滤方法, 和最近开发的不使用罚函数或滤技术的

方法. 本文并不打算提出一个新的实用的方法, 因此算法 A1 中没有给出具体的线搜索方法. 本文关

注的是约束梯度线性无关假设如何影响子问题 (1.6) 以及算法的全局和局部收敛性质. 对算法 A1 来

说, 没有约束梯度线性无关假设的一个直接的结果是子问题 (1.6) 可能不可行. 对于罚方法, 它还可以

引起罚参数趋于无穷大,以及序列 {∥dk∥}和 {∥λk∥}可能无界,接下来引起 αk 变得任意小. 滤方法精

巧地把所有难的情况归结于一个恢复阶段, 这一做法使得滤方法可以避免约束梯度线性无关假设, 参

见 [47–53].

最近的研究 [25]揭示了罚参数与序列 {∥dk∥}和 {∥λk∥}的有界性之间的关系,并证实约束梯度线

性无关假设可以显著地弱化. [25] 证明了, 只要矩阵 AT
kAk 在约束残差 ck 的方向上一致正定, 那么罚

参数在有限步迭代之后将保持常数, 而且序列 {Akλk} 是有界的. 由于 dk 在 AT
k 的零空间的投影 pk

的有界性不依赖于约束梯度线性无关假设, dk = qk + pk 的有界性将可以保证, 倘若 qk 是有界的. 此

外, qk 在减少约束残差 ∥ck∥ 获得迭代可行性中起着重要的作用. 结合内点技术, [25] 得到了带有等式

和不等式约束最优化的相关结果.

没有假定约束梯度 ∇c1(x
∗), . . . ,∇cm(x∗) 的线性无关性, [8, 25] 已证明, 如果 Lagrange 乘子向量

估计 λk 满足适当的条件, 则 dk 仍然是一个局部超线性收敛步. 本文对这些条件进行进一步的提炼,

目的是希望能够找出关于 Lagrange 乘子向量估计 λk 的可以实现的条件来得到局部快速收敛性. 关

于弱条件下的局部收敛性的研究可参见 [54–57]. 没有假定约束梯度线性无关, 通过引进二阶校正技

术, [8] 证明了该文提出的不使用罚函数或滤技术的方法是局部超线性收敛的. 本文证明, 通过引进二

阶校正技术, 对于最优化问题 (1.1), [25] 中的超线性收敛步能够被精确罚函数所接受, 因此罚方法也

是超线性收敛的.

本文结构如下. 第 2节给出了 dk = qk + pk 在没有任何线性无关假设下的关于 qk 和 pk 的一些技

术结果, 描述了计算 qk 的 Steihaug 共轭梯度方法, 给出了相关的全局收敛定理并把有关讨论扩展到
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不等式约束最优化. 在第 3 节中, 对于问题 (1.1), 引进二阶校正技术并证明 [25] 中的超线性收敛步将

被精确罚函数所接受. 最后一节给出本文的结论.

2 一些技术结果与全局收敛性

假定 xk 是当前迭代点. 考虑子问题

min ∥ck +AT
k d∥ s.t. ∥d∥ 6 ξ∥Akck∥, (2.1)

其中 ξ > 0 是一个常数.

引理 1 假定 qk ∈ Rn 是子问题 (2.1) 的一个满足下列条件的近似解:

∥ck∥ − ∥ck +AT
k qk∥ > γ(∥ck∥ − ∥ck +AT

k d
c
k∥), (2.2)

其中 dck 是子问题 (2.1) 的 Cauchy 点, γ ∈ (0, 1] 是常数. 那么

∥ck∥ − ∥ck +AT
k qk∥ > 1

2
γmin

{
ξ,

∥Akck∥2

∥AT
kAkck∥2

}
∥Akck∥2

∥ck∥
. (2.3)

证明 本结论的证明类似于 [25, 引理 2.1]. 证毕.

问题 (2.1) 是一个凸最优化问题, 它可以由如下 Steihaug 共轭梯度法 (见 [2, 算法 4.3]) 近似求解,

其中为简单起见省略了迭代指标 k.

算法 A2 (求解问题 (2.1) 的 CG-Steihaug 方法)

给定 ϵ > 0, 令 v0 = 0, r0 = Ac, w0 = −r0, j := 0.

如果 ∥r0∥ < ϵ, 返回 q = v0, 终止算法;

如果 ∥ATwj∥ ≠ 0, 进入循环

令 αj =
∥rj∥2

∥ATwj∥2 , vj+1 = vj + αjwj ;

如果 ∥vj+1∥ > ξ∥Ac∥,

令 τ =

√
(vT

j wj)2+∥wj∥2(ξ2∥Ac∥2−∥vj∥2)−vT
j wj

∥wj∥2 , 返回 q = vj + τwj , 终止算法;

令 rj+1 = rj + αjAATwj ;

如果 ∥rj+1∥ < ϵ∥r0∥, 返回 q = vj+1, 终止算法;

令 βj =
∥rj+1∥2

∥rj∥2 , wj+1 = −rj+1 + βjwj ;

令 j := j + 1;

结束循环;

返回 q = vj , 算法终止.

引理 2 假定序列 {vj} 由算法 A2 得到, rank(A) = ℓ 6 m.

(1) 序列终止于第 j 次迭代, j 6 ℓ, 且

0 = ∥v0∥ < · · · < ∥vj∥ < ∥vj+1∥ < · · · < ∥q∥ 6 ξ∥Ac∥, (2.4)

∥c∥ = ∥c+ATv0∥ > · · · > ∥c+ATvj∥ > ∥c+ATvj+1∥ > · · · > ∥c+ATq∥; (2.5)

(2) ∥q∥ = ξ∥Ac∥ 或者 A(c+ATq) = 0.
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证明 (1) 假定序列不在 j 6 ℓ 时终止. 那么

∥ATwj∥ ̸= 0, j = 0, 1, . . . , ℓ; wT
i AA

Twj = 0, i ̸= j, i, j = 0, 1, . . . , ℓ.

因此, ATw0, A
Tw1, . . . , A

Twℓ 线性无关. 这与 rank(A) = ℓ 矛盾, 因为 A 的秩是 ℓ 说明在 AT 的值空

间中至多有 ℓ 个线性无关的向量.

不等式 (2.4) 能够类似于 [2, 定理 4.2的证明] 得到.

下面证明 (2.5). 由于 rTi r0 = 0, i = 1, . . . , j, 所以

rT0 wj = rT0 (−rj + βj−1wj−1) = βj−1r
T
0 wj−1 = · · · = βj−1 · · ·β0r

T
0 w0 = −∥rj∥2.

注意到 vj = v0 +
∑j−1

i=0 αiwi, 所以

∥c+ATvj+1∥2 − ∥c+ATvj∥2 = 2vTj (rj+1 − rj) + 2αjr
T
0 wj + α2

j∥ATwj∥2

= αj(2r
T
0 wj + αj∥ATwj∥2)

= −αj∥rj∥2 < 0.

(2) 因为 rj = rj−1 + αj−1AA
Twj−1 = r0 +

∑j−1
i=0 αiAA

Twi = A(c+ATvj), 故

rj = 0 当且仅当 A(c+ATvj) = 0. (2.6)

由于 rj = A(c+ATvj), 如果 ATwj = 0, 则 wT
j rj = 0. 因此, 如果 ATwj = 0, 那么

∥rj∥2 = rTj (−wj + βj−1wj−1) = 0. (2.7)

注意到算法会在 ATwj = 0, 或 rj = 0, 或 ∥vj∥ > ξ∥Ac∥ 三种情形下终止. 若 ∥vj∥ > ξ∥Ac∥, 则由 τ 的

计算, 有 ∥q∥ = ξ∥Ac∥; 否则, 由 (2.6) 和 (2.7) 可得 rj = 0 以及 A(c+ATvj) = 0. 证毕.

引理 2 表明, 只要 ξ 足够大且 Ak 满秩, 算法 A2 将可以找到一个满足 ck +AT
k qk = 0 的解 qk.

引理 3 假定 Bk ∈ Rn×n 对所有的 k 在 AT
k 的零空间一致正定. 考虑子问题

min (gk +Bkqk)
Tp+

1

2
pTBkp s.t. AT

k p = 0. (2.8)

(1) 问题 (2.8) 总有唯一解;

(2) 令 pk 是问题 (2.8) 的解. Lagrange 乘子向量估计 λk+1 满足 Bk(pk + qk) + Akλk+1 + gk = 0.

那么, 只要 {gk}, {Bk} 和 {qk} 有界, 则 {pk} 和 {Akλk+1} 有界.

证明 注意到问题 (2.8) 与下列问题等价:

min gTk d+
1

2
dTBkd s.t. AT

k (d− qk) = 0. (2.9)

本结论可由 [25, 引理 2.2和 2.3] 立即得到. 证毕.

定理 2 (全局收敛性定理) 假定无穷序列 {xk} 是由 xk+1 = xk + αkdk 产生, 其中 dk = qk + pk,

αk 由 Armijo 线搜索经由精确罚函数或者不使用罚函数或者滤技术方法得到. 假定 {xk} 是有界序列,

Bk 对所有的 k 是有界的且在 AT
k 的零空间一致正定. 如果存在常数 η > 0 使得

∥Akck∥ > η∥ck∥ (2.10)
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对所有 k > 0 成立, 则 {xk} 全局收敛到问题 (1.1) 的 KKT 点; 否则, 存在 {xk} 的一个极限点 x∗ 和

一个单位向量 w∗, 使得 A∗w∗ = 0, 其中 A∗ = ∇c(x∗).

证明 问题 (1.1) 是 [25] 中考虑的问题在 mI = 0 和 I = ∅ 时的特殊情形. 对于使用精确罚函数

的算法, 结论已由 [25] 中的定理 4.9 证明. 尽管问题 (2.1) 比 [8] 中的更一般, 关于不使用罚函数或者

滤技术方法的结论可以与 [8] 中的定理 3.8 一样得到. 证毕.

对于不使用罚函数或者滤技术的方法, 由 [8] 知, 序列 {xk} 的有界性假设可以由假定水平集 {x :

∥c(x)∥ 6 max(∥c(x0)∥, ν0)} 的有界性取代, 其中 ν0 > 0 是任意给定的常数.

本节的后面部分, 考虑不等式约束最优化问题

min f(x) s.t. c(x) 6 0. (2.11)

引进松弛向量 y ∈ Rm, 问题 (2.11) 可以等价地转化为具有等式约束和非负约束的最优化问题

min f(x) s.t. c(x) + y = 0, y > 0.

为了求解上述问题, 考虑下列等式约束的参数最优化问题

min f(x)− µeT log y s.t. c(x) + y = 0, (2.12)

其中 µ > 0 是参数, e ∈ Rm 是所有分量是 1 的向量, log y 是一个向量, 它的第 i 个分量是 log yi.

定义 z = (xT, yT)T, F (z) = f(x)− µeT log y, 和 h(z) = c(x) + y. 那么

∇F (z) =

 ∇f(x)

−µY −1e

 , ∇h(z) =

 ∇c(x)

Im

 ,

其中 Y = diag(y). 对于给定的 µ > 0, 假定当前迭代点 zk = (xT
k , y

T
k )

T 是一个内点, 即 yk > 0. 令

Tk =

 I

Yk

 ,

其中 I 是 n× n 单位矩阵, Yk = diag(yk). 计算 qk 的子问题被改写成

min ∥hk +∇hT
k d∥ s.t. ∥T−1

k d∥ 6 ξ∥Tk∇hkhk∥. (2.13)

问题 (2.13) 不是等式约束最优化子问题 (2.1) 的直接应用. 它是在 [25] 的收敛性分析基础上得到

的. 为了应用算法 A2, 问题 (2.13) 能够等价地转化为

min ∥hk + (Tk∇hk)
Tv∥ s.t. ∥v∥ 6 ξ∥Tk∇hkhk∥. (2.14)

令 vk 是它的解, 则 qk = Tkvk.

类似于引理 1 和 3, 对于不等式约束最优化可以证明下列结论:

引理 4 假定 qk ∈ Rn+m 是问题 (2.13) 的满足下列条件的近似解:

∥hk∥ − ∥hk +∇hT
k qk∥ > γ(∥hk∥ − ∥hk +∇hT

k d
c
k∥), (2.15)
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其中 dck = Tkv
c
k, v

c
k 是问题 (2.14) 的 Cauchy 点, γ ∈ (0, 1] 是一个常数. 那么

∥hk∥ − ∥hk +∇hT
k qk∥ > 1

2
γmin

{
ξ,

∥Tk∇hkhk∥2

∥∇hT
k T

2
k∇hkhk∥2

}
∥Tk∇hkhk∥2

∥hk∥
. (2.16)

引理 5 假设 Bk ∈ R(n+m)×(n+m) 对所有的 k 在 ∇hT
k 的零空间一致正定. 考虑子问题

min (∇Fk +Bkqk)
Tp+

1

2
pTBkp s.t. ∇hT

k p = 0. (2.17)

(1) 问题 (2.17) 总有唯一解;

(2)令 pk 是问题 (2.17)的解, Lagrange乘子向量估计 λk+1 满足 Bk(pk+qk)+∇hkλk+1+∇Fk = 0.

如果 {Tk∇Fk}, {TkBkTk} 和 {T−1
k qk} 是有界的, 则 {T−1

k pk} 和 {Tk∇hkλk+1} 有界.

下列结论是 [25, 定理4.9] 在 m = mI 和 E = ∅ 的特殊情形.

定理 3 (全局收敛性定理) 对任意给定的 µ > 0, 假定 {zk} 是由 zk+1 = zk + αkdk 得到的一个无

穷序列, 其中 dk = qk + pk, αk 由 Armijo 线搜索经由使用精确罚函数的内点方法产生. 还假定 {xk}
是有界序列, Bk 对所有的 k 是有界的且在 ∇hT

k 的零空间一致正定. 如果存在常数 η > 0 使得

∥Tk∇hkhk∥ > η∥hk∥ (2.18)

对所有 k > 0 成立, 那么 {zk} 全局收敛到问题 (2.12) 的 KKT 点. 否则, 存在 {zk} 的一个极限点
z∗ = (x∗T, y∗T)T 和单位向量 w∗ 满足 A∗w∗ = 0 和 Y ∗w∗ = 0, 其中 A∗ = ∇c(x∗), Y ∗ = diag(y∗).

比较问题 (2.12) 的 KKT 条件

g∗ +A∗λ∗ = 0, y∗ ◦ λ∗ = µe, c∗ + y∗ = 0, y∗ > 0, λ∗ > 0,

和不等式约束问题 (2.11) 的 KKT 条件

g∗ +A∗λ∗ = 0, λ∗ ◦ c∗ = 0, c∗ 6 0, λ∗ > 0,

可以看出, 当 µ > 0 充分小时, 问题 (2.12) 的 KKT 点常常可以看成是问题 (2.11) 的一个近似 KKT

点.

3 精确罚函数与局部收敛性

针对问题 (1.1), 定义精确罚函数

ϕ(x; ρ) = f(x) + ρ∥c(x)∥, (3.1)

其中 ρ > 0 是罚参数. 在不假定约束梯度 ∇c1(x
∗), . . . ,∇cm(x∗) 线性无关的情况下, 本节考虑以

dk = qk + pk 为搜索方向, 以 ϕ(x; ρ) 为效益函数, 并由 Armijo 线搜索方法选取步长的算法的局部收

敛性. 没有线性无关假设, [25] 已证明在适当条件下 dk = qk + pk 是一个超线性收敛步, 但它没有证明

dk 可以被 ϕ(x; ρ) 接受, 因此没有证明算法具有局部超线性收敛性. 通过引进二阶校正技术, [8] 证明

了所提出的不使用罚函数或滤技术的算法具有局部超线性收敛性. 本文的证明是在比 [8,25]更一般的

局部假设基础上完成的.

为了叙述方便, 首先详细给出局部算法框架如下:
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算法 A3 (使用精确罚函数的算法框架)

给定 x0 ∈ Rn, B0 ∈ Rn×n, 和 ρ > 0, σ > 0, δ ∈ (0, 1/2), ξ > 0. 计算 g0 = ∇f(x0), c0 = c(x0),

A0 = ∇c(x0).

For k = 0, 1, . . . ,

计算 dk = qk + pk, 其中 qk 和 pk 分别由子问题 (2.1) 和 (2.8) 产生;

修正 ρ 使得

gTk dk + (ρ/2)(∥ck +AT
k dk∥ − ∥ck∥) 6 −σ∥dk∥2;

如果 ϕ(xk + dk; ρ)− ϕ(xk; ρ) 6 δ{gTk dk + ρ(∥ck +AT
k dk∥ − ∥ck∥)}, 令 xk+1 = xk + dk,

否则由下列子问题计算二阶校正步 sk = q̂k + p̂k: 求解子问题

min ∥ĉk +AT
k d∥ s.t. ∥d∥ 6 ξ∥Akck∥, (3.2)

得到 q̂k (其中 ĉk = c(xk + dk)), 再由子问题

min (gk +Bkdk +Bk q̂k)
Tp+

1

2
pTBkp s.t. AT

k p = 0 (3.3)

得到 p̂k, 若

ϕ(xk + dk + sk; ρ)− ϕ(xk; ρ) 6 δ{gTk dk + ρ(∥ck +AT
k dk∥ − ∥ck∥)}, (3.4)

则令 xk+1 = xk + dk + sk, 否则由 Armijo 线搜索选择步长 αk ∈ (0, 1] 使得

ϕ(xk + αkdk; ρ)− ϕ(xk; ρ) 6 δαk{gTk dk + ρ(∥ck +AT
k dk∥ − ∥ck∥)}, (3.5)

且令 xk+1 = xk + αkdk;

计算 gk+1 = ∇f(xk+1), ck+1 = c(xk+1), Ak+1 = ∇c(xk+1), 且修正 Bk 为 Bk+1;

end (For)

为了证明算法 A3 的局部超线性收敛性, 需要下列局部条件:

假设 1 (a) xk → x∗ 当 k → ∞, 其中 x∗ 是问题 (1.1) 的一个 KKT 点, λ∗ ∈ Rm 是相应的

Lagrange 乘子向量;

(b) f : Rn → R 和 c : Rn → Rm 在 Rn 上二阶连续可微, 且二阶导数在 x∗ 处 Lipschitz 连续;

(c) 梯度集 {∇ci(x
∗) : i ∈ J∗} 是由 {∇ci(x

∗) : i ∈ {1, 2, . . . ,m}} 中所有线性无关向量组成的集合.

(λk+1)i → λ∗
i 当 k → ∞, 其中 i /∈ J∗ 且 i = 1, . . . ,m, λk+1 是由问题 (2.8) 得到的 Lagrange 乘子向量

估计;

(d) dT∇2
xxL(x

∗, λ∗)d > β∥d∥2, ∀ d ∈ {d ̸= 0 : ∇ci(x
∗)Td = 0, i ∈ J∗}, 其中 L(x, λ) = f(x) + λTc(x),

β > 0 是一个常数.

(e) ∥ck +AT
k dk∥ 6 τk∥ck∥ 和 ∥qk∥ 6 κ0∥ck∥, 其中 τk ∈ [0, 1], κ0 > 0 是一个常数.

假设 1(c)对于 J∗ = {1, 2, . . . ,m}自然成立, 倘若 ∇ci(x
∗), i = 1, 2, . . . ,m线性无关.因为 ∥Ak∥有

界, 如果 ∥qk∥ 6 ξ∥Akck∥, 那么 ∥qk∥ 6 κ0∥ck∥.
引理 6 假定假设 1 成立. 如果 ∥(Bk −∇2

xxL(x
∗, λ∗))d∥ = o(∥d∥) 对每个 d ∈ Rn 成立, τk = o(1),

那么存在正的常数 ρ 和 σ 使得对充分大的 k,

gTk dk + (ρ/2)(∥ck +AT
k dk∥ − ∥ck∥) 6 −σ∥dk∥2.
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证明 令 Pk = I − AkJ∗(A
T
kJ∗

AkJ∗)
−1AT

kJ∗
, 其中 AkJ∗ 是一个列是 ∇ci(xk), i ∈ J∗ 的矩阵. 则

AT
kJ∗

Pkdk = 0 和 AT
kJ∗

(I − Pk)dk = AT
kJ∗

dk. 因此,

dTk∇2
xxL(x

∗, λ∗)dk = dTk P
T
k ∇2

xxL(x
∗, λ∗)Pkdk + dTk (I − Pk)

T∇2
xxL(x

∗, λ∗)(I + Pk)dk

> β∥Pkdk∥2 − κ∥(I − Pk)dk∥

> β∥dk∥2 − κ′∥ck∥,

其中 β 由假设 1(d) 给出, κ 和 κ′ 是两个正常数且 κ < κ′.

如果 ∥(Bk −∇2
xxL(x

∗, λ∗))d∥ = o(∥d∥), 那么

dTkBkdk = dTk∇2
xxL(x

∗, λ∗)dk + o(∥dk∥2).

由于 dk 是最优化问题 (2.8) 的解, 所以

gTk dk = −dTkBkdk − λT
k+1A

T
k dk.

因此,

gTk dk + (ρ/2)(∥ck +AT
k dk∥ − ∥ck∥) + σ∥dk∥2

= −dTkBkdk − λT
k+1A

T
k dk + (ρ/2)(∥ck +AT

k dk∥ − ∥ck∥) + σ∥dk∥2

6 −β∥dk∥2 + (κ′ + κ0∥Akλk+1∥)∥ck∥+ (ρ/2)(τk − 1)∥ck∥+ σ∥dk∥2 + o(∥dk∥2)

6 (σ − β)∥dk∥2 + {κ′′ − (ρ/2)(1− o(1))}∥ck∥+ o(∥dk∥2),

其中由引理 3(2) 得 κ′ + κ0∥Akλk+1∥ 6 κ′′, κ′′ 是一个常数. 因此, 通过选取 σ < β 和 ρ > 2κ′′ 可得结

论. 证毕.

因为 xk → x∗, 引理 6 和 (3.5) 说明 ∥dk∥ → 0 当 k → ∞. 下列引理 7 和定理 4 可以类似地由 [8]

中的方法证明.

引理 7 假定假设 1 成立. 令 Pk = I − AkJ∗(A
T
kJ∗

AkJ∗)
−1AT

kJ∗
, 其中 AkJ∗ 是以 ∇ci(xk), i ∈ J∗

为列的矩阵. 如果 ∥(Bk −∇2
xxL(x

∗, λ∗))d∥ = o(∥d∥) 对每个 d ∈ Rn 成立, 那么存在常数 η > 0 使得对

每个 d ∈ Rn 和所有充分大的 k,∥∥∥∥∥∥
 Pk∇2

xxL(x
∗, λ∗)

AT
kJ∗

 d

∥∥∥∥∥∥ > η∥d∥. (3.6)

证明 它可以类似于 [8] 中定理 4.3 的第一部分得到证明. 证毕.

定理 4 假定假设 1 成立. 如果 ∥(Bk −∇2
xxL(x

∗, λ∗))d∥ = o(∥d∥), 且 τk = o(1), 则

lim
k→∞

∥xk + dk − x∗∥/∥xk − x∗∥ = 0. (3.7)

证明 令 P∗ = I −A∗J∗(A
T
∗J∗

A∗J∗)
−1AT

∗J∗
, 其中 A∗J∗ 是一个矩阵, 它的列是 ∇ci(x

∗), i ∈ J∗. 定

义 A∗ = ∇c(x∗), 则 P∗A
∗ = 0. 因此, 由于假设 1(c),

PkAk(λk+1 − λ∗)

= (PkAk − P∗A
∗)(λk+1 − λ∗)
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= Pk

∑
i ̸∈J∗

(∇ci(xk)−∇ci(x
∗))((λk+1)i − λ∗

i ) + (Pk − P∗)
∑
i ̸∈J∗

∇ci(x
∗)((λk+1)i − λ∗

i )

= o(∥xk − x∗∥).

注意到 gk +Bkdk +Akλk+1 = 0, 可得

PkBkdk = −Pk(gk +Akλ
∗)− PkAk(λk+1 − λ∗)

= −Pk(gk +Akλ
∗) + o(∥xk − x∗∥)

= −Pk∇2
xxL(x

∗, λ∗)(xk − x∗) +O(∥xk − x∗∥2) + o(∥xk − x∗∥).

因此,

Pk(Bk −∇2
xxL(x

∗, λ∗))dk = −Pk∇2
xxL(x

∗, λ∗)(xk + dk − x∗) +O(∥xk − x∗∥2) + o(∥xk − x∗∥). (3.8)

由于 c∗J∗
= 0 和

ckJ∗ = ckJ∗ − c∗J∗
= AT

kJ∗
(xk − x∗) +O(∥xk − x∗∥2),

所以

AT
kJ∗

(xk + dk − x∗) = ckJ∗ +AT
kJ∗

dk +O(∥xk − x∗∥2). (3.9)

把 (3.8) 和 (3.9) 放在一起, 可得出 Pk∇2
xxL(x

∗, λ∗)

AT
kJ∗

 (xk + dk − x∗)

=

 −Pk(Bk −∇2
xxL(x

∗, λ∗))dk + o(∥xk − x∗∥)

ckJ∗ +AT
kJ∗

dk

+O(∥xk − x∗∥2). (3.10)

由引理 7 知, 对所有充分大的 k, 上述表达式中左边的系数矩阵是列满秩的.

而 τk = o(1), ∥ck∥ = ∥ck − c∗∥ = O(∥xk − x∗∥), 以及

∥ckJ∗ +AT
kJ∗

dk∥ 6 ∥ck +AT
k dk∥ 6 τk∥ck∥,

故

∥ckJ∗ +AT
kJ∗

dk∥ = o(∥xk − x∗∥).

如果 ∥(Bk −∇2
xxL(x

∗, λ∗))dk∥ = o(∥dk∥), 那么∥∥∥∥∥∥
 −Pk(Bk −∇2

xxL(x
∗, λ∗))dk + o(∥xk − x∗∥)

ckJ∗ +AT
kJ∗

dk

∥∥∥∥∥∥ =
√
(o(∥dk∥) + o(∥xk − x∗∥))2 + o(∥xk − x∗∥2).

因此, 由 (3.10) 且因为 xk → x∗ 当 k → ∞, 可得

lim
k→∞

∥xk + dk − x∗∥/∥xk − x∗∥ = lim
k→∞

o(∥dk∥)/∥xk − x∗∥, (3.11)
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它表明

lim
k→∞

∥dk∥/∥xk − x∗∥ = 1. (3.12)

最后, 由 (3.11) 可得结论 (3.7). 证毕.

与假设 1(c) 和 1(e) 相对应, 还需要下列关于二阶校正子问题 (3.3) 的假设 (如果 ∇ci(x
∗), i =

1, 2, . . . ,m 线性无关, 这些假设自然成立):

假设 2 (a) (λk+1)i − (µk+1)i → 0 当 k → ∞, 其中 i /∈ J∗ 及 i = 1, . . . ,m, µk+1 ∈ Rm 是子问

题 (3.3) 的相应的 Lagrange 乘子向量;

(b) ∥c(xk + dk) +AT
k sk∥ 6 τk∥c(xk + dk)∥, 其中 τk ∈ [0, 1].

在给出本节的主要结论之前, 还需要下列引理.

引理 8 如果假设 1 和 2 成立, 且对任何 d ∈ Rn 都有 ∥(Bk − ∇2
xxL(x

∗, λ∗))d∥ = o(∥d∥), 以及
τk = o(1), 那么

∥sk∥ = o(∥dk∥). (3.13)

证明 由于

∥PkBkd∥ > ∥Pk∇2
xxL(x

∗, λ∗)d∥ − ∥Pk(Bk −∇2
xxL(x

∗, λ∗))d∥,

由引理 7 可知, 存在常数 η̂ < η 使得 ∥∥∥∥∥∥
 PkBk

AT
kJ∗

 d

∥∥∥∥∥∥ > η̂∥d∥ (3.14)

对任何 d ∈ Rn 及所有充分大的 k 成立.

因为 sk 是问题 (3.3) 的解, 所以

gk +Bk(dk + sk) +Akµk+1 = 0.

由于 gk +Bkdk = −Akλk, 可得

Bksk = Akλk+1 −Akµk+1. (3.15)

因此, 根据假设 2(a) 可得

PkBksk = o(∥xk − x∗∥) = o(∥dk∥), (3.16)

其中第二个等式由 (3.12) 得到. 由假设 1(e) 和 2(b), 并注意到 ∥ck∥ = O(∥xk − x∗∥) = O(∥dk∥), 可得

∥AT
kJ∗

sk∥ 6 ∥c(xk + dk) +AT
kJ∗

sk∥+ ∥c(xk + dk)∥

6 (1 + τk)∥c(xk + dk)∥

6 (1 + τk)(∥ck +AT
k dk∥+O(∥dk∥2))

6 (1 + τk)τk∥ck∥+O(∥dk∥2).
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因此,

∥AT
kJ∗

sk∥ = o(∥dk∥). (3.17)

最后, 由 (3.14), (3.16) 和 (3.17) 可得所要的结论. 证毕.

下列定理表明, 对于充分大的 k, 超线性收敛步将被算法 A3 所接受.

定理 5 假定假设 1 和 2 成立. 如果对任何 d ∈ Rn 都有 ∥(Bk − ∇2
xxL(x

∗, λ∗))d∥ = o(∥d∥), 且
δ < 1/2, τk = o(1), ρ > ∥λ∗∥, 那么对所有充分大的 k, xk+1 = xk + dk, 或者 xk+1 = xk + dk + sk.

证明 为了证明上述结论, 只需证明 (3.4) 对充分大的 k 成立. 由

∇xL(xk, λ
∗)Tdk = (xk − x∗)T∇2

xxL(x
∗, λ∗)dk +O(∥xk − x∗∥2∥dk∥),

及关系式 (3.7) 和 (3.12), 可得

dTk∇2
xxL(x

∗, λ∗)dk = −gTk dk − (λ∗)TAT
k dk + o(∥dk∥2).

因此, 由引理 8,

f(xk + dk + sk)− f(xk)

= L(xk + dk + sk, λ
∗)− L(xk, λ

∗)− (λ∗)T(c(xk + dk + sk)− c(xk))

= −1

2
dTk∇2

xxL(x
∗, λ∗)dk − (λ∗)T(c(xk + dk + sk)− c(xk)) + o(∥dk∥2)

=
1

2
gTk dk +

1

2
(λ∗)TAT

k dk − (λ∗)T(c(xk + dk + sk)− c(xk)) + o(∥dk∥2).

再利用引理 3, 得到

ϕ(xk + dk + sk; ρ)− ϕ(xk; ρ)− δ{gTk dk + ρ(∥ck +AT
k dk∥ − ∥ck∥)}

= (1/2− δ){gTk dk + ρ(∥ck +AT
k dk∥ − ∥ck∥)} − (ρ/2)(∥ck +AT

k dk∥ − ∥ck∥)

+ (1/2)(λ∗)TAT
k dk − (λ∗)T(c(xk + dk + sk)− ck)

+ ρ(∥c(xk + dk + sk)∥ − ∥ck∥) + o(∥dk∥2)

6 −(1/2− δ)σ∥dk∥2 − (1/4 + δ/2)ρ(∥ck +AT
k dk∥ − ∥ck∥) + (1/2)(λ∗)TAT

k dk

− (λ∗)T(c(xk + dk + sk)− ck) + ρ(∥c(xk + dk + sk)∥ − ∥ck∥) + o(∥dk∥2).

注意到 ∥ck +AT
k dk∥ 6 τk∥ck∥, 以及

∥c(xk + dk + sk)∥ = ∥c(xk + dk) +∇c(xk + dk)
Tsk +O(∥sk∥2)∥

6 ∥c(xk + dk) +AT
k sk∥+O(∥sk∥2) +O(∥sk∥∥dk∥)

6 τk∥c(xk + dk)∥+ o(∥dk∥2)

6 τk∥ck +AT
k dk∥+ o(∥dk∥2)

6 τ2k∥ck∥+ o(∥dk∥2),

可得

(1/2)(λ∗)TAT
k dk − (λ∗)T(c(xk + dk + sk)− ck)
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= (1/2)(λ∗)T(ck +AT
k dk)− (1/2)(λ∗)Tck − (λ∗)T(c(xk + dk + sk)− ck)

6 (τk/2 + τ2k )∥λ∗∥∥ck∥+ (1/2)(λ∗)Tck + o(∥dk∥2).

因此, 可推出

ϕ(xk + dk + sk; ρ)− ϕ(xk; ρ)− δ{gTk dk + ρ(∥ck +AT
k dk∥ − ∥ck∥)}

6 −(1/2− δ)σ∥dk∥2 + (τk/2 + τ2k )∥λ∗∥∥ck∥+ τ2kρ∥ck∥

+(1/2)(λ∗)Tck + (1/4 + δ/2)ρ∥ck∥ − ρ∥ck∥+ o(∥dk∥2).

最终, 当 ρ > ∥λ∗∥, δ < 1/2, τk = o(1),

ϕ(xk + dk + sk; ρ)− ϕ(xk; ρ)− δ{gTk dk + ρ(∥ck +AT
k dk∥ − ∥ck∥)}

6 −(1/2− δ)σ∥dk∥2 + (1/2)(λ∗)Tck − (3/4− δ/2)ρ∥ck∥+ o(∥dk∥2) + o(∥ck∥)

6 0.

从而由算法可知, xk+1 = xk + dk + sk. 证毕.

4 结论

本文首次给出了约束最优化算法全局收敛性的定义.首先综述了关于非线性等式约束最优化的一

些最近的进展, 应用 Steihaug 共轭梯度法求解线性化约束残差极小化问题并证明了它的收敛性, 这些

讨论也扩展到不等式约束最优化. 然后, 在没有约束梯度线性无关假设条件下, 证明了一个使用精确

罚函数和二阶校正技术的算法具有局部超线性收敛性.

没有约束梯度的线性无关性假设, 与问题 (2.8) 相对应的满足 Bkdk + gk + Akλk+1 = 0 的对偶乘

子估计 λk+1 和问题 (3.3) 的满足 Bk(dk + sk) + gk +Akµk+1 = 0 的 µk+1 就可能不是唯一的 (它们的

存在性分别由问题 (2.8)和 (3.3)的可行性保证). 因此,一个可执行的算法应该明确给出 λk+1 和 µk+1

如何得到. 局部收敛性条件假设 1(c) 说明, 倘若 λ∗ 是已知的, λk+1 可以由下列子问题得出:

min ∥λ− λ∗∥ s.t. Bkdk + gk +Akλ = 0. (4.1)

根据假设 2(a), µk+1 可以由下列子问题得出:

min ∥µ− λk+1∥ s.t. Bk(dk + sk) + gk +Akµ = 0. (4.2)

因为上述两个子问题 (4.1)和 (4.2)都是严格凸的,由极限 xk → x∗, dk → 0和 sk → 0,可得 λk+1 → λ∗

和 µk+1 − λk+1 → 0当 k → ∞. 困难在于在求解一个问题之前 λ∗ 一般是未知的. 因此, 没有约束梯度

的线性无关性假设, 如何产生 λk+1 来保证算法的局部快速收敛性仍然是一个有待解决的问题. 在关

于 CUTE 测试问题集 (参见 [58]) 的数值实验中, 已经观察到利用最小二乘问题

min ∥gk +Akλ∥

来产生 λk+1 的算法有很好的数值表现 (例如, 参见 [8, 59]). 如果 Ak 在 k 充分大时仍然是列满秩的,

那么由 ∇c(x) 的连续性可知, 即使约束梯度在 x∗ 处是线性相关的, 使用上述最小二乘问题的算法可

以保证 λk+1 和 λk 在 k 充分大时充分靠近. 因此, 可以认为极限 λk+1 → λ∗ 是满足的. 然而, 直到目

前仍然没有相关的理论结果来证实这一观察的现象.
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How does the linear independence assumption affect algorithms

of nonlinear constrained optimization

LIU XinWei

Abstract Firstly, some recent progress in nonlinear constrained optimization is surveyed in this paper. The

terminology on the global convergence of algorithms for constrained optimization is officially defined for the first

time. By noticing the gap between the exactness of optimality conditions and the approximation of algorithms,

and looking into the initial Newton-type algorithmic framework for equality constrained optimization, one will

understand why the assumption on the linear independence of gradients of the constraints should be and can

be weakened. The discussions are also extended to the optimization with inequality constraints. Without the

linear independence assumption, the local convergence of an algorithm using the exact penalty function and the

second-order correction is then proved. These recognitions may help to develop more efficient new algorithms for

constrained optimization including nonlinear semidefinite and conic programming in the future.

Keywords sequential quadratic programming, interior-point method, linear independence, local conver-

gence, second-order correction
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