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摘要 Prandtl方程属于退化型方程 (组), 其中非局部项有一阶切向导数的损失, 这是 Prandtl方程

典型的退化特征. 证明 Prandtl方程适定性理论的关键之处在于如何克服导数损失, 目前主要有两

个框架. 第一个框架对初始值有结构性假设限制, 在 Oleinik单调性条件下, 通过 Crocco坐标变换

或者采用速度方程和旋度方程之间的消去机制, 来克服导数损失, 进而在 Sobolev空间中建立其适

定性理论. 第二个框架对初始值有解析正则性要求, 从而可以采用抽象 Cauchy-Kovalevskaya定理

证明 Prandtl方程在解析空间中的适定性. 本文主要讨论在没有任何结构性假设条件下, 如何降低

初始值的解析正则性, 在较弱的 Gevrey空间证明 Prandtl方程的适定性, 侧重介绍如何结合抽象

Cauchy-Kovalevskaya定理以及消去机制, 在 Gevrey框架下刻画切向导数的损失.
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1 Prandtl方程简介

边界层理论描述有界区域中粘性流体在高雷诺数情形下的渐近行为. 早期经典的流体动力学理

论主要基于描述理想 (无粘) 流体的 Euler 方程的研究, 但是与理想流体相比, 小粘性流体 (例如水、

空气等) 在实际应用中更为广泛. 为了研究这类流体的动力学性质, 一个自然的思想是将其视为无粘

的理想 Euler 流附近的小扰动问题, 因而小粘性流体与其高雷诺数极限情形下的理想流体有高度类

似的动力学行为. 但是理想流体模型的一个缺陷是: 其无法刻画剪切力 (例如摩擦阻力) 对粘性流体

在障碍物附近的运动状态的影响, 而实验物理的结果显示摩擦阻力对流体的影响并不可以忽略不计.
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缺少剪切力的作用, 理想流体在惯性力的作用下在障碍物边界附近的切向速度一般不为 0, 但另一方

面, 由于摩擦阻力的存在, 实际的粘性流体会依附在障碍物表面, 此时其法向和切向速度均为 0 (非滑

移边界条件). 因为边界条件的不一致性, 所以在边界附近用理想流体来近似刻画小粘性流体的运动

状态是不合理的. 1904 年, Prandtl (普朗特) 提出著名的边界层理论来刻画粘性对流体在边界附近

运动的影响. Prandtl 将高雷诺数流动区域划分为两部分, 在边界附近用 Prandtl 边界层方程来刻画,

此时小粘性在流体的运动演化中具有重要的作用; 而在远离边界处可以用无粘理想 Eular 流来近似

描述, 此时粘性的影响可以忽略不计. Prandtl边界层这一理论在力学、工程科学领域得到广泛应用.

Prandtl 的边界层理论是 100 多年来流体力学发展的重要基石, 不仅在物理和工程中具有广泛应用,

而且在非线性退化偏微分方程领域具有重要意义.

如何从数学理论上严格验证 Prandtl 边界层理论是一个极其困难的问题, 这其中涉及到 Prandtl

方程的适定性问题以及相关的高雷诺数的极限. 本综述侧重介绍近期关于 Prandtl 方程的适定性理

论的工作. Prandtl 方程的数学研究有着悠久的历史, 目前已有比较完善的理论. 在这些工作中, 主要

有两个框架: 一个是 Sobolev 空间的适定性, 这部分的结果主要依赖于 Oleinik 单调性假设以及空间

维数为 2 的限制, 三维空间中的 Sobolev 框架下适定性理论结果甚少; 另一个框架是解析空间或者更

弱的 Gevrey 空间, 此时对初始值没有任何结构性的限制, 而且适定性结果对二维或者三维空间均适

用.

1.1 Gevrey类函数空间

给定一个区域 Ω ⊂ Rn, 区域 Ω中指标为 σ > 1 的 Gevrey类空间 Gσ(Ω)是由所有满足如下条件

的光滑函数 x 7→ f(x) 构成的集合: 对于 Ω 中任意的紧子集 K, 存在仅依赖于 K 的常数 CK > 0, 使

得

∀α ∈ Zn
+, sup

x∈K
|∂αf(x)| 6 C

|α|+1
K (|α|!)σ.

根据定义, 如果 f ∈ Gσ(Ω), 则对任意 x0 ∈ Ω, 存在 x0 的一个开邻域 Bx0
, 使得对任意的 x ∈ Bx0

有∑
α∈Zn

+

∂αf(x0)

(α!)σ
(x− x0)

α < +∞.

特别地, 当 σ = 1 时 Gσ(Ω) 即为 Ω 中的实解析函数的集合. 关于 Gevrey 类函数的详细性质, 可参见

Rodino的专著 [39]. 在接下来的讨论中, 我们首先介绍如下两个等价的关于 Gevrey 类函数的判定方

法.

• 如果 Ω 为全空间或者周期区域, 则

ec(−∆x)
1/2σ

f ∈ L2(Ω) ⇒ f ∈ Gσ(Ω),

其中 c > 0, 而 ec(−∆x)
1/2σ

为象征为 ec|ξ|
1/σ

的 Fourier乘子.

• 如果存在 ρ > 0, 使得

sup
α∈Zn

+

ρ|α|+1

(α!)σ
∥∂α

x f∥L2(Ω) < +∞,

则 f ∈ Gσ(Ω).
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本文将主要采用后一个判别方法. 为了处理非线性问题, 我们需将上面的 Gevrey 因子

ρ|α|+1

(α!)σ

替换成
ρ|α|+1(|α|+ 1)r

(α!)σ
,

其中 r 为固定的足够大的整数, 这一替换对 Gevrey 指标没有影响, 仅仅改变了 Gevrey 类函数的收

敛半径.

1.2 Prandtl边界层方程的推导

当粘性 Newton 流体在带物理边界区域中运动时, 由于流体与边界的黏性力, 在边界附近会形成

一层很薄的流体层. 在边界层内部区域, 流体的运动状态由 Prandtl 方程所刻画, 而在远离边界的区

域, 流体的运动则满足无粘 Euler 方程. 通过省略非本质项的 Prandtl 拟设 (Prandtl’s ansatz) 来简

化 Navier-Stokes 方程, Prandtl 在 1904 年得到了著名的以其名字命名的边界层方程. 简单起见, 我

们仅考虑二维上半平面 R2
+ = {(x1, x2) ∈ R× ]0,+∞[} 的平板边界层, 此时粘性不可压 Newton 流体

的运动状态由经典的 Navier-Stokes方程所描述:

∂tu
ε + uε∂x1

uε + vε∂x2
uε − ε2(∂2

x1
+ ∂2

x2
)uε + ∂x1

pε = 0,

∂tv
ε + uε∂x1

vε + vε∂x2
vε − ε2(∂2

x1
+ ∂2

x2
)vε + ∂x2

pε = 0,

∂x1
uε + ∂x2

vε = 0,

(uε, vε)|t=0 = (uε
0, v

ε
0).

(1.1)

这里我们考虑非滑移边界条件:

uε|x2=0 = vε|x2=0 = 0. (1.2)

形式上, 令 ε → 0, 我们期望上述 Navier-Stokes 方程的解收敛到经典的无粘 Euler 方程的解; 另一方

面, 对于 Euler 方程而言, 虽然其法向速度在边界处为 0, 但其切向速度在边界处一般不为 0. 故在边

界附近, Navier-Stokes 方程初边值问题 (1.1)–(1.2) 关于 Euler 方程的渐近展开是不合理的. 为了克

服 Navier-Stokes 方程与其极限 Euler 方程的切向速度在边界上的不匹配问题, Prandtl 引入如下的

关于 ε 的拟设展开: 
uε(t, x1, x2) = uE(t, x1, x2) + ub(t, x, y) +O(ε),

vε(t, x1, x2) = vE(t, x1, x2) + εvb(t, x, y) +O(ε2),

pε(t, x1, x2) = pE(t, x1, x2) + pb(t, x, y) +O(ε),

(1.3)

其中我们采用记号 (x, y) = (x1, x2/ε), 并假设 ub, vb, pb 当 y → +∞ 时以多项式衰减速率趋于 0. 同

样地, 对初始值做类似的拟设展开.

边界条件与不可压条件 将 (1.3)的第一个与第二个方程代入 (1.2), 则

uE(t, x1, 0) + ub(t, x, 0) +O(ε) = vE(t, x1, 0) + εvb(t, x, 0) +O(ε2) = 0,
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即

uE(t, x1, 0) + ub(t, x, 0) = vE |y=0 = vb(t, x, 0) = 0. (1.4)

类似地, 将 (1.3)代入到 (1.1)中的第三个方程, 可得

∂x1
uE + ∂x2

vE = 0, ∂xu
b + ∂yv

b = 0.

边界附近区域以及远离边界区域的方程 将 (1.3) 代入到 Navier-Stokes 方程 (1.1) 中, 并比较 ε

的各幂次的系数.

ε 的负次幂: ε−1. 此时我们有

∂yp
b ≡ 0.

进一步地, 联立上述方程以及先验假设条件: limy→+∞ pb(t, x, y) = 0, 我们可推导出

pb ≡ 0.

ε 的零次幂: ε0. 此时对应的方程为

∂tu
E(t, x1, x2) + ∂tu

b(t, x, y)

+ (uE(t, x1, x2) + ub(t, x, y))∂x1
(uE(t, x1, x2) + ub(t, x, y))

+ vE(t, x1, x2)∂x2
uE(t, x1, x2) + ε−1(vE(t, x1, x2) + εvb(t, x, y))∂yu

b(t, x, y)

− ∂2
yu

b(t, x, y) + ∂x1
pE(t, x1, x2) = 0,

∂tv
E(t, x1, x2) + (uE(t, x1, x2) + ub(t, x, y))∂x1

vE(t, x1, x2)

+ vE(t, x1, x2)∂x2
vE(t, x1, x2) + vE(t, x1, x2)∂yv

b(t, x, y) + ∂x2
pE(t, x1, x2) = 0.

(1.5)

在上述方程中, 令 y → +∞, 然后利用假设条件: ub(t, x, y) 与 vb(t, x, y) 当 y → +∞ 时以多项式衰减

速率趋于 0, 则有  ∂tu
E + uE∂x1

uE + vE∂x2
uE + ∂x1

pE = 0,

∂tv
E + uE∂x1

vE + vE∂x2
vE + ∂x2

pE = 0.

接下来我们推导边界附近区域的方程. 为此利用 Taylor展开式将 uE 写为

uE(t, x1, x2) = uE(t, x1, 0) + x2∂x2
uE(t, x, 0) +

x2
2

2
∂2
x2
uE(t, x, 0) + · · · = uE + εy∂x2

uE +O(ε2),

其中 h := h|x2=0. 类似地, 利用 Taylor展式以及条件 (1.4)可得

vE(t, x1, x2) = εy∂x2
vE +O(ε2), pE(t, x1, x2) = pE + εy∂x2

pE +O(ε2).

将上述展开式代入到 (1.5)中, 则 ε 的零次幂对应的方程为

∂t(uE + ub) + (uE + ub)∂x(uE + ub) + (y∂x2
vE + vb)∂yu

b − ∂2
yu

b + ∂xpE = 0.

这即为 Prandtl边界层方程.
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综上讨论, 如果拟设 (1.3) 中的 (uε, vε, pε) 满足 Navier-Stokes 方程 (1.1) 以及非滑移边界条件

(1.2), 则 (uE , vE , pE)满足 Euler方程

∂tu
E + uE∂x1

uE + vE∂x2
uE + ∂x1

pE = 0,

∂tv
E + uE∂x1

vE + vE∂x2
vE + ∂x2

pE = 0,

vE |x2=0 = 0,

(uE , vE)|t=0 = (uE
0 , v

E
0 ),

而

u(t, x, y) = uE + ub(t, x, y), v(t, x, y) = y∂x2
vE + vb(t, x, y),

则满足 Prandtl方程: 

∂tu+ u∂xu+ v∂yu− ∂2
yu+ ∂xp

E(t, x, 0) = 0,

∂xu+ ∂yv = 0,

u|y=0 = v|y=0 = 0, lim
y→+∞

u = uE(t, x, 0),

u|t=0 = u0(x, y),

(1.6)

其中 uE(t, x, 0) pE(t, x, 0)满足如下 Bernoulli定律:

∂tu
E(t, x, 0) + uE(t, x, 0)∂xu

E(t, x, 0) + ∂xp
E(t, x, 0) = 0. (1.7)

Prandtl 方程 (1.6) 可视为退化的 Navier-Stokes 方程: 缺少切向的耗散性以及关于法向速度 v 的时

间演化方程, 速度 v 可以通过 (1.6)中的不可压条件以及边界条件确定, 即

v(t, x, y) = −
∫ y

0

∂xu(t, x, ỹ)dỹ.

因而非局部项 v 损失了一阶切向导数, 这是 Prandtl 方程的数学研究中最主要的困难. 类似于二维

Prandtl方程 (1.6), 三维 Prandtl方程为

∂tu+ (u · ∂x)u+ v∂yu− ∂2
yu+ ∂xp

E(t, x, 0) = 0,

∂x · u+ ∂yv = 0,

u|y=0 = (0, 0), v|y=0 = 0, lim
y→+∞

u = uE(t, x, 0),

u|t=0 = u0(x, y),

其中 u 是切向量速度场, x 为二维切向量. 与二维 Prandtl 方程相比, 三维情况下关于切向速度的两

个方程都具有导数损失, 这导致三维 Prandtl方程的处理比二维要复杂很多. 二维 Prandtl方程 (1.6)

本质上是一个退化标量方程, 而三维则是退化抛物方程组. 关于 Prandtl 方程的数学理论在 Oleinik

的专著 [36]中有详细的讨论.

到目前为止, 关于 Prandtl 方程的研究已有大量的工作. Prandtl 方程的适定性理论主要建立在

Sobolev 空间和解析空间 (或更一般的 Gevrey 空间) 这两个不同的框架下, 前者依赖于 Oleinik 单调
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性假设, 而后者一般对初始值的正则性有很高的要求. 在二维情形, 如果初始值满足单调性条件, 则

Sobolev 空间的适定性理论由 Oleinik [36] 证明. Alexandre 等 [1] 与 Masmoudi 和 Wong [34] 基于能量

方法, 给出了 Oleinik 经典结果的重新证明. 需要指出的是, 目前关于三维 Prandtl 方程的 Sobolev

适定性的结果甚少, 仅有部分进展 (可参见文献 [30]). 另一方面, 如果 Oleinik 单调性条件不再成立,

则 Prandtl 方程在 Sobolev 框架下不再适定, 关于其严格的数学验证可参见文献 [5, 6, 8, 9, 16–18, 29]

以及所列文献. Sammartino 和 Caflisch 的经典工作 [40] 证明了在没有任何结构性假设条件下, 二维

和三维 Prandtl 方程在解析空间中是适定的, 最近 Dietert 和 Gérard-Varet [7] 与本文作者 [22] 在临界

Gevrey 空间中分别在二维和三维中证明了 Prandtl 方程的适定性. 关于 Prandtl 方程的研究, 详细

的讨论可以参见文献 [1, 4, 7–9,13,19–21,23–25,29,30,33,44–47]以及这些工作中所列文献.

建立了 Prandtl 方程的适定性理论, 一个自然的问题是如何从数学上严格验证 Prandtl 拟设展

开式 (1.3) 成立, 这即为流体高雷诺极限问题. 相较于 Prandtl 方程的适定性, 这一高雷诺数极限问

题更为复杂, 因为在边界层中的旋度当粘性趋于零时将逼近无穷大, 如何控制旋度是解决问题的关

键, 这本质上涉及到导数损失的问题. 事实上, 基于抽象 Cauchy-Kovalevskaya 定理, Sammartino 和

Caflisch 的经典工作 [41] 证明展式 (1.3) 在解析框架下成立 (基于能量方法的重新证明可参见文献

[43]); 最近, Gérard-Varet 等 [11, 12] 证明了 (1.3) 在指标 3/2 的临界 Gevrey 框架下仍然成立, 但是这

里需要结构性假设条件.

1.3 消去机制与 Sobolev适定性

二维 Prandtl方程在 Sobolev空间中的适定性理论目前已有较完善的理论 (参见文献 [1, 34, 36]),

其中数学严格证明最困难的地方在于如何克服切向导数的损失, 此时, Oleinik 单调性条件起到关键

的作用. 事实上, 在单调性条件下, Oleinik [36] 利用 Crocco 变换, 证明了 Prandtl 方程经典解的局部

存在性. 最近 Alexandre 等 [1] 与 Masmoudi 和 Wong [34] 基于能量方法重新证明了 Prandtl 方程在

Sobolev 空间中的适定性, 这里最主要的思想是: 利用 Oleinik 单调性而观察到速度方程和旋度方程

之间的消去机制, 进而引入一个新的未知函数, 而关于这个新的未知函数的演化方程中没有切向导数

的损失. 接下来的部分我们简要介绍文献 [1, 34] 中引入的消去机制, 后续很多关于 Prandtl 方程的研

究工作均受到该消去机制的启发. 令 u 满足二维方程 (1.6), 定义 ω 如下:

ω = ∂yu.

通过在 (1.6)的第一个方程两端求法向导数, 则可得 ω 满足

∂tω + u∂xω + v∂yω − ∂2
yω = 0.

和速度的演化方程一样, 上述方程也是退化的抛物方程. 当在上述方程中求 m 阶切向导数时, 则在

(∂m
x v)∂yω 这一项中损失一阶切向导数:

[∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y ]∂

m
x ω = −(∂m

x v)∂yω + l.o.t., (1.8)

其中 l.o.t. 代表低阶导数项, 这些低阶项不会为能量估计带来任何本质困难. 另一方面, 注意到速度

方程关于速度m 阶切向导数也有 ∂m
x v 这一导数损失项:

[∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y ]∂

m
x u = −(∂m

x v)ω + l.o.t. (1.9)
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在 Oleinik 单调性 (即 ω > 0) 的假设下, Alexandre 等 [1] 与 Masmoudi 和 Wong [34] 观察到可以通过

上述两个方程消去有导数损失的项 ∂m
x v. 具体而言, 在速度方程 (1.9) 的两端乘以 ∂yω

ω
, 然后与另一

个方程 (1.8)相减, 则得到关于新的未知函数

fm = ∂m
x ω − ∂yω

ω
∂m
x u = ω∂y

(
∂m
x u

ω

)
, m > 1

的演化方程, 计算可知 fm 满足

[∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y ]fm = Fm, (1.10)

其中

Fm =−
m∑

k=1

(
m

k

)
(∂k

xu)∂
m−k+1
x ω −

m−1∑
k=1

(
m

k

)
(∂k

xv)∂
m−k
x ∂yω

+
∂yω

ω

[
∂m+1
x pE +

m∑
k=1

(
m

k

)
(∂k

xu)∂
m−k+1
x u+

m−1∑
k=1

(
m

k

)
(∂k

xv)∂
m−k
x ω

]
+

[
∂xω − (∂xu)

∂yω

ω
− 2

∂yω

ω
∂y

∂yω

ω

]
∂m
x u+ 2

(
∂y

∂yω

ω

)
∂m
x ω.

注意到 Fm 仅涉及到 u, ω 的至多 m阶切向导数, 并且由 Hardy型不等式可知

∥ ⟨y⟩ℓ ∂m
x ω∥L2 + ∥ ⟨y⟩ℓ−1

∂m
x u∥L2 6 C∥ ⟨y⟩ℓ fm∥L2 ,

从而 Fm 可被 fm 在加权 Sobolev 空间控制. 这说明在 fm 的演化方程 (1.10) 中, 我们没有导数的损

失, 从而可在加权的 Sobolev空间中建立关于 fm 的能量估计.

另一方面, 如果初始值不满足 Oleinik单调性条件, Gérard-Varet和 Dormy [9] 证明了 Prandtl方

程在 Sobolev 框架下不再适定. 事实上, Gérard-Varet 和 Dormy 的结果蕴涵着 Prandtl 方程在指标

大于 2 的 Gevrey 空间中是不适定性的. 一个自然的问题是: 如果指标 σ 6 2, 那么 Prandtl方程在

Gevrey空间 Gσ 中是否适定? 接下来的两节将详细介绍如何利用 Prandtl 方程内在的消去机制, 结

合抽象 Cauchy-Kovalevskaya 定理, 在 Gevrey 框架下准确刻画导数的损失, 从而给出这个问题一个

肯定的答案.

2 抽象 Cauchy-Kovalevskaya定理

经典的 Cauchy-Kovalevskaya 定理主要是关于非线性偏微分方程 Cauchy 问题在解析框架下解

的局部存在性以及唯一性. 更一般地, Ovsjannikov [37] 与 Nirenberg [35] 等人在一簇 Banach空间中寻

找抽象的 Cauchy问题

∂th = F (t, h), h|t=0 = h0 (2.1)

的解, 建立了抽象的 Cauchy-Kovalevskaya 定理. 本文作者关于 Prandtl 方程在 Gevrey 空间中的适

定性的工作 [22]正是基于抽象的 Cauchy-Kovalevskaya定理.
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2.1 抽象的 Cauchy-Kovalevskaya定理以及 Prandtl方程的解析适定性

本小节首先简要介绍抽象的 Cauchy-Kovalevskaya 定理, 详细的讨论可以参见文献 [35]. 在如下

讨论中, 令 {Xρ, ∥ · ∥Xρ
}ρ>0 为一簇 Banach空间, 其中范数满足如下条件:

∀ 0 < ρ < ρ̃, ∥ · ∥Xρ
6 ∥ · ∥Xρ̃

.

定理 2.1 对于抽象的 Cauchy 问题 (2.1), 假设 F : [0, T0] ×Xρ̃ → Xρ 是连续映照, 并且满足

条件: 存在常数 C > 0, 使得

∀ t 6 T0, ∀ 0 < ρ < ρ̃, ∥F (t, g)− F (t, h)∥Xρ
6 C

∥g(t)− h(t)∥|Xρ̃

ρ̃− ρ
. (2.2)

进一步地, 假设初始值 h0 ∈ Xρ0
, 其中 ρ0 > 0 是给定常数, 则 Cauchy 问题 (2.1) 存在唯一局部解

h ∈ L∞([0, T ];Xρ), 其中 0 < ρ < ρ0, T < T0.

定理 2.1的证明概要 证明主要依赖于下述不动点问题. 事实上, 对于给定的 ρ0, 我们定义

X =
∪

0<ρ6ρ0

Xρ

以及映照 P : X → X 如下:

Ph(t) = h0 +

∫ t

0

F (s, h(s))ds. (2.3)

则求解 Cauchy问题 (2.1)等价于寻找上述算子 P 的不动点. 为此对应给定的 ρ0, T0 > 0, 定义

|||h|||a
def
= sup

ρ,t

(
ρ0 − ρ− at

ρ0 − ρ

)
∥h∥Xρ

, (2.4)

其中待定常数 a充分大, 右端的上确界是关于所有满足限制条件 ρ+at < ρ0 的 (ρ, t) ∈ ]0, ρ0[ ×[0, T0].

对于上述三个范数, 我们拟验证存在足够大的常数 a > 0 使得

|||Ph− Pg|||a 6 2−1|||h− g|||a. (2.5)

为此, 我们选取任意的 ρ > 0 以及 t ∈ [0, T0], 并且满足限制条件 ρ+ at < ρ0. 对于上述给定 ρ, 定义

特殊的 ρ̃(s)如下:

ρ̃(s) =
ρ0 + ρ− as

2
.

则可以验证对于任意的 s ∈ [0, t]均有

ρ < ρ̃(s), ρ̃(s) + as < ρ0

以及

ρ̃(s)− ρ =
ρ0 − ρ− as

2
= ρ0 − ρ̃(s)− as, ρ0 − ρ̃(s) 6 ρ0 − ρ. (2.6)

进一步地, 由 (2.4), 则对于任意的 s ∈ [0, t],

∥h(s)∥Xρ̃(s)
6 |||h|||a

(
ρ0 − ρ̃(s)− as

ρ0 − ρ̃(s)

)−1

. (2.7)
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联立上面的估计式以及条件 (2.2), 对于任意的 t ∈ [0, T ], 我们可以验证由 (2.3)所定义的算子 P 满足

∥Ph(t)− Pg(t)∥Xρ
6

∫ t

0

∥F (s, h(s))− F (s, g(s))∥Xρ
ds

6 C

∫ t

0

∥h(s)− g(s)∥Xρ̃(s)

ρ̃(s)− ρ
ds

6 C|||h− g|||a
∫ t

0

1

ρ̃(s)− ρ

ρ0 − ρ̃(s)

ρ0 − ρ̃(s)− as
ds (⇐= (2.7))

6 C|||h− g|||a
∫ t

0

ρ0 − ρ̃(s)

(ρ0 − ρ̃(s)− as)2
ds (⇐= (2.6))

6 C|||h− g|||a
∫ t

0

ρ0 − ρ

(ρ0 − ρ− as)2
ds (⇐= (2.6))

6 C
|||h− g|||a

a

(
ρ0 − ρ− at

ρ0 − ρ

)−1

,

在上式两边同乘以 ρ0−ρ−at
ρ0−ρ

, 然后关于 ρ, t 取上确界, 可得

|||Ph− Pg|||a 6 Ca−1|||h− g|||a.

故当 a 足够大时, 估计 (2.5) 成立, 这说明 P : X → X 为压缩映照, 从而存在不动点, 该不动点即为

Cauchy问题 (2.1)的解.

基于抽象的 Cauchy-Kovalevskaya 定理, Sammartino 和 Caflisch [40, 41] 在解析框架下证明了 2

维以及 3维 Prandtl方程的局部适定性以及相关的高雷诺数极限. 这里主要的思想是将 Prandtl方程

重新写为半平面的热方程:

(∂t − ∂2
y)u = F (t, u, ∂xu).

对于实解析函数 u, 通过复延拓得到全纯函数, 然后利用全纯函数的 Cauchy 公式推导出类似于 (2.2)

的关键估计:

∥F (t, u, ∂xu)∥Xρ
6 C

∥u∥Xρ̃

ρ̃− ρ
, ∀ ρ < ρ̃.

进而利用抽象的 Cauchy-Kovalevskaya定理, 得到 Prandtl方程的解析适定性.

2.2 抽象 Cauchy-Kovalevskaya定理: 能量方法

为了应用抽象 Cauchy-Kovalevskaya 定理, 关键是验证条件 (2.2). 本节利用能量方法来验证条

件 (2.2), 这将有助于我们应用抽象 Cauchy-Kovalevskaya定理来证明 Prandtl方程的适定性.

模型 I: 一阶 Cauchy 问题. 首先考虑一阶 Cauchy问题

∂th = F (t, ∂xh), h|t=0 = h0. (2.8)

由抽象 Cauchy-Kovalevskaya 定理可知, 上述 Cauchy 问题在解析框架下存在唯一的局部解. 为了给

出能量方法证明, 定义一簇 Banach空间 {Xρ, ∥ · ∥Xρ
}ρ>0 如下:

Xρ =

{
h ∈ C∞ : ∥h∥Xρ

:= sup
k>0

ρk

k!
∥∂k

xh∥L2 < +∞
}
. (2.9)
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定理 2.2 令 Xρ 由 (2.9) 所定义. 假设 Cauchy 问题 (2.8) 的初始值 h0 ∈ Xρ0
, 其中 ρ0 > 0 为

常数. 进一步地, 如果存在常数 C > 0 使得 F 满足条件

∀ t 6 T0, ∥∂m
x F (t, ∂xh)∥L2 6 C∥∂m+1

x h∥L2 , (2.10)

其中 T0 > 0 为给定常数, 则 Cauchy 问题 (2.8) 存在一个唯一的局部解 h ∈ L∞([0, T ]; Xρ), 其中

0 < ρ < ρ0 以及 0 < T < T0.

证明 我们仅需证明

∀ 0 < ρ < ρ̃ 6 ρ0, ∥h(t)∥2Xρ
6 |h0|2ρ0

+ C

∫ t

0

∥h∥2Xρ̃

ρ̃− ρ
ds, (2.11)

则解的存在性可由标准的紧性论证得到. 为证明上述估计, 我们利用能量方法, 由方程 (2.8)可得(
ρk

k!

)2

∥∂k
xh(t)∥2L2 =

(
ρk

k!

)2

∥∂k
xh0∥2L2 +

(
ρk

k!

)2 ∫ t

0

(∂k
xF (s, ∂xh), ∂k

xh)L2ds. (2.12)

另一方面, 利用 (2.10)以及估计式

∀ 0 < r < 1, ∀ k ∈ Z+, krk 6 1

1− r
,

我们可以推导出 (2.12)右端最后一项关于 k 的一致上界:(
ρk

k!

)2 ∫ t

0

|(∂k
xF (s, ∂xh), ∂k

xh)L2 |ds

6 C

(
ρk

k!

)2 ∫ t

0

∥∂k+1
x h∥L2∥∂k

xh∥L2

6 C

(
ρk

k!

)2 ∫ t

0

k!

ρ̃k
(k + 1)!

ρ̃k+1
∥h∥2Xρ̃

ds

6 C

∫ t

0

k

ρ̃

(
ρ

ρ̃

)2k

∥h∥2Xρ̃
ds 6 C

∫ t

0

∥h∥2Xρ̃

ρ̃− ρ
ds.

将上式代入到 (2.12)中则有(
ρk

k!

)2

∥∂k
xh(t)∥2L2 6

(
ρk

k!

)2

∥∂k
xh0∥2L2 + C

∫ t

0

∥h∥2Xρ̃

ρ̃− ρ
ds.

两边同时对 k 取上确界, 我们得到所需估计式 (2.11).

模型 II: 二阶 Cauchy问题. 对于 Cauchy问题

∂2
t h = F (t, ∂xh), h|t=0 = h0, ∂th|t=0 = h1, (2.13)

如果 F 满足 (2.10), 则我们可去掉初始值 h0, h1 的解析正则性限制, 在指标为 2 的 Gevrey 类空间中

证明其适定性. 事实上, 我们将上述二阶方程重新写为如下方程组:
∂th = g,

∂tg = F (t, ∂xh),

h|t=0 = h0, g|t=0 = h1.

(2.14)
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粗略地讲, 如果视 g ≈ Λ
1/2
x h (其中 Λx 为象征为 (1 + ξ2)1/2 的 Fourier 乘子), 则方程组 (2.14) 中的

第一个和第二个方程均损失 1/2 阶导数, 从而我们可以将初始值的正则性由解析性降为指标为 2 的

Gevrey 类正则性. 具体而言, 如果 g 属于指标为 2 的 Gevrey 空间, 则

sup
k>0

ρk+1

k!2
∥∂k

xg∥L2 < +∞.

利用 Λ
−1/2
x g ≈ h以及 Sobolev插值公式可得

∥∂k
xh∥L2 ≈ ∥Λ−1/2

x ∂k
xg∥L2 . ∥∂k

xg∥
1/2
L2 ∥∂k−1

x g∥1/2L2 . [k!2/ρk+1]1/2[(k − 1)!2/ρk]1/2 . k!2

ρk+1

1

k
,

即

sup
k>0

ρk+1

k!2
k∥∂k

xh∥L2 < +∞.

受此启发, 针对方程组 (2.14), 我们定义指标为 2 的 Gevrey 空间 Yρ 如下:

Yρ :=

{
(h, g) : ∥(h, g)∥Yρ

= sup
k>0

[
ρk+1

k!2
(k + 1)∥∂k

xh∥L2 +
ρk+1

k!2
∥∂k

xg∥L2

]
< +∞

}
. (2.15)

为了证明方程组在 Yρ 空间中的适定性, 我们将采用能量方法推导如下类似于 (2.11)的估计:

∀ 0 < ρ < ρ̃ 6 ρ0, ∥(h(t), g(t)∥2Yρ
6 ∥(h0, h1)∥2Yρ0

+ C

∫ t

0

∥(h, g)∥2Yρ̃

ρ̃− ρ
ds. (2.16)

为此, 我们首先对方程组 (2.14)中的第二个方程利用标准的能量方法, 则有(
ρk+1

k!2

)2

∥∂k
xg(t)∥2L2 =

(
ρk+1

k!2

)2[
∥∂k

xh1∥2L2 + 2

∫ t

0

(∂k
xF (s, ∂xh), ∂

k
xg)L2ds

]
6

(
ρk+1

k!2

)2

∥∂k
xh1∥2L2 + C

(
ρk+1

k!2

)2 ∫ t

0

∥∂k+1
x h∥L2∥∂k

xg∥L2ds

6
(
ρk+1

k!2

)2

∥∂k
xh1∥2L2 + C

(
ρk+1

k!2

)2 ∫ t

0

(k + 1)!2

ρ̃k+2

k!2

ρ̃k+1

∥(h, g)∥2Yρ̃

k + 1
ds

6
(
ρk+1

k!2

)2

∥∂k
xh1∥2L2 + C

∫ t

0

k + 1

ρ̃

(
ρ

ρ̃

)2(k+1)

∥(h, g)∥2Yρ̃
ds

6
(
ρk+1

k!2

)2

∥∂k
xh1∥2L2 + C

∫ t

0

∥(h(s), g(s))∥2Yρ̃

ρ̃− ρ
ds.

另一方面, 由方程组 (2.14)中的第一个方程可得(
ρk+1

k!2

)2

k2∥∂k
xh(t)∥2L2 6

(
ρk+1

k!2

)2

k2

[
∥∂k

xh0∥2L2 + 2

∫ t

0

∥∂k
xg∥L2∥∂k

xh∥L2dt

]
6

(
ρk+1

k!2

)2

k2∥∂k
xh0∥2L2 + 2

(
ρk+1

k!2

)2

k2

∫ t

0

(
k!2

ρ̃k+1

)2 ∥(h, g)∥2Yρ̃

k
ds+ · · ·

6
(
ρk+1

k!2

)2

k2∥∂k
xh0∥2L2 + 2

∫ t

0

k

(
ρ

ρ̃

)2(k+1)

∥(h, g)∥2Yρ̃
ds
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6
(
ρk+1

k!2

)2

k2∥∂k
xh0∥2L2 + C

∫ t

0

∥(h, g)∥2Yρ̃

ρ̃− ρ
ds.

联立上述两个估计, 则有 (2.16), 从而得到关于方程组 (2.14)在指标为 2的 Gevrey空间 Yρ 中的适定

性.

定理 2.3 令 Yρ 由 (2.15) 所定义. 假设 Cauchy 问题 (2.14) 的初始值 (h0, h1) ∈ Yρ0
, 其中

ρ0 > 0 为常数. 如果 F 满足条件 (2.10), 则 Cauchy 问题 (2.14) 存在一个唯一的局部解 (h, g) ∈
L∞([0, T ]; Yρ), 其中 0 < T < T0, 0 < ρ < ρ0.

注 2.1 如果将 (2.14)中的时间导数 ∂t 替换成半空间中的线性 Prandtl算子

∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y

并赋予合适的边界条件, 则相应的初边值问题 (∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y)h = g,

(∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y)g = F (t, ∂xh)

有类似于定理 2.3 中的 Gevrey 类适定性结果, 但是对于法方向 y 仅需要 Sobolev正则性.

模型 III: 高阶 Cauchy问题. 更一般地, 对于 Cauchy问题 ∂m
t h = F (t, ∂k

xh), k 6 m,

∂j
th|t=0 = hj , j = 0, 1, . . . ,m− 1,

(2.17)

如果 F 满足 (2.10), 则类似于前面两个模型问题, 上述 Cauchy 问题 (2.17) 在指标为 m/k 的 Gevrey

类空间中是局部适定的.

3 Prandtl方程在 Gevrey空间中的适定性

如果初始值不满足 Oleinik 单调性条件, Gérard-Varet 和 Dormy [9] 证明了 Prandtl 方程在

Sobolev 框架下不再适定. 事实上, Gérard-Varet 和 Dormy 的结果蕴涵着 Prandtl 方程在指标为 2

的 Gevrey 空间中是不适定的. 一个自然的问题是: 如果指标 σ 6 2, 那么 Prandtl 方程在 Gevrey

空间 Gσ 中是否适定? 当 σ = 1 (即解析函数空间) 时, Sammartino 和 Caflisch 的经典工作 [40] 在

G1 框架下建立了二维和三维 Prandtl 方程的适定性; 第一个非解析框架、非单调条件下适定性理

论由 Gérard-Varet 和 Masmoudi [13] 所建立, 他们对于一类含有非退化临界点的初始值, 证明了二

维 Prandtl 方程在 Gevrey 空间 G7/4 中的适定性; 最近, Chen 等 [4] 与本文作者 [25] 分别利用不同的

方法改进了 Gérard-Varet 和 Masmoudi [13] 的结果, 得到了 Gevrey 适定性的临界指标 2. 上述关于

Gevrey的工作强烈依赖于非退化临界点这一结构性假设. 最近, Dietert-G é rard和 Varet [7] 通过发

现了 Prandtl 方程内在蕴涵的消去机制, 对于没有任何结构性假设的初始值, 建立了二维 Prandtl 方

程在临界 Gevrey 空间 G2 的适定性; 对应三维的结果由本文作者 [22] 所证明.
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定义 3.1 令 ℓ > 1/2 为给定常数. 对于给定的 ρ > 0, 我们定义指标为 2、收敛半径为 ρ 的

Gevrey 空间 Xρ 如下: Xρ 为所有满足 ∥f∥ρ < +∞ 的 (标量值或向量值)函数 f 的集合, 其中

∥f∥ρ := sup
06j65

α∈Zn−1
+

Lρ,|α|+j

∥∥ ⟨y⟩ℓ+j
∂α
x ∂

j
yf

∥∥
L2 , Lρ,m :=

ρm+1(m+ 1)7

m!2
,

这里 n = 2 或者 n = 3.

注 3.1 上述函数空间Xρ 关于切向方向 x是指标为 2的Gevrey类空间, 而关于法向方向 y 是

Sobolev正则性的.

对于一般的 (即没有任何结构性条件限制的) 初始值, Prandtl方程在临界 Gevrey 空间中的适定

性可以表述如下.

定理 3.1 (参见文献 [7, 22]) 令 Xρ 由定义 3.1所定义. 假设 Prandtl方程 (组)

∂tu+ (u · ∂x)u+ v∂yu− ∂2
yu+ ∂xp

E(t, x, 0) = 0,

∂x · u+ ∂yv = 0,

u|y=0 = 0, v|y=0 = 0, lim
y→+∞

u = uE(t, x, 0),

u|t=0 = u0(x, y)

(3.1)

中的初始值 u0 满足恰当的相容性条件以及 u0 ∈ X2ρ0
, 其中 ρ0 > 0. 则上述 Prandtl 方程 (组) 存在

唯一的局部解 u ∈ L∞([0, T ]; Xρ), 这里 T > 0, 0 < ρ < 2ρ0.

本节将结合消去机制与抽象 Cauchy-Kovalevskaya 定理证明定理 3.1, 这一方法通用于二维与三

维情形.

3.1 二维 Prandtl方程的局部适定性

简单起见, 我们首先考虑二维 Prandtl 情形. 进一步地, 不失一般性, 我们不妨假设 (3.1) 中的外

流 uE(t, x, 0) ≡ 0, 从而由 Bernoulli定律 (1.7)可知 pE(t, x, 0) ≡ 0. 此时 (3.1)可简化为

∂tu+ u∂xu+ v∂yu− ∂2
yu = 0,

∂xu+ ∂yv = 0,

u|y=0 = v|y=0 = 0, lim
y→+∞

u = 0,

u|t=0 = u0(x, y).

(3.2)

为了对上述二维 Prandtl 方程证明定理 3.1, 其中最关键的步骤是推导初边值问题 (3.2) 的先验估计,

从而初边值问题 (3.2) 的存在唯一性可以由标准的正则化过程以及紧性论证所得到. 我们将仅给出

先验估计 (详见下文定理 3.2)的证明思路, 省略正则化过程.

首先简单介绍主要的证明思想, 然后叙述初边值问题 (3.2)的先验估计, 并给出证明概要.
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3.1.1 证明思想

受 Dietert 和 Gérard-Varet的工作 [7] 启发, 我们引入如下辅助函数:
(∂t + u∂x + v∂y − ∂2

y)

∫ y

0

U(t, x, ỹ)dỹ = −∂xv(t, x, y),

U|t=0 = 0, ∂yU|y=0 = U|y→+∞ = 0.

(3.3)

辅助函数 U 的存在性可由经典的抛物方程理论得到. 事实上, 令 f 为如下抛物方程 (∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y)f = −∂xv,

f |t=0 = 0, f |y=0 = ∂yf |y→+∞ = 0

的解. 然后定义 U = ∂yf , 则 U 满足方程 (3.3).

借助辅助函数 U , 我们可以利用消去机制克服非局部项 v 导致的切向导数损失. 具体而言, 在方

程 (∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y)u = 0 两边作用 ∂x, 可知 ∂xu 满足方程

(∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y)∂xu = −(∂yu)∂xv − (∂xu)

2.

在方程 (3.3)两边同时乘以 ∂yu, 然后与上述方程相减, 则有

(∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y)

[
∂xu− (∂yu)

∫ y

0

Udỹ
]

︸ ︷︷ ︸
:=λ

= −(∂xu)
2 + 2(∂2

yu)U . (3.4)

如果视 U 与 ∂xu同阶, 则在方程 (3.4)中我们没有切向导数的损失, 从而可以得到 ∂xu− (∂yu)
∫ y

0
Udỹ

这一项的估计; 进一步地, 如果我们有
∫ y

0
Udỹ 这一项的估计, 则 ∂xu的估计也可得到. 故关键的问题

是如何得到
∫ y

0
Udỹ 这一项的估计. 由于 U 与 ∂xu 同阶, 故方程 (3.3) 右端项 −∂xv 损失了一阶切向

导数, 这导致我们无法通过 (3.3) 得到
∫ y

0
Udỹ 的估计. 我们主要的观察是: U 的时间演化方程中蕴涵

着消去机制, 可以通过 U 的估计来得到
∫ y

0
Udỹ 的估计. 事实上, 在方程 (3.3)两端同时作用 ∂y, 则有

(∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y)U = ∂x

[
∂xu− (∂yu)

∫ y

0

Udỹ
]

︸ ︷︷ ︸
=λ

+(∂x∂yu)

∫ y

0

Udỹ + (∂xu)U . (3.5)

如果联立上述方程与 (3.4), 可发现 (λ,U) 满足的方程组与 (h, g) 所满足的方程组 (2.14) 有着类似的

退化结构. 注意在上节中, 为了求解方程组 (2.14), 在 (2.15) 中引入了一族 Banach 空间 {Yρ}ρ>0, 并

在 {Yρ}ρ>0 中求解方程组 (2.14). 受 (2.15)所启发, 自然地, 我们可定义

|(λ,U))|ρ = sup
m>0

[
ρm+2

(m+ 1)!2
(m+ 2)∥∂m

x λ∥L2 +
ρm+2

(m+ 1)!2
∥∂m

x U∥L2

]
.

严格地, 为了求解非线性 Prandtl方程, 我们引入如下范数:

定义 3.2 令 U 与 λ 由 (3.3)及 (3.4)所分别给定, 记

a⃗ = (u,U , λ),
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并定义 |⃗a|ρ 为

|⃗a|ρ = ∥u∥ρ + sup
m>0

(Lρ,m+1∥∂m
x U∥L2 + Lρ,m+1(m+ 2)∥∂m

x λ∥L2),

其中

Lρ,m :=
ρm+1(m+ 1)7

m!2
. (3.6)

注 3.2 定义 (3.6)中的因子 (m+1)7 主要是为了处理非线性项, 其仅会影响收敛半径, 而不会

影响 Gevrey 空间的指标.

3.1.2 先验估计

令 Xρ 由定义 3.1 所给出. 假设 u ∈ L∞([0, T ]; Xρ) 为 Prandtl 方程 (3.2) 的一个光滑解, 并且满

足

sup
06j65

m+j610

∥ ⟨y⟩ℓ+j
∂m
x ∂j

yu(t)∥L2 6 C∗, (3.7)

其中常数 C∗ > 1 仅依赖于 ρ0, ∥u0∥2ρ0
以及 Sobolev 嵌入常数. 接下来我们将推导关于上述 u 的先

验估计.

定理 3.2 (先验估计) 令 ∥u∥ρ 以及 |⃗a|ρ 分别由定义 3.1 以及 3.2 所给定. 假设 Prandtl 方程

(3.2) 的初始值 u0 满足恰当的相容性条件以及 u0 ∈ X2ρ0
, 其中 ρ0 > 0. 假设 u ∈ L∞([0, T ]; Xρ) 为

Prandtl方程 (3.2)的一个光滑解, 并且满足条件 (3.7). 则我们可以找到两个常数 C1, C2 > 1, 使得下

述估计式

|⃗a(t)|2ρ 6 C1∥u0∥22ρ0
+ eC2C

2
∗

∫ t

0

(|⃗a(s)|2ρ + |⃗a(s)|4ρ) ds+ eC2C
2
∗

∫ t

0

|⃗a(s)|2ρ̃
ρ̃− ρ

ds

对所有的 t ∈ [0, T ] 以及所有满足条件 0 < ρ < ρ̃ < ρ0 的 ρ, ρ̃ 均成立. 这里 a⃗ = (u,U , λ), 其中 U 以

及 λ 分别由 (3.3)以及 (3.4)所给出.

注 3.3 定理 3.2 中的常数 C1 有显式的数值, 而常数 C2 仅依赖于 ρ0 以及 Sobolev 嵌入常数.

这两个常数 C1, C2 均不依赖于 (3.7)中的常数 C∗.

定理 3.2 的证明概要 我们将主要处理有导数损失的项, 其他项由于没有导数损失而不会为问

题带来本质的困难, 为此仅考虑切向导数的估计. 主要的思路与模型方程 (2.14) 的讨论非常类似, 只

是这里的计算比 (2.14)复杂.

(i) 辅助函数 U 的估计. 辅助函数 U 这一项的处理与模型方程 (2.14) 中的 g 非常类似. 在方程

(3.5)两边同时作用 ∂m
x 则有

(∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y)∂

m
x U = ∂m+1

x λ+ ∂m
x

[
(∂x∂yu)

∫ y

0

U(t, x, ỹ)dỹ + (∂xu)U
]

−
m∑

k=1

(
m

k

)
[(∂k

xu)∂
m−k+1
x U + (∂k

xv)∂
m−k
x ∂yU ].

利用 (3.3)中的初边值条件, 可推导出关于上述方程的能量估计:

1

2
L2

ρ,m+1∥∂m
x U∥2L2 +

∫ t

0

L2
ρ,m+1∥∂y∂m

x U∥2L2ds
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6
∫ t

0

L2
ρ,m+1∥∂m+1

x λ∥L2∥∂m
x U∥L2ds

+

∫ t

0

L2
ρ,m+1

∥∥∥∥∂m
x

[
(∂x∂yu)

∫ y

0

U(t, x, ỹ)dỹ + (∂xu)U
]∥∥∥∥

L2

∥∂m
x U∥L2ds

+

m∑
k=1

(
m

k

)∫ t

0

L2
ρ,m+1∥(∂k

xu)∂
m−k+1
x U + (∂k

xv)∂
m−k
x ∂yU∥L2∥∂m

x U∥L2ds.

注意到上述估计中的第二项和最后一项没有切向导数的损失, 故可直接验证∫ t

0

L2
ρ,m+1

∥∥∥∥∂m
x

[
(∂x∂yu)

∫ y

0

U(t, x, ỹ)dỹ + (∂xu)U
]∥∥∥∥

L2

∥∂m
x U∥L2ds

6 ε

∫ t

0

L2
ρ,m+1∥∂y∂m

x U∥2L2ds+ Cε

∫ t

0

(|⃗a|3ρ + |⃗a|4ρ)ds,

以及

m∑
k=1

(
m

k

)∫ t

0

L2
ρ,m+1∥(∂k

xu)∂
m−k+1
x U + (∂k

xv)∂
m−k
x ∂yU∥L2∥∂m

x U∥L2ds

6 ε

∫ t

0

L2
ρ,m+1∥∂y∂m

x U∥2L2ds+ Cε

∫ t

0

(|⃗a|3ρ + |⃗a|4ρ)ds,

其中 ε > 0为任意小的常数. 另一方面, 利用定义 3.2, 可知对任意的 ρ < ρ̃ 均有∫ t

0

L2
ρ,m+1∥∂m+1

x λ∥L2∥∂m
x U∥L2ds

6
∫ t

0

L2
ρ,m+1

(m+ 2)Lρ̃,m+2Lρ̃,m+1

Lρ̃,m+2(m+ 2)∥∂m+1
x λ∥L2 × Lρ̃,m+1∥∂m

x U∥L2ds

6 C

∫ t

0

m+ 2

ρ̃

(
ρ

ρ̃

)m+2

|⃗a|2ρ̃ ds 6 C

∫ t

0

|⃗a|2ρ̃
ρ̃− ρ

ds.

联立上述估计式可得

sup
m>0

L2
ρ,m+1∥∂m

x U∥2L2 + sup
m>0

∫ t

0

L2
ρ,m+1∥∂y∂m

x U∥2L2ds

6 C

∫ t

0

(|⃗a|3ρ + |⃗a|4ρ)ds+ C

∫ t

0

|⃗a|2ρ̃
ρ̃− ρ

ds. (3.8)

(ii) 辅助函数 λ 的估计. 辅助函数 λ 这一项的处理与模型方程 (2.14) 中的 h 非常类似. 在方程

(3.4)两边同时对 x求m 阶导数:

(∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y)∂

m
x λ = ∂m

x (−(∂xu)
2 + 2(∂2

yu)U)

−
m∑

k=1

(
m

k

)
[(∂k

xu)∂
m−k+1
x λ+ (∂k

xv)∂
m−k
x ∂yλ].

进一步地, 注意到 ∂m
x λ|y=0 = 0 以及 ∂m

x λ|t=0 = ∂m+1
x u0, 从而

1

2
L2

ρ,m+1(m+ 1)2∥∂m
x λ∥2L2 +

∫ t

0

L2
ρ,m+1(m+ 1)2∥∂y∂m

x λ∥2L2ds
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6 1

2
L2

ρ,m+1(m+ 1)2∥∂m
x u0∥2L2

+

∫ t

0

L2
ρ,m+1(m+ 1)2|(∂m

x (−(∂xu)
2 + 2(∂2

yu)U), ∂m
x λ)L2 |ds

+

m∑
k=1

(
m

k

)∫ t

0

L2
ρ,m+1(m+ 1)2|((∂k

xu)∂
m−k+1
x λ+ (∂k

xv)∂
m−k
x ∂yλ, ∂

m
x λ)L2 |ds.

虽然不等式右边没有切向导数的损失, 但是为了得到关于因子m+1的一致上界, 我们需要用 |⃗a|ρ̃ 而
不是 |⃗a|ρ 来控制右端项. 借助于 Leibniz公式可以验证∫ t

0

L2
ρ,m+1(m+ 1)2|(∂m

x ((∂xu)
2), ∂m

x λ)L2 |ds

6 C

∫ t

0

(m+ 1)
L2

ρ,m+1

L2
ρ̃,m+1

Lρ̃,m+1∥∂m
x (∂xu)

2∥L2 × Lρ̃,m+1(m+ 1)∥∂m
x λ∥L2ds

6 C

∫ t

0

(m+ 1)

(
ρ

ρ̃

)m+2

|⃗a|2ρ̃ ds 6 C

∫ t

0

|⃗a|2ρ̃
ρ̃− ρ

ds.

剩余的项 ∫ t

0

L2
ρ,m+1(m+ 1)2|(∂m

x ((∂2
yu)U), ∂m

x λ)L2 |ds

的处理虽然会复杂很多, 但是想法和上一项类似, 此时需要利用关于法方向的耗散性. 同样地, 对于

项

m∑
k=1

(
m

k

)∫ t

0

L2
ρ,m+1(m+ 1)2|((∂k

xu)∂
m−k+1
x λ+ (∂k

xv)∂
m−k
x ∂yλ, ∂

m
x λ)L2 |ds

可做类似估计, 具体的讨论可以参见文献 [22, 第 5节]. 从而结合上述估计式可得

sup
m>0

L2
ρ,m+1(m+ 1)2∥∂m

x λ∥2L2 + sup
m>0

∫ t

0

L2
ρ,m+1(m+ 1)2∥∂y∂m

x λ∥2L2ds

6 C

∫ t

0

(|⃗a|2ρ + |⃗a|4ρ)ds+ C

∫ t

0

|⃗a|2ρ̃
ρ̃− ρ

ds.

(iii) 速度 u的估计. 为了估计 ∂m
x u, 我们将利用 (3.2)与 (3.3), 通过将 ∂m

x u与 ∂m−1
x

∫ y

0
Udỹ 所满

足的两个方程相减, 消去有导数损失的项 ∂m
x v, 从而对于

∂m
x u− (∂yu)

∫ y

0

∂m−1
x Udỹ

所满足的时间演化方程中没有导数损失项. 由此可推导出

sup
m>0

L2
ρ,m

∥∥∥∥ ⟨y⟩l ∂m
x u− ⟨y⟩l (∂yu)

∫ y

0

∂m−1
x Udỹ

∥∥∥∥2

L2

6 C

∫ t

0

(|⃗a|2ρ + |⃗a|4ρ)ds.

联立上式与 (3.8), 可得

sup
m>0

L2
ρ,m∥ ⟨y⟩l ∂m

x u∥2L2 6 C

∫ t

0

(|⃗a|2ρ + |⃗a|4ρ)ds+ C

∫ t

0

|⃗a|2ρ̃
ρ̃− ρ

ds.
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从而完成了切向导数的估计, 剩下只需估计 u 的法向导数. 这一部分并不困难, 因为我们可以借助法

向的耗散性质得到, 故此次省去法向的处理, 详细的讨论见文献 [22, 引理4.3]. 这样我们就可以得到

定理 3.2中所需的估计.

3.2 三维 Prandtl方程的局部适定性

三维情形下, 定理 3.1的证明与二维类似, 仅需将 (3.3)与 (3.4)中的标量辅助函数 U 与 λ替换成

向量值函数 U = (U1,U2)与 λ = (λ1, λ2, λ̃1, λ̃2), 其中 Uj , j = 1, 2, 满足方程
(∂t + u · ∂x + v∂y − ∂2

y)

∫ y

0

Uj(t, x, ỹ)dỹ = −∂xj
v(t, x, y),

Uj |t=0 = 0, ∂yUj |y=0 = Uj |y→+∞ = 0,

而 
λ1 = ∂x1

u1 − (∂yu1)

∫ y

0

U1dỹ, λ2 = ∂x2
u1 − (∂yu1)

∫ y

0

U2dỹ,

λ̃1 = ∂x1
u2 − (∂yu2)

∫ y

0

U1dỹ, λ̃2 = ∂x2
u2 − (∂yu2)

∫ y

0

U2dỹ.

进一步地, 对应于定义 3.2, 我们可以定义 a⃗ = (u,U ,λ)以及

|⃗a|ρ = ∥u∥ρ + sup
m>0

∑
16j62

[Lρ,m+1∥∂m
xj
U∥L2 + Lρ,m+1(m+ 2)∥∂m

xj
λ∥L2 ].

从而利用估计式

∥∂α1
x1
∂α2
x2
f∥L2(R3

+) 6 ∥∂α1+α2
x1

f∥L2(R3
+) + ∥∂α1+α2

x2
f∥L2(R3

+),

其中 (α1, α2) ∈ Z2
+, 可知定理 3.2中的先验估计此时仍成立. 详细的讨论可参见文献 [22].

4 Prandtl型方程的 Gevrey适定性问题

本节主要考虑具有与 Prandtl 方程类似退化结构的两类流体力学方程, 一类是带有背景磁场

的 Prandtl 方程, 另一类是静力学 Prandtl 方程. 我们侧重介绍如何采用第 2 节中的抽象 Cauchy-

Kovalevskaya 定理, 在 Gevrey 类框架下讨论这两类方程的适定性. 由于这两类方程的退化结构比经

典的 Prandtl方程复杂, 所以目前还没有完善的结果, 此处我们仅列举部分进展.

4.1 磁流体边界层方程的适定性

磁流体 (magnetohydrodynamics, MHD) 方程主要是描述导电流体在磁场影响下的运动. 与

Prandtl 方程类似, 当我们考虑有界区域中磁流体方程的高雷诺数极限时, 由于磁流体的边界条件
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与理想磁流体的边界条件不匹配, 从而也会有边界层出现. 事实上, 采用 Prandtl 拟设 (Prandtl’s

ansatz), Liu等 [31] 以及 Gérard-Varet和 Prestipino [15] 推导出如下的半空间中磁流体边界层方程:

(∂t + u⃗ · ∇ − ∂2
z )uh − (f⃗ · ∇)fh +∇hp = 0,

∂tf⃗ −∇× (u⃗× f⃗ )− ∂2
z f⃗ = 0,

div u⃗ = div f⃗ = 0,

u⃗|z=0 = (∂zfh, fz)|z=0 = 0, (uh, fh)|z→+∞ = (U ,F ),

uh|t=0 = uh,0, fh|t=0 = fh,0,

(4.1)

其中 xh ∈ Rn−1 为切向变元, z ∈ R+ 为法向变量, 上面我们采用了记号 ∇h = ∂xh
= (∂x1

, . . . , ∂xd−1
)

以及 ∇ = (∇h, ∂z), 未知函数 u⃗ = (uh, uz) 以及 f⃗ = (fh, fz) 分别代表速度场与背景磁场. 与 Prandtl

方程类似, 方程 (4.1)中的 p, U 和 F 均为给定的关于 (t, xh)变量的函数, 并且满足 Bernoulli法则: ∂tU + (U · ∇h)U − (F · ∇h)F +∇hp = 0,

∂tF + (U · ∇h)F − (F · ∇h)U = 0.

利用不可压条件以及边界条件, 我们有法向速度与法向磁场的表达式:

uz(t, xh, z) = −
∫ z

0

∇h · uh(t, xh, z̃)dz̃, fz(t, xh, z) = −
∫ z

0

∇h · fh(t, xh, z̃)dz̃.

与 Prandtl 方程相比, 磁流体边界层方程不仅法向速度出现导数损失, 而且法向磁场也有导数损失,

这也是磁流体边界层方程研究的主要困难, 也导致磁流体边界层的研究可能比 Prandtl 方程要复杂.

一方面, 磁场可对流体有稳定性效应, 事实上, 如果切向磁场不为零, 则即使 Oleinik 单调性条件不成

立, Liu 等 [31, 32] 证明了二维磁流体边界层方程的 Sobolev 适定性以及相关高雷诺数极限. 另一方面,

受 Prandtl 方程 Gevery 类适定性理论启发, 一个自然的问题是: 如果初始值没有任何结构性假设条

件, 则磁流体边界层方程组 (4.1)是否在指标为 2的 Gevrey类空间中适定? 目前这个问题仍然是未

知的. 根据 Liu 等 [28] 的工作可知, 磁流体方程组 (4.1) 在指标大于 2 的 Gevrey 空间中是不适定的;

另一方面, 本文作者 [26] 证明了其在指标 6 3/2 的 Gevrey 空间中是适定的. 但是在指标介于 3/2 与

2 之间的 Gevrey空间中是否适定仍然是未知的.

接下来简要介绍本文作者 [26] 关于磁流体方程组 (4.1) 在 Gevrey 空间中的结果. 简单起见, 我们

仅考虑二维情形, 三维的讨论非常类似. 二维磁流体方程组可写为

(∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y)u− (f∂x + g∂y)f = 0,

∂tf + ∂y(vf − ug)− ∂2
yf = 0,

∂tg − ∂x(vf − ug)− ∂2
yg = 0,

∂xu+ ∂yv = ∂xf + ∂yg = 0,

其中 (u, v)为速度场, 而 (f, g)为磁场. 借助不可压条件, 我们将上述方程重新写为
(∂t + u∂x + v∂y − ∂2

y)u = ξ,

(∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y)f = η,

(∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y)g = f∂xv − g∂xu,

(4.2)
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其中

ξ = (f∂x + g∂y)f, η = (f∂x + g∂y)u.

类似于 Prandtl方程情形, 我们可以通过 (3.3)与 (3.4)同样地定义 Ũ 与 λ̃. 则类似于关系式 (3.5), 此

时的 Ũ 与 λ̃ 仍满足

(∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y)Ũ = ∂xλ̃+ (∂x∂yu)

∫ y

0

Ũdỹ + (∂xu)Ũ . (4.3)

但是与 (3.4)不同, 此时 λ̃ 满足方程

(∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y)λ̃ = ∂xξ − (∂xu)

2 + 2(∂2
yu)Ũ − (∂yξ)

∫ y

0

Ũdỹ. (4.4)

注意到 ∂xξ = ∂x(f∂xf + g∂yf), 故在上述关于 λ̃方程中, 关于 ∂xξ 这一项有一阶切向导数的损失. 粗

略看来, (Ũ , λ̃)类似于模型方程

∂2
t h = F (t, ∂2

xh),

而不是对应于 Prandtl方程情形的模型 (2.13). 在文献 [26]中, 作者观察到 ξ, η 满足方程组 (∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y)ξ − (f∂x + g∂y)η = 2[(∂xf)∂

2
yf − (∂yf)∂x∂yf ],

(∂t + u∂x + v∂y − ∂2
y)η − (f∂x + h∂y)ξ = 2[(∂xf)∂

2
yu− (∂yf)∂x∂yu].

上述方程中右端项没有切向导数的损失, 而能量估计中, 左边项也不会有导数损失, 从而联立上述方

程与 (4.3)–(4.4), 可知 (Ũ , λ̃, ξ)类似于模型方程

∂3
t h = F (t, ∂2

xh).

从而根据模型 (2.17), 我们可在指标为 3/2 的 Gevery 空间中估计 (Ũ , λ̃, ξ), 进而磁流体边界层方程

(4.2) 在指标为 3/2 的 Gevrey 空间中是局部适定的; 同样的结论也适用于三维磁流体方程 (4.1). 关

于磁流体方程的 Gevrey 适定性工作, 详细的讨论可参见本文作者的论文 [26].

4.2 静力学 Prandtl方程

静力学 Navier-Stokes 方程组在大气和海洋科学中起着重要作用, 主要用于描述大气海洋学中的

大尺度运动现象, 这类流动的典型特征是尺度是各向异性的. 通过尺度变换, 这类流体可以通过带状

区域的各向异性 Navier-Stokes方程所刻画:
(∂t + uε · ∂x + vε∂y − ε2∆x − ∂2

y)u
ε + ∂xp

ε = 0, (x, y) ∈ Rn−1× ]0, 1[,

ε2(∂t + uε · ∂x + vε∂y − ε2∆x − ∂2
y)v

ε + ∂yp
ε = 0, (x, y) ∈ Rn−1× ]0, 1[,

∂x · uε + ∂yv
ε = 0, (x, y) ∈ Rn−1× ]0, 1[,

(4.5)

其中 (uε, vε) 和 pε 为未知速度场和压力. 由于经典的 Navier-Stokes 方程是抛物型, 具有无穷传

播速度的性质, 故从物理角度来看并不是合理的. 为此, 在 20 世纪 40 年代, Cattaneo [2, 3] 利用
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所谓的 Cattaneo 定律代替 Fourier 定律, 则对应于上述抛物方程组 (4.5), 此时我们得到带状区域

Rn−1× ]0, 1[中的双曲型 Navier-Stokes方程:

η∂2
t u

ε + η∂t(u
ε · ∂xuε + vε∂yu

ε)

+ (∂t + uε · ∂x + vε∂y − ε2∆x − ∂2
y)u

ε + ∂xp
ε = 0,

ε2(η∂2
t v

ε + η∂t(u
ε · ∂xvε + vε∂yv

ε))

+ ε2(∂t + uε · ∂x + vε∂y − ε2∆x − ∂2
y)v

ε + ∂yp
ε = 0,

∂x · uε + ∂yv
ε = 0,

(4.6)

其中 η 是非常小的时滞参数. 这里我们考虑非滑移边界条件:

uε|y=0,1 = 0, vε|y=0,1 = 0.

形式上, 在方程组 (4.5) 中令 ε, η → 0, 则我们得到带状区域 Rn−1× ]0, 1[ 中静力学 Navier-Stokes 方

程 (或称静力学 Prandtl方程):

(∂t + u · ∂x + v∂y − ∂2
y)u+ ∂xp = 0,

∂yp = 0,

∂x · u+ ∂yv = 0,

u|y=0,1 = 0, v|y=0,1 = 0,

u|t=0 = u0.

(4.7)

相应地, 在方程组 (4.6) 中令 ε → 0, 则我们得到带状区域 Rn−1× ]0, 1[ 中的双曲型静力学 Navier-

Stokes方程: 

η∂2
t u+ η∂t(u · ∂xu+ v∂yu) + (∂t + u · ∂x + v∂y − ∂2

y)u+ ∂xp = 0,

∂yp = 0,

∂x · u+ ∂yv = 0,

u|y=0,1 = 0, v|y=0,1 = 0,

u|t=0 = u0. ∂tu|t=0 = u1.

(4.8)

与经典的 Prandtl方程相比, 方程组 (4.8)与 (4.7)中的压强是未知函数, 由于压强也会发生切向导数

损失, 这为研究这两类方程带来极大的困难. 事实上, 关于上述方程组 (4.8) 与 (4.7) 的 Sobolev 适定

性目前还没有任何的结果. 一般而言, 如果初始值没有结构性假设条件, 则静力学方程 (4.7)一般仅在

解析框架下是适定的. 对于正则性较解析性弱的初始值, 静力学方程 (4.7) 的适定性依赖于凸性这一

结构性假设条件: 最近对于凸性的 Gevrey 初始值, Gérard-Varet 等 [10] 与 Wang 和 Wang [42] 证明了

二维静力学方程 (4.7) 在临界指标为 3/2 的 Gevrey 空间中的适定性, 这一结果改进了 Gérard-Varet

等 [14] 的指标为 9/8的工作. 但是三维静力学方程 (4.7)目前没有任何 Gevrey 类适定性结果.

相较于半线性方程 (4.7), 由于拟线性项

η∂t((u · ∂x)u+ v∂yu)
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导致的额外导数损失, 拟线性双曲型静力学 Navier-Stokes 方程 (4.8) 的处理更为困难. 事实上, 如果

对方程组 (4.8)推导能量估计, 则除了切向变元的导数损失, 拟线性项

η(∂m
x (v∂t∂yu), ∂t∂

m
x u)L2 = η

∑
06j6m

(
m

j

)
((∂j

xv)∂t∂y∂
m−j
x u, ∂t∂

m
x u)L2

也将出现关于法向变元 y 的导数损失. 即使考虑二维情形, 目前关于拟线性双曲型静力学

Navier-Stokes 方程 (4.8) 还没有任何的 Gevery 适定性工作. 最近 Paicu 和 Zhang [38] 对于带状

区域 Rn−1× ]0, 1[中, 考虑了方程组 (4.8)简化后的半线性模型方程:

(∂2
t + ∂t + u · ∂x + v∂y − ∂2

y)u+ ∂xp = 0,

∂yp = 0,

∂x · u+ ∂yv = 0,

u|y=0,1 = 0, v|y=0,1 = 0,

u|t=0 = u0, ∂tu|t=0 = u1.

(4.9)

在二维情形下, Paicu 和 Zhang [38] 对于没有任何结构假设条件的初始值, 在指标为 2 的 Gevey 空间

中证明了 (4.9) 的全局适定性. 三维相应的结果由本文作者 [27] 所证明. 这其中主要的思想是利用双

曲扰动项 ∂2
t 的稳定机制, 将方程写成模型 (2.13) 的形式, 然后在指标为 2 的 Gevrey 空间中建立方

程组 (4.9)的适定性; 详细的讨论参见文献 [27].

致谢 作者感谢审稿人宝贵的修改意见.
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Gevrey well-posedness for the Prandtl equation

Wei-Xi Li & Tong Yang

Abstract The Prandtl equation is a degenerate type equation (or system), and the typical feature is that the

loss of derivatives occurs in a non-local term. The main difficulty to investigate the well-posedness property is to

overcome the loss of derivatives. There are two main settings for the well-posedness theory. The first one refers

to the Sobolev space, which needs Oleinik monotonicity assumption, so that the loss of derivative is overcome by

using Crocco transformation or cancellation mechanism. The second framework imposes the analytic regularity

on the initial data so that the abstract Cauchy-Kovalevskaya may apply. In this survey, we reduce the analytic

regularity of the initial data and prove the well-posedness in Gevrey setting without any structural assumptions.

The main tool is the combination of the abstract Cauchy-Kovalevskaya theory and cancellation mechanism.
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