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摘要 本文考虑一类稀疏正则化问题,该类问题在机器学习、信号处理和图像处理等众多领域中被广泛

研究. 此类问题的一个典型特征是其诱导的阈值函数具有跳跃的不连续性. 本文提出一种基于 Gauss-

Seidel 的迭代算法, 称作 Gauss-Seidel 跳跃阈值迭代算法 (Gauss-Seidel iterative jumping thresholding

algorithm, GSIJT), 用以快速解决以上问题. 本文首先证明了由 GSIJT 所产生序列的支撑与符号的有

限收敛性. 基于此收敛性质, 同时利用 restricted Kurdyka- Lojasiewicz (rKL) 性质给出 GSIJT 算法的

全局收敛性. 此外给出了 GSIJT 的收敛率, 并且证明了任意的极限点都是驻点. 本文实施了一系列的

数值实验来验证所提算法的有效性. 特别地, 通过与相关的阈值迭代算法进行比较, 表明所提算法不

仅收敛更快, 同时可选择的步长范围更宽.

关键词 稀疏正则化 ℓq (0 < q < 1) 正则化 阈值迭代算法 Gauss-Seidel Kurdyka- Lojasiewicz 不等式
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1 引言

本文主要考虑如下稀疏正则化问题:

min
x∈RN

Tλ(x) := F (x) + λΦ(x), (1.1)

其中 Φ(x)是某种连续具有可分离的惩罚函数,即 Φ(x) =
∑N

i=1 ϕ(|xi|), λ > 0是正则化参数. 问题 (1.1)

在科学研究和工程应用中都引起了广泛的关注, 一些典型的应用包括信号处理 [1]、图像处理 [2, 3] 和合

成孔径雷达成像 [4] 等.

求解问题 (1.1)的算法主要有三类. 第一类是迭代重赋权算法,包括迭代重赋权最小二乘 (iterative

reweighted least squares, IRLS) 极小化 [5–7], 以及迭代重赋权 ℓ1 极小化 (IRL1) [8] 算法. 迭代重赋权算

法的主要思想是通过解决一系列的加权最小二乘 (或者 ℓ1 极小化)问题,来得到一个近似稀疏的结果.
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第二类是凸函数差分算法 (即 DC规划 (difference of convex functions)) [9]. DC规划的主要思想是通过

对目标函数进行适当的分解从而实现快速求解. 因此, 它只适用于那些能够分解成凸函数差的形式的

非凸罚范数. 最后一类是阈值迭代算法 (iterative thresholding algorithm, ITA) [10–12], 它包含在前向 -

后向分裂算法 [13] 框架中. 与 IRLS 和 IRL1 等其他算法相比, ITA 在大规模问题 [4] 上通常有着更小

的计算复杂度. 该优点使得阈值迭代算法在过去十年里得到了广泛研究 (如文献 [10–12,14,15]).

阈值迭代算法 (ITA) 可以通过多种方式推导得到. 第一种方式是从算子分裂的角度 [16] 来推导.

该类推导的主要思想是首先通过给出问题的最优条件,然后利用算子分割分裂思想来得到一个不动点

迭代格式. 另外一种方式是基于代理函数法 [11], 基本思想是, 在每次迭代中, 我们不去直接考虑原始

问题的极小化问题, 而是转化为考虑一个更简单的所谓的代理函数的极小化问题, 并将其极小值再作

下一步迭代. 在数学上, ITA 主要包括两个部分: 针对光滑函数部分采用梯度下降策略, 而针对不光滑

的惩罚项采用相关的阈值算子. 具体地, 给定一个有限的初始值 x0,

xn+1 = T (xn) ∈ Proxµ,λΦ(xn − µ∇F (xn)), ∀n ∈ N, (1.2)

其中 µ > 0 为步长, Proxµ,λΦ 称为阈值函数 (或邻近算子), 定义如下:

Proxµ,λΦ(x) = arg min
u∈RN

{
∥x− u∥22

2µ
+ λΦ(u)

}
. (1.3)

从算法形式上来讲, ITA (1.2) 属于 Jacobi 迭代, 其中 x 的所有分量在每一次迭代时都同时更新. 另

外一种重要的迭代格式是 Gauss-Seidel迭代.它是以循环的方式来更新每一个分量. 一般来讲, Gauss-

Seidel 迭代的收敛速度比相应的 Jacobi 迭代要更快 [17], 并且可以允许更大的步长 [18], 主要因为其

在每一步迭代中使用的是最近的更新. 本文旨在开发一个 Gauss-Seidel 版本的阈值迭代算法, 称为

Gauss-Seidel 迭代跳跃阈值 (GSIJT) 算法, 用于有效求解问题 (1.1). 给定一个有限的初始点 x0、当前

步迭代 xn 和步长 µ > 0, 在下一步迭代中, 第 i 个分量按照如下周期性的方式进行更新:

i =

N, 0 ≡ (n + 1) mod N,

(n + 1) mod N, 其他,
(1.4)

xn+1
i = Ti(xn), xn+1

j = xn
j , ∀ j ̸= i, (1.5)

其中 Ti(xn) ∈ Proxµ,λϕ(xn
i −µ[∇F (xn)]i), x

n
i 和 [∇F (xn)]i 分别表示 xn 的第 i个分量和 xn 处的 ∇F .

本文的主要目的是建立 GSIJT 的收敛性分析. 首先证明了所提算法具有支撑和符号的有限收敛

性,然后证明算法全局收敛1) 到一个驻点,同时给出了 GSIJT收敛速率的估计.从证明技巧上来讲,本

文证明的创新之处主要包括, 首先利用阈值函数的跳跃不连续性给出算法的支撑和符号有限收敛性;

然后通过支撑和符号的有限收敛性给出整个序列的收敛性. 从数值实验的角度来讲, 本文提出的算法

比经典的阈值迭代算法更快, 并且允许更大的收敛步长.

本文的剩余部分的结构如下: 第 2节给出主要假设和主要结论;第 3节介绍相关的工作以及对比;

第 4 节给出我们进行的数值仿真结果; 第 5 节提供了证明; 第 6 节对本文进行总结.

下面给出本文的符号说明. 我们分别用 R 和 N 表示实数和自然数, 对于任意的向量 x ∈ RN , xi

是其第 i 个分量, 对于一个给定的的索引集 I ⊂ IN , {1, 2, . . . , N}, xI 表示包含指标集 I 中所有分量

的子向量. Ic 表示 I 的补集, 即 Ic = IN \ I. ∥x∥2 表示向量 x的欧式范数. Supp(x)表示 x的支撑, 即

1) 本文所用的全局收敛是指对于算法产生的序列而言, 其收敛情况与初始点无关.
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Supp(x) = {i : |xi| > 0, i = 1, . . . , N}. 类似于向量的情形, 对于一个给定的指标集 I, AI 表示 A 的子

矩阵, 其包含了所有指标包含在 I 中的列. 对于任意的 z ∈ R, sign(z) 表示其符号函数, 即 sign(z) = 1

(z > 0)、sign(z) = −1 (z < 0) 和 sign(z) = 0 (z = 0).

2 主要的假设和结论

2.1 主要的假设

我们给出如下的关于稀疏正则化优化问题 (1.1) 的基本假设.

假设 2.1 (逐坐标的 Lipschitz可微性) F : RN → [0,∞)连续可微,其梯度具有逐分量的 Lipschitz

连续性, 即对于任意 i ∈ {1, . . . , N}, 有 F (u) 6 F (v) + [∇F (v)]i(ui − vi) + Li

2 |ui − vi|2, 其中 u, v ∈ RN

且满足 ui ̸= vi, uj = vj , [∇F (u)]i 代表了 ∇F (u) 的第 i 个分量, Li > 0 是关于第 i 个坐标的 Lipschitz

常数. 令 Lmax , max16i6N Li.

F 的另一个常用假设如下所示.

假设 2.2 (Lipschitz连续性) F 是连续可微的,且∇F 是 Lipschitz连续的,即对于任意 u, v ∈ RN ,

有 ∥∇F (u) −∇F (v)∥2 6 LF ∥u− v∥2, 其中 LF > 0 是 Lipschitz 常数.

注意假设 2.2 一般来说要比假设 2.1 严格, 而 Lmax 一般比 LF 小. 例如, 在机器学习中使用的 ℓ2

和逻辑 (logistic) 损失函数是满足假设 2.1 和 2.2 的两个典型例子.

假设 2.3 (跳跃性质) ϕ : [0,∞) → [0,∞) 是连续可微的并且满足如下条件:

(i) ϕ 是强制 (coercive)、非降的且满足 ϕ(0) = 0, 而当 z > 0 时, ϕ(z) > 0;

(ii) 对于任意给定的 µ, λ > 0, Proxµ,λϕ 定义良好, 并且具有跳跃的非连续性:

Proxµ,λϕ(z) =

sign(z)ρ−1
µ (|z|), 如果 |z| > τµ,

0, 如果 |z| 6 τµ,
(2.1)

ρ−1
µ (τµ) > 0, 其中 ρ−1

µ 是 ρµ 的逆映射, 对于任意的 u ∈ R+, 以及 τµ > 0, 有 ρµ(u) = u + λµϕ′(u), τµ

是一个阈值. 令 ηµ , ρ−1
µ (τµ), 那么 Proxµ,λϕ 的取值范围为 {0} ∪ [ηµ,∞).

满足假设 2.3 的惩罚函数有很多. 最典型的两个子类是文献 [15] 中研究的 ϕ(z) = zq 和 ϕ(z)

= log(1 + zq), 其中 q ∈ (0, 1).

2.2 收敛性结果

定理 2.1 (支撑和符号有限收敛性) 令 {xn}为一个由 GSIJT所生成的序列, In = Supp(xn). 在

假设 2.1 和 2.3 的条件下, 如果 0 < µ < 1
Lmax

, 那么,

(1) {Tλ(xn)} 收敛到某个值 T ∗
λ ;

(2) {xn} 是有界的, 且有一个收敛子列;

(3) 存在一个正整数 n0、一个指标集 I 和一个符号向量 S∗, 对于 ∀n > n0, 如下成立:

(i) In = I, Supp(x∗) = I;

(ii) sign(xn) = S∗, sign(x∗) = S∗, ∀x∗ ∈ L, 其中 L 是 {xn} 的极限点集.

定理 2.1 表示序列 {xn} 的支撑和符号在有限的迭代步数内收敛. 有限支撑收敛性在很多应用中

都很重要, 包括但不限于稀疏信号恢复问题 [19] 和特征选择问题 [20]. 对于稀疏信号恢复问题, 支撑一
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旦收敛, 就可以通过求解最小二乘问题来重建向量的系数. 对于特征选择问题, 如果支撑已经保持不

变, 那么可以从支撑中保留的这些特征中进一步提取主要特征.

定理 2.2 (全局收敛率) 考虑 GSIJT 生成的任意序列 {xn}. 在假设 2.1 和 2.3 成立的条件下,

如果 0 < µ < 1
Lmax

, 那么 {xn} 会收敛到一个极限点集 L. 更进一步, 如果 F 满足假设 2.2, 并存在一

个极限点 x∗ ∈ L使得 Tλ 满足有 restricted Kurdyka- Lojasiewicz (rKL)性质 (见下文定义 5.2), 则整个

序列收敛到 x∗.

此外, 如果 Tλ 在 x∗ 处满足 rKL 不等式, 其中 φ(s) = cs1−θ 对于某个常数 c > 0 成立, 则有

(1) 如果 θ = 0, 则 xn 在有限的多步迭代中收敛到 x∗;

(2) 如果 θ ∈ (0, 1
2 ], 则对于所有 n > n∗, 对某个 n∗ > 0, C > 0, τ ∈ [0, 1), 有 ∥xn − x∗∥2 6 Cτn;

(3)如果 θ ∈ ( 1
2 , 1),则对于所有 n > n∗,对于某个 n∗ > 0, C > 0,有 ∥xn−x∗∥2 6 Cn−(1−θ)/(2θ−1).

定理 2.2(1)、2.2(2) 和 2.2(3) 分别对应有限收敛、渐近线性收敛2) 和渐近次线性收敛. 对于非光

滑非凸最优化问题, 可以从邻近算法 [21] 和块坐标下降算法 [22] 中得到相似的收敛率. 定理 2.2 建立了

GSIJT 的收敛性, 但我们仍需回答收敛到的极限点是什么. 接下来, 我们给出一个定理来说明极限点

实际上是我们所考虑问题 (1.1) 的一个驻点. 本文中驻点是根据引理 5.6 来定义的, 因为问题 (1.1) 的

最优性条件在引理 5.6 中进行了描述.

定理 2.3 (任意极限点是驻点) 令 {xn} 是一个 GSIJT 产生的迭代序列. 如果 0 < µ < L−1
max, 则

L ⊆ FΦ, 其中 FΦ 是算子 Gµ,λΦ 的不动点集, Gµ,λΦ 定义如下:

Gµ,λΦ(x) = Proxµ,λΦ(x− µ∇F (x)), ∀x ∈ RN . (2.2)

事实上, 引理 5.6 中所说的 FΦ 也是最优化问题 (1.1) 的驻点集.

3 相关工作及比较

有许多现有的方法来解决稀疏正则化优化问题 (1.1). 一些普通的算法, 例如, 文献 [6,8,13,15,23–

25]以及它们的参考文献,都不是通过使用 Gauss-Seidel方法来更新迭代的. 文献 [15]提出了迭代跳跃

阈值 (iterative jumping thresholding, IJT) 算法, 用于解决一类具有 (1.1) 形式的稀疏正则化问题. 为

了保证 IJT 和 GSIJT 算法收敛, 步长应分别满足 0 < µ < L−1
F 和 0 < µ < L−1

max, 其中 Lmax 和 LF 在

假设 2.1 和 2.2 中分别进行了说明, 并且 Lmax 6 Lf . 这意味着 GSIJT 可以采用比 IJT 更大的步长.

除了 IJT 之外, 还有一些特定的阈值迭代算法 (如硬阈值 [10]、软阈值 [11] 和半阈值 [12, 14]) 迭代算法用

来解决特定的 ℓq 正则化最小二乘问题. 这些算法的收敛条件为 0 < µ < ∥A∥−2
2 , 其中 A 是测量矩阵.

当应用于 ℓq 正则化最小二乘问题时, GSIJT 的收敛条件为 0 < µ < 1
maxi ∥Ai∥2

2
.

另一个紧密相关的算法是块坐标下降 (block coordinate descent, BCD)算法. BCD在许多应用中被

大量使用. 它的原始形式,块坐标最小化 (block coordinate minimization, BCM)可以追溯到 20世纪 50

年代 [26]. BCM的主要思想是通过最小化某一块的原始目标来更新块坐标. BCD在许多不同情形下的

收敛性在文献 (如文献 [22,27–29]及其参考文献)中有广泛研究.在文献 [30]中, BCD的收敛速度是多

块 (multi-block)强凸假设下建立的,在文献 [31]中,其收敛率是在两块 (two-block)情形下基于凸性所

建立的. 除了 BCM之外,块坐标梯度下降法 (block coordinate gradient descent, BCGD)也得到广泛研

究. 与 BCM 不同的是, BCGD 通过采取块梯度步更新一个块, 这等价于最小化目标的某一线性近似.

2) 在许多其他论文中渐近线性收敛也称为最终或局部线性收敛.
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它的全局收敛性在 “局部 Lipschit 误差约束” 和目标函数不可微部分的凸性这两个假设下被证明 [32].

然而, 根据假设 2.3, 问题 (1.1) 考虑的惩罚通常是非凸的、非光滑的, 甚至非 Lipschitz 连续性的.

BCD 的一个重要子类是循环坐标下降 (cyclic coordinate descent, CCD) 算法, 其中坐标是通过周

期性的更新. 该工作 [22] 使用循环更新, 并且假定分块多凸 (block multi-convex). 特别地, 在文献 [22]

中所考虑的以下优化问题:

min
x∈RN

f(x1, . . . ,xs) := g(x1, . . . ,xs) +

s∑
i=1

ri(xi), (3.1)

其中, 变量 x 被分解为 s 块 x1, . . . ,xs, xi ∈ RNi , i = 1, . . . , s,
∑s

i=1 Ni = N , 函数 g 可微且具有分块

多凸性3) (ri, i = 1, . . . , s) 是可扩展的 (extended) 凸函数. 从迭代形式的角度来看, GSIJT 与 BCD 算

法在文献 [22] 中研究的线性近似更新类似. 当应用于问题 (1.1) 时, BCD 线性近似更新变成了

xn+1
i ∈ argmin

v∈R

{
⟨[∇F (x̂n)]i, v − x̂n

i ⟩ +
Li

2
|v − x̂n

i |2 + λϕ(|v|)
}
, (3.2)

其中

x̂n
j =

xn
j + ωn

j (xn
j − xn−1

j ), 如果 j = i,

xn
j , 其他

表示一个外插点, ωn
i > 0 为外插权重. 而 GSIJT 具有如下形式:

xn+1
i ∈ argmin

v∈R

{
⟨[∇F (xn)]i, v − xn

i ⟩ +
1

2µ
|v − xn

i |2 + λϕ(|v|)
}
, (3.3)

其中 µ > 0为步长. 从 (3.2)和 (3.3)可以看出,如果外插权重 ωn
i = 0且 1

Li
为 (3.3)中不同的坐标对 µ

进行取值,那么这两个特殊的更新是相同的. 在某些条件下, 文献 [22] 证明了更新 (3.2) 的全局收敛性

和收敛速度, 其主要收敛结果如下.

定理 3.1 (参见文献 [22, 定理 2.8和 2.9]) 令 {xn}为 BCD 算法产生的序列, 其参数 ωn
i 满足一

定的条件. 假定

(i) ∇g 在任意有界集上 Lipschitz 连续;

(ii) f 在 {xn} 的一个有限的极限点 x∗ 处满足 Kurdyka- Lojasiewicz (KL) 性质 (见下文定义 5.1);

(iii) x0 足够接近 x∗, 对于 n > 0, 目标序列在 n > 0 时满足 f(xn) > f(x∗),

则 {xn} 收敛到临界点 x∗.

此外, 如果当 φ(s) = cs1−θ, c > 0 并且 θ ∈ [0, 1), f 满足 KL 不等式, 则以下成立:

(1) 如果 θ = 0, 那么 {xn} 在有限步迭代内收敛到 x∗;

(2)如果 θ ∈ (0, 1/2],则对于所有的 n > n0,对于某个 n0 > 0, C > 0, ρ ∈ [0, 1),有 ∥xn−x∗∥ 6 Cρn;

(3) 如果 θ ∈ (1/2, 1), 那么对于所有的 n > n0, 对于某个 n0 > 0, C > 0, 有

∥xn − x∗∥ 6 Cn−(1−θ)/(2θ−1).

直观上比较,文献 [22]所研究的 BCD的主要收敛结果与 GSIJT的定理 2.2类似. 然而,文献 [22]

与本文的结果仍然存在着一些差异. 首先, 假设 (3.1) 中的正则化项 ri 是凸的, 用于保证每一个子问

3) 当其他坐标块固定时, 如果对于每一个 i, g 都是 xi 的凸函数, 则称 g 是分块多凸的.
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题有唯一解, 而本文所研究的函数 ϕ 是非凸的, 从而导致子问题通常有多个解. 其次, 本文除了对全局

收敛性和收敛率进行了研究,还对 GSIJT的有限的支撑和符号收敛进行了分析.最后一点是本文与文

献 [22] 的证明思路有着很大的不同. 我们的全局收敛的证明有两个关键之处, 即通过利用阈值函数的

“跳跃”性质得到支撑的有限步收敛性, 以及基于支撑和符号的有限收敛性得到的全局收敛. 关于这一

点我们将在第 5 节中进行详细说明.

需要指出的是 GSIJT 与 Bolte 等 [33] 提出的邻近交替线性极小化 (proximal alternating linearized

minimization, PALM) 算法非常相似. 文献 [33] 基于 KL 性质证明了 PALM 的全局收敛. 然而, 满足

假设 2.1 和 2.3 的函数未必满足 KL 性质 (文献 [15] 给出了一个一维的反例). 本文在一个比 KL 性质

稍弱的 rKL 性质下给出 GSIJT 的全局收敛, 同时还证明了 GSIJT 的支撑和符号有限步收敛性.

4 数值实验

本节通过提供了一系列的实验并与 ITA进行比较来说明 GSIJT的有效性. 在这些实验中,我们主

要考虑的是 ℓq 正则化最小二乘问题中两个特定的 q,即 q = 1
2 (参见文献 [12])和 q = 2

3 (参见文献 [2]),

因为它们的阈值函数 Proxµ,λ∥·∥q
q
有闭形式, 从而算法更容易实现. 特别地, 非凸 ℓq (0 < q < 1) 正则化

最小二乘问题描述如下: minx∈RN
1
2∥Ax−y∥22 +λ∥x∥qq,其中 A ∈ Rm×N 通常是一个扁矩阵,即 m 6 N ,

y ∈ Rm 通常称为测量向量, x ∈ RN , ∥x∥q = (
∑N

i=1 |xi|q)1/q 称为 ℓq 拟范数. ℓ1/2 拟范数的阈值函数表

示如下 (参见文献 [12]):

Proxµ,λ|·|1/2(u) =


2

3
u

(
1 + cos

(
2π

3
− 2

3
arccos

(
λµ

4

(
|u|
3

)−3/2)))
, |u| > 3

2
(λµ)2/3,

0, 其他,

(4.1)

ℓ2/3 拟范数 (参见文献 [2]) 的阈值函数表示如下:

Proxµ,λ|·|2/3(u) =

sign(u)

(ϕτ (u) +
√

2|u|
ϕτ (u)

− ϕτ (u)2

2

)3

, |u| > τ,

0, 其他,

(4.2)

其中 sign(u) 表示为 u 的符号函数, τ = 2( 4
3λµ)3/4, ϕτ (u) = 213/16

4
√
3
τ3/16(cosh( θτ (u)

3 ))1/2,

θτ (u) = arccosh

(
3
√

3u2

27/4(2τ)9/8

)
.

对于其他的 q ∈ (0, 1), 我们可以使用在文献 [34] 中提出的近似求解方案, 得到阈值函数的近似值.

4.1 收敛更快

我们通过一系列的实验并与 ITA [15] 进行比较来说明 GSIJT 的收敛速度更快. 给定一个维度

N = 500 的稀疏信号 xtr 和稀疏度 k∗ = 15, 如图 1(c) 所示, 我们通过观察 y = Axtr 来恢复稀疏信

号 xtr, 其中 A 是测量矩阵. 原始稀疏信号 xtr 通常是根据 Gauss 分布随机生成的. A 的维度 m ×N

= 250×500,根据 N (0, 1/250)独立同分布产生,通过列标准化进行预处理,即对于任意 i,有 ∥Ai∥2 = 1.

然后我们将 GSIJT和 ITA分别应用到 ℓq 正则化问题,其中 q 取两个不同的值,即 q = 1/2和 q = 2/3.

在这两种情形下, 正则化系数 λ 取值为 0.0012, GSIJT 的步长 µ = 0.95
maxi ∥Ai∥2

2
(= 0.95), ITA 的步长为
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图 1 更快收敛的实验. (a) 稀疏度变化曲线; (b) 收敛率, 即 ∥xn − x∗∥2 的趋势, 其中 x∗ = xn0 , 根据极限点

的近似值取 n0 = 5000; (c) 恢复信号. 四种情形 GSIJT (q = 1/2)、GSIJT (q = 2/3)、ITA (q = 1/2) 和

ITA (q = 2/3) 的恢复精度分别为 2.06× 10−8、5.14× 10−9、2.12× 10−8 和 5.28× 10−9

µ = 0.99∥A∥−2
2 (= 0.1676). 此外, 在所有情形下, 初始值都为 0. 为了更好比较, 我们将 GSIJT 的每 N

步迭代作为一个阶段, 因为在这种情形下, 所有的坐标都只更新一次, 每步迭代的计算复杂度与 ITA

相同. 实验结果如图 1 所示.

由图 1(a)可看出,在有限步迭代内, GSIJT和 ITA都收敛到真正的稀疏水平,但识别 GSIJT支撑

所需要的迭代次数明显小于 ITA. 具体地, 如图 1(a) 所示, GSIJT 需要的迭代次数在两种情形下都是

150,而 ITA需要更多迭代 (例如,对于 q = 1/2和 q = 2/3,大约分别需要 1,500和 1,700次). 图 1(b)展

示了 GSIJT和 ITA最终的线性收敛性. 我们可以观察到 GSIJT的收敛速度比 ITA快得多. 从图 1(a)

和 1(b)可以观察到 GSIJT和 ITA都呈线性衰减直到支撑收敛. 此外,图 1(c)显示原始的稀疏信号可

以被 GSIJT 和 ITA 高精度恢复. 实验结果表明 GSIJT 具有更快的收敛性和渐近线性收敛率等.

4.2 更弱的条件

我们实施一系列实验来说明 GSIJT 可以采用比 ITA 更大的步长. 实验设置与上一节相同. 然后,

我们将 GSIJT 和 ITA 应用于 q = 1/2 的 ℓq 正则化最小二乘问题. 在这样的设置下, ITA 的收敛条件

为 µ ∈ (0, 0.1759), 而 GSIJT 的相关条件为 µ ∈ (0, 1). 对于 GSIJT 和 ITA 我们都使用不同的 µ, 即

µ = 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0. 目标序列的图像见图 2.
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图 2 所允许步长范围的实验. (a) GSIJT 的收敛性, µ 取不同值时, 目标序列, 即 GSIJT 中 {Tλ(x
n)} 的趋势;

(b) ITA 发散, µ 取不同值时, ITA 的目标序列的趋势. 在所有情形中, 正则化系数 λ 设置为 0.0015

从图 2 可知, 对于所有的 µ, ITA 的目标函数序列都会发散, 而 GSIJT 收敛. 由图 2(a) 可知,

GSIJT 的目标函数收敛很快 (所有情形下, 大约 400 次迭代就足以收敛); 而如图 2(b) 所示, ITA 的序

列会迅速发散.

4.3 稀疏信号恢复性能

我们进行一系列的数值实验, 比较了 GSIJT 和 ITA 在 q = 1/2 和 q = 2/3 两种情形下的 ℓq

正则化问题的稀疏恢复性能. 考虑如下的信号恢复问题: 给定测量向量 y = Axtr + ε, 其中测量矩阵

A ∈ R250×500,原始稀疏信号 xtr ∈ R500, k非零元素是通过与第 4.1小节中相同方式产生的, ε是 Gauss

噪声. 测量值 y 增加了 40分贝的噪声. 令 k 为 0到 100之间的等分点. 对于每个 k,我们独立重复 50

次实验, 并记录了它们的恢复误差, 即 ∥x̂−xtr∥∞
∥xtr∥∞

, 其中 x̂ 是恢复信号. 然后我们将这 50 次独立实验的

平均恢复误差作为这个例子的恢复误差. 此外, 我们还记录了恢复误差的成功概率, 从某种意义上来

说, 如果恢复误差 ∥x̂−xtr∥∞
∥xtr∥∞

< 10−2, 那么就计一次成功. 恢复概率是指成功的次数与实验总数 (即 50

次) 之间的比值. 实验结果如图 3 所示.
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图 3 将 GSIJT 与 ITA 的恢复性能进行对比实验. (a) 恢复误差的趋势; (b) 恢复概率的趋势
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通过图 3 可以看出, 在恢复误差和恢复概率上 GSIJT 的性能要略优于 ITA. 由图 3 可知, 当稀疏

度 k 在 40以下时, GSIJT和 ITA都能够高概率恢复稀疏信号;一旦 k 上升到 50, GSIJT和 ITA的恢

复概率就会急剧衰减到一个较小的值; 当 k 大于 60 时, 两者都无法恢复稀疏信号.

5 证明

5.1 支撑和符号有限步收敛

引理 5.1 令 {xn} 为 GSIJT 产生的一个迭代序列. 在假设 2.1 和 2.3 成立的情形下, 如果 i 是

通过 (1.4) 来决定的, 那么, xn+1
i 满足

(1) xn+1
i = 0, 或者,

(2) |xn+1
i | > ηµ, [∇F (xn+1)]i +λsign(xn+1

i )ϕ′(|xn+1
i |) = 1

µ (xn
i −xn+1

i )− ([∇F (xn)]i− [∇F (xn+1)]i),

即 ∇iTλ(xn+1) = 1
µ (xn

i − xn+1
i ) − ([∇F (xn)]i − [∇F (xn+1)]i), 其中 ∇iTλ(xn+1) 表示 Tλ 在 xn+1 处的

第 i 个坐标的梯度.

根据 Proxµ,λΦ 的定义、ϕ 的跳跃假设 (见假设 2.3) 以及 GSIJT 的 (1.4) 和 (1.5) 容易证明该引理

成立.

引理 5.2 (充分下降性) 令 {xn} 为 GSIJT 产生的迭代序列. 在假设 2.1 和 2.3 成立的情形下,

如果 0 < µ < L−1
max, 则

Tλ(xn) − Tλ(xn+1) > a∥xn − xn+1∥22, ∀n ∈ N,

其中 a , 1
2 ( 1

µ − Lmax).

证明 给定当前迭代 xn, 令 i 为根据 (1.4) 决定的激活坐标, 那么通过 (1.2)、(1.3) 和 (1.5), 可得

xn+1
i ∈ arg min

v∈R

{
|zni − v|2

2µ
+ λϕ(|v|)

}
,

其中 zni = xn
i − µ[∇F (xn)]i. 上式意味着

1

2
|µ[∇F (xn)]i|2 + λµϕ(|xn

i |) >
1

2
|(xn+1

i − xn
i ) + µ[∇F (xn)]i|2 + λµϕ(|xn+1

i |).

化简得

λϕ(|xn
i |) − λϕ(|xn+1

i |) > |xn+1
i − xn

i |2

2µ
+ [∇F (xn)]i(x

n+1
i − xn

i ).

此外, 由于对任意 j ̸= i, 有 xn+1
j = xn

j , 从而上式变为

λΦ(xn) − λΦ(xn+1) > |xn+1
i − xn

i |2

2µ
+ [∇F (xn)]i(x

n+1
i − xn

i ).

在上面不等式的两边加上 F (xn) − F (xn+1), 就有

Tλ(xn) − Tλ(xn+1) > |xn+1
i − xn

i |2

2µ
− [F (xn+1) − F (xn) − [∇F (xn)]i(x

n+1
i − xn

i )]

> 1

2

(
1

µ
− Li

)
|xn

i − xn+1
i |2 > 1

2

(
1

µ
− Lmax

)
∥xn − xn+1∥22, (5.1)

其中第二个不等式是通过 ∇F 逐坐标的 Lipschitz 连续性 (即假设 2.1) 所得到的.
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定理 2.1 的证明 通过引理 5.2可知, Tλ(xn)是单调递减的. 因为其下界也为 0,所以, {Tλ(xn)}
收敛. 从而表明 T ∗

λ = limn→∞ Tλ(xn).

通过引理 5.2 知, 对于任意 n ∈ N, 有 Tλ(xn) 6 Tλ(x0) < ∞. 由 Tλ(x) 的强制性知, {xn} 有界并
有收敛子列. 结合引理 5.2 和 {Tλ(xn)} 的收敛性, 可以给出

∞∑
n=0

∥xn+1 − xn∥22 6 Tλ(x0)

a
, (5.2)

∥xn − xn+1∥2 → 0, 当 n → +∞, (5.3)

其中 (5.3) 表明, 存在一个足够大的正整数 n0 使得当 n > n0 时, ∥xn − xn+1∥2 < ηµ.

(1) {In} 的收敛性. 首先通过反证法来证明

In+1 = In, ∀n > n0. (5.4)

假设结论不成立, 即对于某些 n1 > n0, 有 In1+1 ̸= In1 . 令 i = N − ((n1 + 1) mod N), 也就是说, 存在

一个 j0 ∈ N 使得 n1 + 1 = j0N + i. 一方面, 通过 (1.5), 我们有

xn1+1
j ̸= xn1

j , ∀ j ̸= i.

那么 In1+1 ̸= In1 意味着 xn1+1
i 和 xn1

i 其中之一为 0, 而另一个不为 0. 不失一般性, 假设 xn1
i = 0,

xn1+1
i ̸= 0. 通过引理 5.1, 我们有 |xn1+1

i | > ηµ. 因此,

∥xn1+1 − xn1∥2 = |xn1+1
i | > ηµ,

这与 ∥xn − xn+1∥2 < ηµ 矛盾. 因此, 假设的序列 {In} 收敛.

(2) {sign(xn)} 的收敛性. 与证明 (1) 类似, 我们将通过反证法来证明, 对于任意的 i ∈ I, 有

sign(xn+1
i ) = sign(xn

i ). 假设结论不成立, 那么存在一个 i∗ ∈ I 使得 sign(xn+1
i∗ ) ̸= sign(xn

i∗), 因此,

sign(xn+1
i∗ )sign(xn

i∗) = −1.

通过引理 5.1, 很容易验证 ∥xn+1 − xn∥2 > |xn+1
i∗ − xn

i∗ | = |xn+1
i∗ | + |xn

i∗ | > mini∈I{|xn+1
i | + |xn

i |} > 2ηµ,

这又与 ∥xn+1 − xn∥2 < ηµ 矛盾. 这一矛盾说明了当 n > n0 时, sign(xn+1) = sign(xn). 符号序列

{sign(xn)} 收敛到 S∗, 其中 S∗ 为符号序列 {sign(xn)} 的极限. 对于任意 x∗ ∈ L, 有 sign(x∗) = S∗, 该

结论可通过类似的方式证明.

5.2 全局收敛及收敛率

通过定理 2.1, 算法的支撑和符号序列会在有限步迭代内收敛. 然后可以构建一个新的与 {xn} 具
有相同收敛行为的序列.

引理 5.3 ({un} 的构造) 在定理 2.1 的条件下, 存在一个序列 {un} 与 {xn} 有相同的收敛行为.

证明 通过定理 2.1, 对于足够大的 n > n0, {xn} 的支撑和符号相同. 对于一些正整数 j0, 令

n∗ = j0N > n0, 那么可以定义一个新的序列 {x̂n}, 对于 n ∈ N, 有 x̂n = xn∗+n. 根据定理 2.1, {x̂n} 的
所有支撑和符号都相同,令 K 为 I 的基数. 不失一般性,假设 1 6 I(1) < I(2) < · · · < I(K) 6 N.根据

GSIJT 中 (1.4) 和 (1.5) 的更新, 我们可以观察到 {x̂n} 的许多相邻的迭代都是相同的. 因此, 我们可
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以将这些连续的迭代合并为单步迭代. 另外, 索引的更新是循环的, 其具有周期性. 因此, 序列合并过

程可以周期性地重复. 具体地, 我们认为这是一个周期子序列, 其长度 N 为 {x̂n} 的长度. 对于 j ∈ N,

考虑如下的一个周期的子列:

{x̂jN+I(1), x̂jN+I(1)+1, . . . , x̂jN+I(1)+N−1},

按照如下的规则将上述长度为 N 的序列合并成长度为 K 的新序列 {x̄jK+1, x̄jK+2, . . . , x̄jK+K}, 即

{x̂jN+I(i), . . . , x̂jN+I(i+1)−1} 7→ x̄jK+i,

其中 x̄jK+i = x̂jN+I(i), i = 1, 2, . . . ,K,因为对于 k = 1, . . . , I(i+1)−I(i)−1,有 x̂jN+I(i)+k = x̂jN+I(i).

此外, 我们将 {x̂n} 的第一个 I(1) 迭代合并为 x̄0, 即

{x̂0, . . . , x̂I(1)−1} 7→ x̄0,

其中 x̄0 = x̂0, 因为这些迭代保持不变并且等于 x̂0. 在这个过程之后, 我们得到一个新的序列 {x̄n}, 其

中 n = jK + i, i = 0, . . . ,K − 1, j ∈ N. 可以看到, 这样一个合并过程保持了 {x̄n} 的收敛行为, 同样也

保持了 {x̂n} 和 {xn} 的收敛行为. 此外, 定义 {un} 如下:

un = x̄n
I , ∀n ∈ N.

可以观察到 un 去掉了 x̄n 的所有 0 元素, 而保留了 x̄n 的所有非 0 元素, 因此, {un} 具有与 {xn} 一
样的收敛行为.

给定一个指标集 J ⊂ IN , 定义一个映射 PJ : RN → R|J|, PJx = xJ , ∀x ∈ RN , 其中 |J | 代表它的
基数. 我们还用 PT

J 表示 PJ 的转置,

PT
J : R|J| → RN , (PT

J z)J = z 和 (PT
J z)Jc = 0 (5.5)

对于任意 z ∈ R|J| 成立, 其中 Jc = IN \ J , (PT
J z)J 和 (PT

J z)Jc 分别代表限制在 J 和 Jc 上 PT
J z 的子

向量. 基于上述定义, 我们定义了两个新函数 T 和 f , 具体如下:

T : RK → R, T (u) = Tλ(PT
I u), ∀u ∈ RK , (5.6)

f : RK → R, f(u) = F (PT
I u), ∀u ∈ RK ,

其中 I 在定理 2.1 中说明, K = |I|, 是 I 的基数. 令 {un} 为引理 5.3 构造的序列, 那么 {un} 具有以
下性质.

引理 5.4 序列 {un} 具有以下性质:

(1) 考虑到当前的迭代 un, un+1 通过如下迭代产生:

un+1
i = T̂i(un) 和 un+1

j = un
j , j ̸= i, (5.7)

其中

i =

K, 如果 0 ≡ (n + 1) mod K,

(n + 1) mod K, 其他,
(5.8)
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T̂i(xn) ∈ Proxµ,λϕ(un
i − µ[∇f(un)]i).

(2) 根据 (5.7), 对于 n > K, 存在两个整数 1 6 i0 6 K 和 j0 > 1 满足 n = j0K + i0 且

un
j =

u
n−(i0−j)
j , 如果 1 6 j 6 i0,

u
n−K−(i0−j)
j , 如果 i0 + 1 6 j 6 K.

(5.9)

(3) un ∈ RK
ηµ

c , 其中 Rηµ
c , R \ (−ηµ, ηµ).

(4) 给定 un, 假定 i 由 (1.4) 决定, 则

∇iT (un+1) =
1

µ
(un

i − un+1
i ) − ([∇f(un)]i − [∇f(un+1)]i),

其中 ∇iT (un+1) 代表 un+1 处第 i 个坐标 T 的梯度.

(5) T (un) − T (un+1) > a∥un − un+1∥22, ∀n ∈ N.

证明 引理 5.4 中列的 {un} 的性质是 {xn} 性质的直接推广. 更具体地, 引理 5.4(1) 可以由

(1.4)、(1.5) 和构造过程得到. 引理 5.4(2) 由循环更新规则直接得到. 引理 5.4(3) 和 5.4(4) 可以由引

理 5.1(2) 和 5.4(1) 推导得出. 引理 5.4(5) 可由引理 5.2 和 T 的定义 (5.6) 得到.

通过引理 5.4(5) 可知, {un} 满足充分下降性, 根据引理 5.4(3), {un} 处于一个特殊的子空间, 它

不包含零点和坐标轴上的点. 因此, 函数 T 在这种特殊的子空间里足够光滑, 可通过采用光滑分析中

的一些证明技术来分析 {un} 的收敛性. 因此, 这种构造极大地降低了证明 {xn} 全局收敛的难度. 除

了引理 5.4, 接下来的引理表明, {un} 同样满足相对误差 (relative error) 的性质.

引理 5.5 (相对误差) 在定理 2.1 的条件下, 假定 F 也满足假设 2.2. 对于任意 n > K − 1, 有

∥∇T (un+1)∥2 6 b∥un+1 − un∥2,

其中 b , ( 1
µ + KLF )

√
K.

证明 假设对于一些正整数 j∗ > 1 和 1 6 i∗ 6 K, 满足 n + 1 = j∗K + i∗. 为了简单起见,

令 i∗ = K. 否则, 由于迭代规则 (5.8) 是循环的从而使其具有周期性, 我们可以将坐标重新编号使得

i∗ = K 成立,且序列 {un}保持不变.这样的操作可以描述如下: 对于任意 n > K,通过引理 5.4(2),我

们知道 un 只与 K − 1 步迭代有关. 因此, 考虑如下一段迭代序列, 即 {i∗ + 1, . . . ,K, 1, . . . , i∗}, 然后可
以将上面的坐标更新顺序重新编号为 {1′, . . . , (K − i∗)′, (K − i∗ + 1)′, . . . ,K ′}, 其中

j′ =

i∗ + j, 如果 1 6 j 6 K − i∗,

j − (K − i∗), 如果 K − i∗ < j 6 K.

接下来, 我们通过递归方式来计算 ∇iT (un+1). 对于 i = K, 通过引理 5.4(4), 可以得到

∇KT (un+1) =
1

µ
(un

K − un+1
K ) − ([∇f(un)]K − [∇f(un+1)]K). (5.10)

对于任意 i = K − 1,K − 2, . . . , 1, ∇iT (un+1) = [∇f(un+1)]i + λsign(un+1
i )ϕ′(|un+1

i |), 且 un+1
i = un

i . 因

此, 对于 i = K − 1,K − 2, . . . , 1, 都有 ∇iT (un+1) = ∇iT (un) − ([∇f(un)]i − [∇f(un+1)]i). 对于任意

j = 1, . . . ,K − 1, 通过递归的方式, 有

∇K−jT (un+1) = ∇K−jT (un) − ([∇f(un)]K−j − [∇f(un+1)]K−j)
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= ∇K−jT (un−1) −
1∑

i=0

([∇f(un−i)]K−j − [∇f(un+1−i)]K−j)

= ∇K−jT (un−j+1) −
j−1∑
i=0

([∇f(un−i)]K−j − [∇f(un+1−i)]K−j). (5.11)

此外, 引理 5.4(4) 给出

∇K−jT (un−j+1) =
1

µ
(un−j

K−j − un−j+1
K−j ) − ([∇f(un−j)]K−j − [∇f(un−j+1)]K−j).

将其代入 (5.11), 得到

∇K−jT (un+1) =
1

µ
(un−j

K−j − un−j+1
K−j ) −

j∑
i=0

([∇f(un−i)]K−j − [∇f(un+1−i)]K−j),

上式意味着

|∇K−jT (un+1)| 6 1

µ
|un−j

K−j − un−j+1
K−j | + LF

j∑
i=0

|un−i
K−i − un+1−i

K−i |

对于 j = 0, 1, . . . ,K − 1 成立, 其中不等式是由 ∇F 的 Lipschitz 连续性进而 ∇f 的连续性所得到

的. 此外, 由引理 5.4(2), 对于任意 0 6 i 6 K − 1, 有 un+1−i
K−i = un+1

K−i, un−i
K−i = un

K−i. 因此, 对于

j = 0, 1, . . . ,K − 1, 有下式成立:

|∇K−jT (un+1)| 6 1

µ
|un

K−j − un+1
K−j | + LF

j∑
i=0

|un
K−i − un+1

K−i| 6
1

µ
|un

K−j − un+1
K−j | + LF ∥un+1 − un∥1.

对 |∇K−jT (un+1)| 关于 j 进行累加, 可以得到

∥∇T (un+1)∥1 6 1

µ
∥un+1 − un∥1 + LFK∥un+1 − un∥1 6

(
1

µ
+ KLF

)√
K∥un+1 − un∥2, (5.12)

其中第二个不等式由如下不等式给出:

∥u∥2 6 ∥u∥1 6
√
K∥u∥2, ∀u ∈ RK . (5.13)

此外, 由 (5.13) 的左边, (5.12) 推出

∥∇T (un+1)∥2 6
(

1

µ
+ KLF

)√
K∥un+1 − un∥2.

从而, 引理 5.5 得证.

为了证明定理 2.2, 我们还需要文献 [15] 中介绍的 Tλ 的 rKL 性质. 在描述 rKL 性质之前, 首先

给出 KL 性质的定义.

定义 5.1 (KL 性质 [35, 36]) 一个下半连续函数 h : Rp → R ∪ {+∞} 称为在 x∗ ∈ dom(∂h) 处具

有 Kurdyka- Lojasiewicz (KL) 性质是指, 如果存在 η ∈ (0,+∞]、x∗ 的一个领域 U 和一个连续的凹函

数满足

(i) φ(0) = 0, φ 在 (0, η) 上连续可微;

(ii) 对于所有 s ∈ (0, η), 有 φ′(s) > 0;
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(iii) 对于所有 U ∩ {x : h(x∗) < h(x) < h(x∗) + η} 中的 x, 以下 KL 不等式成立:

φ′(h(x) − h(x∗)) · dist(0, ∂h(x)) > 1. (5.14)

在 h 定义域 dom(∂h) 内都满足 KL 不等式的下半连续函数称为 KL 函数.

KL 函数包括实解析函数、次解析函数、半代数函数和局部强凸函数. 更多相关函数可以参见文

献 [22, 第 2.2小节]及其参考文献. 然而, 正如文献 [15]中命题 1的证明部分所显示的, 有一类函数满

足假设 2.1–2.3, 但是不满足 KL 性质. 归咎于此, 我们利用文献 [15] 中介绍的 rKL 性质而不是用 KL

性质来得到 GSIJT 的全局收敛.

定义 5.2 (rKL性质 [15]) 称函数 h : RN → R∪{+∞}在 x∗ ∈ dom(∂h)满足 restricted Kurdyka-

 Lojasiewicz (rKL) 性质是指, 如果 g : R|J| → R ∪ {+∞}, g(z) = h(PT
J z) 在 z∗ = x∗

J 处, J = Supp(x∗)

满足 KL 性质.

通过定义 5.2可知, rKL性质仅要求 h的次梯度在具有非 0点处可以通过一些特定的凹变换变得

更加的陡峭, 而原始的 KL 性质需要假定函数的次梯度在该点周围所有的元素都具有非常好的性质.

由文献 [15, 命题 1] 知, rKL 性质是 KL 性质的更一般形式, 并且比 KL 性质更弱.

定理 2.2 的证明 由定理 2.1知, {xn}的支撑和符号在有限步迭代内收敛. 基于此,我们可以构

造一个新的序列 {un}保持 {xn}在引理 5.3中的性质. 因此, 为了证明 {xn}的全局收敛, 我们只需证

明 {un} 的收敛性. 通过引理 5.4 和 5.5, {un} 满足所谓的充分下降性、相对误差和连续性条件. 与文

献 [13, 定理 2.9]类似, 我们可以给出 {un}在 Tλ 满足 rKL条件下的全局收敛性,从而得到 {xn}的全
局收敛性.

为了给出 {xn} 的收敛率, 我们可以通过估计 {un} 的收敛率. 通过引理 5.4 和 5.5, {un} 满足文
献 [13] 中列出的充分下降性、相对误差和连续性条件. 在这三个条件下, 以及 T 在 u∗ 处满足 KL 性

质 (其中 φ(s) = cs1−θ), 然后根据文献 [13, 引理 2.6], 对于一些 n∗ > 0 和所有 n > n∗, 有

2∥un+1 − un∥2 6 ∥un − un−1∥2 +
cb

a
((T (un) − T (u∗))1−θ − (T (un+1) − T (u∗))1−θ),

经过简单推导之后,

n∑
k=n0

∥uk+1 − uk∥2 6 ∥un0 − un0−1∥2 +
cb

a
((T (un0) − T (u∗))1−θ − (T (un+1) − T (u∗))1−θ).

此外, 根据文献 [21, 定理 5] 中相似的推导证明, 我们可以估计 {un} 在 θ 取不同值时的收敛率. 因此,

可以估计 {xn} 的收敛率.

推论 5.1 在定理 2.1 的假设下, 假定 x∗ 是 {xn} 的一个极限点. 令 I = Supp(x∗), u∗ = PIx
∗,

T (u) = Tλ(PT
I u). 此外, 假设 F 和 ϕ 在 x∗ 的邻域内有二阶连续可微, 并且 ∇2T (u∗) 是非奇异的, 那

么 {xn} 以渐近线性收敛率收敛到 x∗, 即

∥xn − x∗∥2 6 Cτn

对于所有 n > n∗, 及某些 n∗ > 0, C > 0, τ ∈ [0, 1) 成立.

该推论可直接由文献 [15, 引理 2] 和定理 2.2 得到.
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5.3 收敛到一个驻点

根据 Proxµ,λΦ 的定义, 稀疏正则化问题的某种最优性条件可以表示如下:

引理 5.6 给定一个点 x∗, 当且仅当以下三个条件成立, 则 x∗ ∈ FΦ.

(1) 对于 i ∈ Supp(x∗), 有 |x∗
i | > ηµ;

(2) 对于 i ∈ Supp(x∗), 有 [∇F (x∗)]i + λsign(x∗
i )ϕ′(|x∗

i |) = 0;.

(3) 对于 i ∈ Supp(x∗)c, 有 |[∇F (x∗)]i| 6 τµ/µ.

根据 Proxµ,λΦ 的定义, 该引理的证明是显然的. 因此省略. 如果 x∗ 满足引理 5.6 的最优性条件,

那么在下文中称它为稀疏正则化问题的一个驻点.

对于任意 n ∈ N, 定义

∆(xn, xn+1) , Tλ(xn) − Tλ(xn+1). (5.15)

注意 xn 和 xn+1 只有在它们第 i个系数中才会不同,其中 i由 (1.4)决定. 从现在起,如果没有特别说

明, 假设 xn+1
i 由 (1.5) 给出, i 由 (1.4) 给出.

引理 5.7 令 {xn} 是一个由 GSIJT 产生的迭代序列. 假设 0 < µ < L−1
max, 则有

∆(xn, xn+1) = 0 当且仅当 xn+1
i = xn

i .

此引理的证明是显然的. 一方面, 如果 xn+1
i = xn

i , 那么 xn+1 = xn, 因此, ∆(xn, xn+1) = 0. 另一

方面, 如果 ∆(xn, xn+1) = 0, 那么引理 5.2 可推出 xn+1 = xn, 所以, xn+1
i = xn

i .

令 zni = xn
i − µ[∇F (xn)]i,

T (zni , x
n
i ) = Proxλ,µϕ(zni )

对于任意 n ∈ N 和 i ∈ {1, 2, . . . , N} 成立. 类似于文献 [34, 定理 19], 我们可以称 T (·, ·) 是一个闭映
射, 表示如下.

引理 5.8 T (·, ·) 是一个闭的映射, 即假设

(1) xn
i → x∗

i , n → ∞;

(2) xn+1
i → x∗∗

i , n → ∞, 其中 xn+1
i = T (zni , x

n
i ),

那么 x∗∗
i = T (z∗i , x

∗
i ), 其中 z∗i = x∗

i − µ[∇F (x∗)]i.

该引理的证明与文献 [34, 定理 10] 的证明本质上是一样的. 我们在此省略. 基于这些引理, 我们

可以证明定理 2.3.

定理 2.3 的证明 由于序列 {xn} 有界, 因此, 它就有极限点. 令 x∗ ∈ L. 现在我们关注序列 xn

的第 i 个系数, 其中 n = n(i) = jN + i− 1, i = 1, 2, . . . , N , j = 0, 1, . . . 然而, 这里简单地使用 n 来表

示 n(i). 不妨设, 有一个子序列 {xn1 , xn2 , . . .} 满足

{xn1 , xn2 , . . .} → x∗ 以及 {xn1
i , xn2

i , . . .} → x∗
i . (5.16)

此外, 由于序列 {xn1+1, xn2+1, . . .} 也是有界的, 那么其也有极限点. 将其中一个极限点表示为 x∗∗, 那

么存在一个子序列 {xl1+1, xl2+1, . . .} 满足

{xl1+1, xl2+1, . . .} → x∗∗ 以及 {xl1+1
i , xl2+1

i , . . .} → x∗∗
i , (5.17)
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其中 {l1, l2, . . .} ⊂ {n1, n2, . . .}. 在这种情形, 可得

{xl1 , xl2 , . . .} → x∗ 以及 {xl1
i , x

l2
i , . . .} → x∗

i , (5.18)

因为这是 (5.16) 的一个子序列. 令 zni = xn
i − µ[∇F (xn)]i, ∀n ∈ N. 从 (5.18), 有

z
lj
i → z∗i , j → ∞.

因此, 通过引理 5.8, 可得

x∗∗
i = T (z∗i , x

∗
i ). (5.19)

此外, 由 (5.17)、(5.18) 和 (1.5) 可知, 如下式子成立:

x∗
j = x∗∗

j , j ̸= i. (5.20)

接下来, 通过 Tλ(·) 的连续性可知 ∆(·, ·) 的连续性, 满足

∆(xlj , xlj+1) → ∆(x∗, x∗∗).

此外, 由于序列 {Tλ(xn)} 收敛, 因此,

∆(xlj , xlj+1) = Tλ(xlj ) − Tλ(xlj+1) → 0, j → ∞,

这意味着

∆(x∗, x∗∗) = 0.

此外, 通过引理 5.7、(5.19) 和 (5.20), 可得

x∗∗
i = x∗

i . (5.21)

合并 (5.19) 和 (5.21), 得到

x∗
i = T (z∗i , x

∗
i ). (5.22)

由于 i 是任意的, 因此, 对于所有 i ∈ {1, . . . , N}, 有 (5.22) 成立. 这意味着 x∗ 是 Gµ,λΦ 的一个不

动点, 也就是说, x∗ ∈ FΦ. 类似地, 因为 x∗ ∈ L 也是任意的, 所以, L ⊂ FΦ. 因此, 我们完成了该定理

的证明.

6 结论

本文主要致力于将 Gauss-Seidel 迭代格式用于求解一大类稀疏正则化问题的阈值迭代算法, 并提

出了一个新的算法称作 Gauss-Seidel 跳跃迭代阈值 (GSIJT) 算法. 本文的主要贡献是建立所提出算

法的收敛性. 概括来说,

(i) 当步长 0 < µ < 1/Lmax 时, 所提出的算法具有支撑和符号有限收敛性. 这意味着 GSIJT 产生

的支撑和符号的序列能够收敛并在有限多迭代步内保持不变.
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(ii)结合 rKL性质,本文证明了 GSIJT的全局收敛性并给出了收敛速率的估计.与 ITA算法如文

献 [15]中的 IJT算法相比, IJT对步长的收敛条件为 0 < µ < 1
LF

,而 GSIJT为 0 < µ < 1
Lmax

,其中 LF

和 Lmax 分别在假设 2.2 和 2.1 中说明 Lmax 6 LF .

(iii)一系列的数值实验证明了 GSIJT的有效性,特别是通过与 ITA进行比较,证明了预期中更快

的收敛速度和所需较弱的收敛条件.
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Sparse regularized optimization via Gauss-Seidel iterative
thresholding

Jinshan Zeng, Tao He & Shikang Ouyang

Abstract This paper considers a class of sparse regularized optimization problems, which are widely studied in
many applications such as machine learning, signal processing and image processing. A typical feature of such a
class of sparse regularizers is that their induced thresholding functions are discontinuous with jump discontinuities.
We develop a Gauss-Seidel based algorithm, called Gauss-Seidel iterative jumping thresholding algorithm (GSIJT)
for fast solution to these problems. We first justify the finite convergence of the support and sign of any sequence
generated by GSIJT. The convergence property together with the restricted Kurdyka- Lojasiewicz (rKL) property
yields the global convergence of GSIJT. Moreover, we give the rate of convergence of GSIJT, and show that
any limit point is a stationary point. A series of numerical experiments are provided to show the effectiveness
of GSIJT. Particularly, compared with the associated iterative thresholding algorithms, the proposed algorithm
converges much faster and can adopt a larger step size.

Keywords sparse regularization, ℓq (0 < q < 1) regularization, iterative thresholding algorithm, Gauss-

Seidel, Kurdyka- Lojasiewicz inequality
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