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摘要 人体微生物组对人体健康和疾病起着重要作用. 高通量测序技术的发展使得我们可以定量分析

微生物组中所有菌种的成分. 本文回顾近来在微生物组学研究中的高维计数和成分数据分析方法, 其

中包括 Dirichlet 多项分布模型及其拓展、从大维稀疏计数矩阵估计成分数据、高维成分回归和基于

对数基底的成分数据统计推断方法.
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1 引言

人体中生活着大量微生物,其细胞总量据估计是我们人细胞的 10倍 [1]. 它们分布在人体的各个部

位, 如皮肤、口腔和肠道等, 其中尤以肠道中的微生物数量最多、种类最丰富. 微生物往往以群落的形

式存在, 它们之间通过协同作用来影响自身所在的环境, 反过来环境也影响着微生物群落的组成和结

构. 近年来, 涌现出了大量探索微生物与人体健康关系的研究. 例如, 肠道微生物与肥胖 [2]、糖尿病 [3]

和心血管疾病 [4] 等有着密切联系, 而人们的饮食习惯和生活方式等也会影响肠道菌群的结构 [5]. 如

何综合分析微生物组学数据及这些相关信息, 从而为人类健康造福, 是当前生物统计领域一个重要的

课题.

飞速发展的高通量测序技术使得人们可以定量分析人体内微生物群落的组成信息,这给人们研究

微生物群落之间、微生物与宿主间的关联性提供了极大便利. 当前广泛使用的测序技术有两种, 一种

是 16S rRNA 测序, 另一种是全基因组鸟枪法测序 (whole genome shotgun sequencing). 16S rRNA 是

原核细胞核糖体的一段结构性区域, 广泛存在于细菌等原核生物中. 它既包含了高度保守的区域, 有

利于扩增时引物的结合, 又具有在不同菌种中高度分化的区域, 从而可以通过该段序列鉴别微生物的
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种类. 在实验得到测序数据后,人们往往先根据序列相似度 (如 97%)把不同序列聚类成不同的操作分

类单元 (operational taxonomic unit, OTU),然后将得到的 OTU与已有的 16S rRNA数据库对比,进而

得到不同菌种所对应的序列个数 (读段数). 此外, 利用已知的序列信息可以构建一个系统发生树, 测

序所得的 OTU 在不同层级累加后能够反映出不同分类等级的微生物含量, 如不同的门、纲、目、科、

属、种的微生物的读段数.

与 16S rRNA 针对一段标记基因测序不同, 全基因组鸟枪法测序是把样品全部基因组一起测序,

从而得到宿主和微生物的全部基因信息,然后与数据库中已有的微生物基因组序列信息比对后确定微

生物的丰度信息. 这种测序方法亦称为宏基因组测序. 不过, 由于待测序的基因较多, 宏基因组测序的

准确性对实验准备阶段要求较高 [6], 数据分析也因读段数过多较为复杂. 关于鸟枪法测序的实验细节

和数据处理, 可以参见文献 [7].

本文主要回顾微生物组学研究中的相关统计方法, 包括计数 (count data) 和成分数据 (composi-

tional data) 分析. 微生物组学中的测序数据有如下特点. 第一, 所得数据反映了微生物在某个分类层

级下的读段数, 从而原始数据为非负整数. 第二, 由于微生物群落中主导菌的存在, 少数 OTU 的读段

数可以占到同一样本内总读段数的绝大部分, 而大部分 OTU 只有很少的读段数, 甚至很多 OTU 都

只在个别样本中测得了数据, 在其他样本中计数为零. 第三, 由于测序深度和样本大小不同, 不同样本

的总读段数相差很大, 一个样本的数据只反映了该样本内不同微生物种类的相对成分, 其绝对含量难

以测得. 主导菌群的存在更使得这一成分数据属性不能在统计分析中简单忽略. 第四, 实验中得到的

OTU 总数往往成千上万, 即使只统计到 “属” 这一级别的微生物, 种类个数也往往上百, 而样本数通

常只有几十到几百. 这意味着我们需要对高维计数或成分数据进行分析, 经典的变量个数固定、样本

个数趋于无穷的统计方法可能失去功效甚至无法使用. 最后, 系统发生树的结构可以给微生物组数据

分析提供更多的信息. 如图 1 所示, 每个结点代表不同等级的分类单元, 叶结点代表较低水平的分类

单元 (如 OTU 或属、种), 而内部结点随着向根部汇合代表较高水平的分类单元 (如界、门). 因此, 对

应到较高分类单元的读段数是其所有子结点的读段数之和.

在微生物组学研究中,我们关心的科学问题主要包括以下几个.首先是微生物相对丰度的估计,以

及对两总体或多总体间微生物丰度是否相同进行假设检验. 其次, 我们希望研究肠道微生物种群间以

及它们与人体健康 (如衡量肥胖的 BMI 指数, body mass index) 和饮食摄入的影响, 这可以通过回归

模型和图模型对数据进行建模, 目标是进行参数估计和相应的统计推断. 此外, 在数据分析过程中, 我

们需要充分考虑微生物组数据的几个特点, 以保证统计推断的合理性. 关于微生物组、宏基因组学和

高维成分数据分析, 可参见文献 [8]. Li 等 [9] 和 Layeghifard 等 [10] 也对微生物间相互作用的课题从计

算生物学和网络的角度进行了回顾. 本文将进一步从高维计数数据和高维成分数据两个方面综述近年

来微生物组学数据分析的一些统计方法.
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图 1 系统发生树示意图
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在本文中,我们用大写字母表示矩阵或随机变量/向量,小写字母表示确定的向量或标量,且矩阵和

向量均用黑体表示. 对向量 a ∈ Rp,记 ∥a∥q (q = 1, 2,∞)为其 ℓq 范数. 对矩阵 A,令 ∥A∥1 =
∑

i,j |aij |
为 A 的 ℓ1 范数, ∥A∥F = (

∑
i,j a

2
ij)

1
2 为 A 的 Frobenius 范数, ∥A∥max = maxi,j |aij | 为元素的 ℓ∞ 范

数, ∥A∥ℓ1 = maxj
∑

i |aij | 为 A 的矩阵 ℓ1 范数, ∥A∥2 = maxi σi(A) 为 A 的谱范数, ∥A∥∗ =
∑

i σi(A)

为 A 的核范数, 其中 σi(A) 为 A 的第 i 大的奇异值. 当 A 是方阵时, 记 ∥A∥1,off =
∑

i ̸=j |aij | 为非对
角元的 ℓ1 范数.

2 高维计数数据分析

本节回顾微生物组学中的高维计数模型和统计方法. 使用计数模型可以更好地考虑到测序数据中

采样的随机性, 因为测序所得的计数数据可以视为微生物种群丰度的一个带噪声的实现. 与之相对的,

由于在建模过程中需要考虑到抽样的随机性, 我们往往会使用分层模型 (hierarchical model), 这通常

会使统计模型较为复杂, 难以推导高维情形下相应的统计性质. 此外, 高维数据意味着变量个数可能

与样本量相当甚至远大于样本量, 我们需要对模型加一定结构性假设才有可能进行相应的统计分析.

首先介绍最常见的 Dirichlet 多项分布 (Dirichlet-multimomial, DM) 模型, 以及它的一些扩展.

2.1 DM 模型及相应的统计推断方法

假设我们观测到 n个样本,每个样本测量了 p种微生物的读段数. 令 xij (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , p)

表示样本 i在菌种 j 上的读段数,并记 xi = (xi1, . . . , xip)
T 和 Ni =

∑p
j=1 xij 为样本 i的总读段数. 由

于 xij 只能取非负整数,并考虑到微生物组数据是成分数据的特点,我们自然考虑多项分布模型,其概

率分布为

fM(xi;πi) =

(
Ni

xi

) p∏
j=1

π
xij

ij , (2.1)

其中 πi = (πi1, . . . , πip)
T 是样本 i 对应的多项分布的参数, 满足 πij > 0, j = 1, . . . , p,

∑p
j=1 πij = 1.

对于多项分布, 其均值和方差均可由该参数决定, 即设 Xij 是相应位置的随机变量, 则有

E(Xij) = Niπij , Var(Xij) = Niπij(1− πij). (2.2)

对于微生物组计数数据而言, 不同样本间的成分参数可能相差很大, 具有所谓的 “超散布性” (overdis-

persion),即观测到的不同样本成分参数的方差显著大于多项分布模型下给出的方差. 这意味着每个样

本应有各自的多项分布参数. 为了在建模中考虑进这种超散布性,并减少模型需要的参数,我们假设不

同样本的成分参数来自同一随机变量的不同实现. 由于这一随机变量的取值空间在单纯形 (simplex)

上, 一个常用的分布是 Dirichlet 分布, 它也是 Bayes 理论中与多项分布共轭的分布, 其概率分布为

fD(πi;α) =
Γ(α+)∏p
j=1 Γ(αj)

p∏
j=1

π
αj−1
ij , (2.3)

其中 α = (α1, . . . , αp)
T 是 Dirichlet 分布参数, 满足 αj > 0, j = 1, . . . , p, 而 α+ =

∑p
j=1 αj . 结合 (2.1)

和 (2.3), 我们可以写出 DM 模型 [11] 的概率分布为

fDM(xi;α) =

∫
fM(xi;πi)fD(πi;α) dπi
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=

(
Ni

xi

)
Γ(α+)

Γ(Ni + α+)

p∏
j=1

Γ(xij + αj)

Γ(αj)
. (2.4)

DM 模型的另一种等价的参数化方法是令 ϕj =
αj

α+
, θ = 1

1+α+
, 则概率分布可写为

fDM(xi;ϕ, θ) =

(
Ni

xi

)∏p
j=1

∏xij

k=1{ϕj(1− θ) + (k − 1)θ}∏xij

k=1{1− θ + (k − 1)θ}
.

这种参数化方式的好处是参数的含义更易解释, 因为有

E(Xij) = Niϕj , Var(Xij) = Niϕj(1− ϕj){1 + θ(Ni − 1)}, (2.5)

从而 ϕj 刻画了均值, 而 θ 称为散布参数 (dispersion parameter), 刻画了方差的散布性. 比较 (2.2)

和 (2.5) 可以看出, DM 模型的方差比多项分布的多乘了一个 1 + θ(Ni − 1) 因子.

La Rosa 等 [12] 考虑了 DM 模型下关于微生物成分组成的检验问题. DM 模型参数的极大似然估

计没有解析解,但从 (2.5)易推知参数 ϕj 的矩估计为 ϕ̂j =
∑n

i=1 xij

N ,其中 N =
∑n

i=1 Ni. 而散布参数 θ

的矩估计为

θ̂ =

∑p
j=1(Sj −Gj)∑p

j=1{Sj + (Nc − 1)Gj}
,

其中

Nc =
1

n− 1

(
N −

∑n
i=1 N

2
i

N

)
, Sj =

1

n− 1

n∑
i=1

Ni

(
xij

Ni
− ϕ̂j

)2

, Gj =
1

N − n

n∑
i=1

Ni
xij

Ni

(
1− xij

Ni

)
.

在经典的 p 固定而 N 趋于无穷的渐近理论框架下, 矩估计具有优良的统计性质, 如渐近无偏和渐近

正态性 [13], 可以据此给出关于微生物成分组成的假设检验的统计量及其渐近分布. 例如, 如果想检验

某总体的微生物成分 ϕ 是否与一预先给定的成分向量 ϕ0 相等,

H0 : ϕ = ϕ0 vs. H1 : ϕ ̸= ϕ0,

则可考虑如下 Wald 类型的检验统计量:

T1 = (ϕ̂− ϕ0)
T(V (ϕ0, θ̂, N))−(ϕ̂− ϕ0), (2.6)

其中 (·)− 是矩阵的 Moore-Penrose 广义逆, 而

V (ϕ0, θ̂, N) =
1

N2

{
θ̂

( n∑
i=1

N2
i −N

)
+N

}
(D(ϕ0)− ϕ0ϕ

T
0 ),

其中 D(ϕ0) 是对角元为 ϕ0 的对角矩阵. 在零假设下, T1 的渐近分布为自由度是矩阵 D(ϕ0)− ϕ0ϕ
T
0

的秩的卡方统计量, 故可据此计算检验统计量的 p 值. 类似地, 也可以考虑两总体或多总体下成分向

量的假设检验问题. 例如, 对于两总体检验

H0 : ϕ1 = ϕ2 vs. H1 : ϕ1 ̸= ϕ2,

其相应的检验统计量为

T2 = (ϕ̂1 − ϕ̂2)
TŜ−1(ϕ̂1 − ϕ̂1), (2.7)
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其中 Ŝ 的定义可参见文献 [12, (8)]. 不过, 这些检验统计量的渐近分布是在经典的 p 固定 N 趋于无

穷的框架下成立的, 当微生物种类个数较多且存在大量低计数甚至零计数的菌种时, 收敛到渐近分布

的速度很慢, p值的计算需要借助自举法 [14] (bootstrap)或置换 [15] (permutation)的方法, 对计算资源

要求较高.

除了对微生物成分组成进行检验, Chen 和 Li [16] 在 DM 模型下研究了环境协变量 (如饮食摄入)

对微生物成分组成的影响. 在他们使用的实际数据中, 通过调查问卷测得了 98 个志愿者在 214 种微

量营养物的摄入数据 [5]. 假设除了微生物组计数矩阵,还观测到了一个协变量矩阵 Z = (zij)n×q (不妨

设 Z 的第一列为 1), 其中 q 可能是高维的. 为将微生物组成成分与协变量联系起来, Chen 和 Li 考虑

了 DM 模型第一种参数化的方法, 并假设了如下对数线性模型:

αj(zi) = exp

( q∑
k=1

βjkzik

)
, (2.8)

其中 zi = (zi1, . . . , ziq)
T, βjk 代表了协变量 k 对菌种 j 的作用. 令 B = (βjk)p×q, βk = (β1k, . . . , βpk)

T,

并记 l(B;X,Z) 为将上式代入 (2.4) 后的对数似然函数. 当 p 和 q 较大时, 直接优化似然函数会使估

计结果不稳定, Chen 和 Li 进一步考虑了稀疏加分组的惩罚项. 特别地, 令 B 的估计值为

B̂ = argmin
B

{
− l(B;X,Z) + λ1

q∑
k=2

∥βk∥2 + λ2

q∑
k=2

∥βk∥1
}
, (2.9)

其中 λ1 和 λ2 分别为分组和稀疏的惩罚参数, Chen 和 Li 建议使用交叉验证 (cross validation) 或者

BIC 准则 (Bayesian information criterion) 来选择惩罚参数. 第一部分关于 ∥βk∥2 的惩罚可以导致分
组水平的稀疏性 [17], 即对某些 k 而言, βk 估计值的分量全为 0, 代表协变量 k 对微生物组分没有影

响. 第二部分针对 ∥βk∥1 的惩罚则可以导致元素水平的稀疏性 [18], 即只有少部分 βjk 不为 0, 意味着

协变量对菌种成分的作用是稀疏的. Chen 和 Li 提出了分块坐标下降法 (block coordinate descent) 来

求解优化问题 (2.9), 但由于模型较为复杂, 没有推导相应的统计性质, 如估计量的相合性以及对参数

进行假设检验的方法.

类似地, Wardsworth 等 [19] 在 Bayes 框架下考虑了相同的问题, 并在参数 βjk 上使用了针板先验

(spike-and-slab prior) 来达到变量选择的效果. 特别地, Wardsworth 等令 βjk 的先验为

βjk ∼ ξjkN (0, σ2
k) + (1− ξjk)δ0(βjk),

其中 ξjk 是取 0 或 1 的二值变量, δ0 是 Dirac δ 函数, σ2
k 刻画了协变量 k 对微生物组分作用的方差.

而对于二值变量 ξjk 的概率参数 pjk, Wardsworth 等进一步假设其先验是较为平坦的 Beta 分布. 随

后, Wardsworth 等提出了使用 MCMC 算法 (Markov chain Monte Carlo) 对后验分布进行统计推断.

Wardsworth等考虑的是完全 Bayes模型,在先验的选择上充分利用了共轭先验. 但由于针板先验的存

在, 对后验分布的采样难以扩展到更高维度的情况, Bayes 模型往往难以得到解析解, 抽样比较困难也

在一定程度上限制了这个方法的应用.

在 DM 模型的基础上, 学者们还考虑了如何对微生物菌种间的相互关系进行建模, 尤其是刻画菌

种间的直接相关关系.这里先简单介绍对于变量相关性的度量方法. 对于随机向量X = (X1, . . . , Xp)
T,

分量间的相关性由协方差矩阵 Σ = (σij)p×p 给出, 其中 σij = Cov(Xi, Xj). 但是, 协方差仅刻画了两

个分量间相关性大小, 不能衡量二者的直接关联性. 直接相关性在统计学中往往用偏相关系数或条件

独立性描述, 它们分别表示在消除其他变量的线性影响和全部影响后, 对两个变量相互依赖关系的度
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量. 当 X 服从 p 维正态分布时, 分量 i 和 j 的偏相关系数为 0 等价于条件独立, 亦等价于精度矩阵

(precision matrix) Ω = (Σ)−1 = (ωij)p×p 中的 ωij = 0.

Yang 等 [20] 构造了一个分层模型 mLDM (metagenomic Lognormal-Dirichlet-Multinomial) 以同时

估计微生物菌种间的直接相关以及微生物与环境协变量的作用. 在 Chen 和 Li 考虑的对数线性模

型 (2.8) 的基础上, Yang 等进一步假设

αj(zi) = exp

( q∑
k=1

βjkzik + wij

)
, (2.10)

其中

wi = (wi1, . . . , wip)
T ∼ Np(µ, (Ω)−1),

这里 µ 为未知参数. 此时我们感兴趣的参数是 B 和 Ω, 它们分别描述了协变量对微生物组分的作用

及菌种间的直接相关关系. 考虑到菌种和协变量个数均为高维, Yang 等使用了带惩罚的似然方法, 对

∥B∥1 和 ∥Ω∥1 都进行了惩罚, 使得估计出的两种关联性都是稀疏的. 不过, 由于全似然函数过于复杂,

Yang 等把中间层本应需要的隐变量 wi 也作为参数同 B、µ 和 Ω 写进似然, 然后使用分块坐标下降

法进行参数估计.

与此同时, Biswas 等 [21] 也考虑了相同的问题, 他们使用了 Poisson 对数正态模型, 即假设读段数

服从 Poisson 分布, 同一样本不同菌种的 Poisson 分布参数取对数后形成的向量具有形如 (2.10) 的表

示形式. 其方法的稀疏性假设和算法求解与 mLDM 方法大同小异, 这里不再赘述. 需要指出, Biswas

等的模型 MInt (microbial interaction) 没有直接考虑微生物组数据的成分特征, 而是在协变量中加入

了测序深度作为弥补, 另外该模型也没有考虑协变量是高维的情形. 以上这两种方法均是从计算生物

学的角度出发, 用计数数据对菌种直接相关性进行建模. 由于分层模型涉及层数和参数都较多, 在计

算和优化上都有一定的难度, 也不适用于维度较高的情形.

2.2 DM 模型的扩展

DM 模型虽然部分解决了微生物组数据超散布性的问题, 但其相较于多项分布而言也仅增加了一

个散布参数,能刻画的数据结构仍然较为有限,尤其是对菌种间相互作用的描述具有很大的局限性. 事

实上, 一个 p 维的 Dirichlet 分布可以视为由 p 个相互独立的 Gamma 分布经归一化生成, 这蕴含了

DM 模型中不同变量间的相关性结构: 一方面, 多项分布的总计数固定导致不同分量间有负相关的趋

势; 另一方面, Dirichlet 分布的生成机制意味着在不考虑总量限制时各分量是相互 “独立” 的. 但实际

上, 微生物菌种间既有负相关, 也有正相关 [22].

一个自然的改进是把单一的 Dirichlet分布改为有限个 Dirichlet分布的混合 (Dirichlet multinomial

mixture, DMM), 该模型也利于对样本进行聚类分析. Holmes 等 [23] 考虑了 DMM 模型在微生物组学

中的应用. 设模型由 K 个 Dirichlet分布混合而成,参数分别是 α1, . . . ,αK ,混合的权重为 w1, . . . , wK ,

满足
∑K

k=1 wk = 1. 参考 (2.3), DMM 模型下关于多项分布参数 πi 的概率分布可表为

fmix
D (πi;αk, wk, k = 1, . . . ,K) =

K∑
k=1

wkfD(πi;αk).

Holmes 等进一步在 αkj 上引入了 Gamma 分布作为先验, 对 DMM 模型进行了 Bayes 统计推断. 不

过, 混合模型中一个常见的问题是 K 的选取, Holmes 等提出在完全 Bayes 框架下通过比较不同 K 下
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模型的不确定性进行模型选择的方法. DMM 模型可以自然地对样本进行分类或聚类, 但处于同一类

中的样本仍然面临着 DM 模型中协方差结构不够丰富的问题.

为了能更灵活地描述计数数据的生成机制, Xia 等 [24] 提出了针对微生物组学数据分析的加性逻

辑正态多项分布模型 [25, 26] (additive logistic normal multinomial, ALNM). ALNM 模型假设多项分布

的参数在经过加性对数比 (additive log-ratio, alr) 变换后服从正态分布. 特别地, 在选定一个指标 p 作

为基准 (baseline) 变量后, alr 变换定义为

ψi = alr(πi) =

{
log

(
πi1

πip

)
, . . . , log

(
πi,p−1

πip

)}T

. (2.11)

Xia 等研究了 ALNM 模型下微生物组分和环境协变量的关系. 设 ψi ∼ Np−1(µi,Σ), 仍记 zi ∈ Rq 为

样本 i 的协变量, Xia 等假设 µi = BTzi, 其中 B = (β1, . . . ,βq)
T ∈ Rq×(p−1) 为系数矩阵. 由于 Xia

等考虑的是 p 较小但协变量维数 q 较大的情形, 他们提出了带分组稀疏惩罚的似然方法估计系数矩

阵, 即

(B̂, Σ̂) = argmin
(B,Σ)

{
−

n∑
i=1

l(B,Σ;xi, zi) + λ

q∑
j=1

∥βj∥2
}
,

其中 l(B,Σ;xi,zi) 是观测样本 i 在 ALNM 模型下的对数似然, λ 是惩罚参数. 这样的惩罚可以导致

系数矩阵 B̂ 的分组稀疏性, 即某些协变量对微生物组分没有影响. Xia 等随之提出了 MCEM (Monte

Carlo expectation maximization) 算法求解上述优化问题, 使用 5 折交叉验证来选择惩罚参数. ALNM

模型更为灵活的代价是参数个数的增加, 且失去了共轭分布计算的简便性, 这使得上述 MCEM 算法

不能应用于菌种个数较多的情形中. 此外, ALNM 模型的另一个问题是, 不同的基准变量选择可能导

致后续的模型选择不具有不变性, 亦即, 当选定另一变量 (如第一个) 作为基准变量时, alr变换后的变

量仍服从正态分布, 但均值和方差均需进行线性变换, 这可能影响后续建模中对参数结构的假设 (如

稀疏性).

此外, DM 模型还没有考虑系统发生树的结构, 而该信息往往有助于微生物组数据的分析. 为此,

Wang 和 Zhao [27] 提出了 Dirichlet 树多项分布 (Dirichlet-tree multinomial, DTM) 模型 [28]. 与 DM 模

型在所有菌种组成的成分向量上假设 Dirichlet 分布不同, DTM 模型对树中的每个子树都引入了一个

Dirichlet 分布. 以图 1 为例, 树中共有 6 个叶结点, 5 个内部结点. 记叶结点组成的集合为 L, 内部结
点组成的集合为 V. 对每个内部结点 v ∈ V, 记 Cv 为其子结点组成的集合, 则每个内部结点与其子结

点组成的子树都可刻画一个多项分布,因父结点的读段数是其子结点读段数之和.设由 v ∈ V 和 Cv 诱
导的多项分布参数为 bv = {bvc : c ∈ Cv}, 则有 bvc > 0,

∑
c∈Cv

bvc = 1. 再定义 δvc(l) 为由 v 经 c 是否

能最终到达叶结点 l 的示性函数, 即当 l 在以 c 为根结点的子树内时 δvc(l) = 1, 否则 δvc(l) = 0. 此时

DM 模型中多项分布的参数 πj 可以由一系列 bvc 表示,

πj =
∏
v∈V

∏
c∈Cv

bδvc(j)
vc .

这里暂时忽略了关于样本 i 的脚标, 并记

xvc =
∑
j∈L

δvc(j)xj , xv+ =
∑
c∈Cv

xvc,

则多项分布的概率分布可表示为

fM({bv, v ∈ V};x) =
∏
v∈V

Γ(xv+ + 1)∏
c∈Cv

Γ(xvc + 1)

∏
c∈Cv

bxvc
vc .
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此时,我们在每个子树诱导的多项分布参数 bv 上都引入一个 Dirichlet分布,记其参数为 αv,则 DTM

模型的概率分布可表为

fDTM({αv, v ∈ V};x) =
∏
v∈V

∫
fM({bv, v ∈ V};x)fD(bv;αv) dbv

=
∏
v∈V

Γ(xv+ + 1)Γ(αv+)

Γ(xv+ + αv+)

∏
c∈Cv

Γ(xvc + αvc)

Γ(xvc + 1)Γ(αvc)
,

其中 αv+ =
∑

c∈Cv
αvc. Wang 和 Zhao 考虑了协变量对微生物组分的回归问题, 即对每个 αvc 假设如

下对数线性模型:

log(αvc) = z
Tβvc,

其中 z是协变量, βvc刻画了所有协变量对树中 v到 c这条枝的作用. 将代表样本的脚标 i代回 b、α、x

和 z 中后, 我们希望估计参数 β = {βvc, v ∈ V, c ∈ Cv}. 记 DTM 模型的对数似然为 lDTM(β;X,Z),

Wang 和 Zhao 考虑了如下稀疏加分组惩罚的极大似然方法估计参数,

β̂ = argmin
β

{
− lDTM(β;X,Z) + λ1

∑
v∈V

∑
c∈Cv

∥βvc∥1 + λ2

∑
v∈V

∑
c∈Cv

∥βvc∥2
}
,

其中 λ1 和 λ2 是惩罚参数,惩罚思路与 Chen和 Li的方法 (2.9)类似. 不过需要指出, Chen和 Li的方

法中分组是一个协变量对所有的菌种成分的影响为一组,组内系数为 0意味着该协变量完全不影响微

生物组分; 而 Wang和 Zhao的 DTM模型中分组是所有协变量对树中的某条枝为一组, 组内系数为 0

意味着这条枝不被任何协变量影响. 最后, Wang 和 Zhao 提出了一个加速近似点梯度法 (accelerated

proximal gradient) 求解上述优化问题.

同样在 DTM 模型下, Tang 等 [29] 考虑了微生物组分的检验问题, 并加入了树结构的信息. 对于

DTM模型中每一颗子树的 DM模型,都可以用类似于 (2.6)的统计量进行关于组分的假设检验. 局部

的检验可能比全局的 DM 模型检验功效更高, 这是因为在子树上的检验既可能增强其父结点检验的

功效, 也可能被父结点的其他子结点对应的检验抵消, 所以, DTM 模型下的检验是否能增强功效取决

于树结构是否本身蕴含了足够的信息. 此外, 不妨考虑每个内部结点 v ∈ V 对应的检验为

H0,v : αv = α0
v vs. H1,v : αv ̸= α0

v,

其中 α0
v 是事先给定的向量, 则在全局零假设 H0 =

∩
v∈V H0,v 下, 每个子树的检验得到的 p 值是渐近

独立的, 因为每个检验只需在给定自己所在子树根结点的总读段数条件下, 即可得到统计量的渐近分

布 (参见文献 [29,定理 1]或 [30]). 对于这种由树结构诱导的一系列假设检验, Soriano和 Ma [31] 指出,

局部的检验可能会和与它临近或相互嵌套的检验结果相似, 故联合考虑可能会增强检验的功效. 这种

假设在微生物组学中系统发生树很可能成立, 因为在两个分类单元近似或相互包含时, 其组分也往往

类似. 因此,为了对全局零假设 H0 进行检验, Tang等 [29] 进一步发展了 PhyloScan (phylogenetic scan)

检验方法, 使用树中的所有三元组构造检验统计量. 特别地, 对于每个非根结点且满足 Cv ∩ V ̸= ∅ 的
中间结点 v, 考察其父结点和任一个子结点组成的三元组, 则这三个结点均对应了一个假设检验. 由

于在全局零假设下三个检验统计量渐近独立,容易推导一个把该三元组作为一个整体时对应的统计量

及其渐近分布. 此时为了对全局零假设做检验, 需要考虑所有可能的三元组, 显然, 它们对应的统计量

(因三元组之间有交集) 是相互关联的. 结合树的结构, Tang 等给出了这些检验的 p 值取最小值后的

近似矫正方法.
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除了以上这些 DM 模型的扩展, 还有学者们考虑了更自由的分布假设. 当微生物组测序数据

包含了同一个体不同身体部位或不同时间点的样本时, Shi 和 Li [30] 考虑了成对多项分布 (paired

multinomial, PairMN) 模型, 在多项分布上层没有对参数进行分布的假设. 假设样本 i 有两组观测

值 Xi = (x1
i ,x

2
i ) ∈ Rp×2, Shi 和 Li 设每组观测仍满足多项分布, 参数分别是 π1

i 和 π2
i , 但仅对参数的

一阶和二阶矩做了如下假设:

E(πt
i) = µ

t, Var(πt
i) = Σt, t = 1, 2, Cov(π1

i ,π
2
i ) = Σ12.

尽管 PairMN 模型没有假设参数的具体分布, 但是仍可使用矩估计的办法估计参数 (参见文献 [30, 引

理 1]). 因此, 对于两总体成分的检验

H0 : µ1 = µ2 vs. H1 : µ1 ̸= µ2,

仍可考虑类似于 (2.7) 形式的统计量, 并可推导其在 p 固定、N 趋于无穷时的渐近分布. 当潜在模型

仍然是 DM 模型时, PairMN 模型估计的协方差不如在正确的模型假定下使用的极大似然估计量更有

效; 反过来, PairMN 模型的矩估计量可能在其他分布下比 DM 模型的检验统计量功效更高. PairMN

模型也可以扩展到树结构上,只要类似于 DTM模型在每棵子树上引入 PairMN分布即可.而且,不同

子树对应的检验统计量也是渐近独立的,可以进行上文提到的针对全局零假设的检验. 但是需要指出,

当检验目标是全局零假设时, 尽管这两种方法的局部检验统计量是渐近独立的, 但由于系统发生树的

内点较多, 如何更有效地将这些 p 值结合取决于备择假设的形式. 不同的组合形式在零假设下的渐近

水平是一致的, 但在不同备择假设下的渐近功效不同.

既然多项分布的参数不必来自 Dirichlet 分布, 同样可以不假设多项分布, 只对计数数据成分的期

望做假设. Tang 等 [32] 提出了一个更一般的 QCAT (quasi-conditional association test) 方法对微生物

组分和环境协变量的关系进行估计和假设检验. 他们提出的模型与 Xia 等 [24] 的 ALNM 模型在一阶

矩的意义下是等价的, 但没有具体假设多项分布和加性逻辑正态分布. 特别地, 如 (2.11), 设

E(xi) = Niπi, ψi = alr(πi), ψi = B
Tzi,

则可推知对 j = 1, . . . , p− 1, 有

πij =
exp(zTi βj)∑p−1

j=k exp(z
T
i βk) + 1

, (2.12)

而 πip = 1/{
∑p−1

j=1 exp(z
T
i βj) + 1}. Tang 等提出通过求解如下估计方程估计参数 B:

n∑
i=1

Si(B) =
n∑

i=1

(xi −Niπij)⊗ xi = 0p×q,

其中 Si(B) = (xi −Niπij)⊗xi, ⊗代表 Kronecker积.在经典的渐近意义下,只要矩条件假设成立,该

方法的估计量在计数数据不是多项分布时也是渐近相合的. 后续的假设检验, 例如, 检验 H0 : β1 = 0,

可以使用传统的记分统计量 (score statistics),这里不再赘述. 此外, Tang等 [32] 还考虑了计数数据中 0

太多时的解决办法, 即设 δij = I (xij ̸= 0), 其中 I(·) 为示性函数, 则 (2.12) 可改写为

πij =
δij exp(z

T
i βj)∑p−1

k=1 δik exp(z
T
i βk) + δip

,
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从而可以针对数据的正部使用类似的估计方程进行参数估计和假设检验. 对计数数据为 0 的部分, 可

以使用广义估计方程 (generalized estimation equations) 的方法进行建模分析. 除了对 0 计数的考虑,

Tang 等提出的 QCAT 方法也可以扩展到树上, 其思想与前述方法是类似的. Tang 等 [32] 的估计方程

中没有惩罚项或约束条件限制, 因此, 当菌种个数较多或协变量个数较多时, 估计方法和检验统计量

较为不稳定.

总体而言, 直接使用计数数据分析微生物组成的相互关系或者与协变量的关系时, 由于要对抽样

过程进行建模, 关联性分析一般都是在成分参数上考虑回归模型或更复杂的结构. 即使是简单的成分

向量假设检验问题, 也要考虑到数据的超散布性, 引入上层分布. 大部分分层模型的优化算法都不能

很好地扩展到高维情形, 即菌种个数 p 和协变量个数 q 都很大的情况, 且相应的统计理论也难以建

立. 如何直接对计数数据建模, 把微生物组数据的特点考虑进来, 并发展出统计上可靠、计算上可扩

展 (scalable) 的方法, 是目前微生物组学研究中的一个重要方向. 最后, 我们将各个方法的目标、特点

以及是否可处理高维数据总结在表 1 中以供参考. 这里高维的标准是估计或检验方法是否适用于样

本数、菌种数和变量数同时增大的情形. 如果方法建立在经典极限意义下,则不算高维;如果方法考虑

了稀疏性信息, 则算作高维.

2.3 从计数数据到成分数据

除了对计数数据建模, 还可以把计数数据转化为成分数据后, 再使用针对成分数据的统计模型和

方法. 与绝对量数据不同, 成分数据描述了一个总体中各个部分所占的比例, 因此只承载了相对量的

信息. 特别地, 设 π 为 p 维成分数据, 则 π 取值在 p− 1 维单形 Sp−1 上, 定义为

Sp−1 =

{
π = (π1, . . . , πp)

T : πi > 0,

p∑
i=1

πi = 1

}
.

注意, 这里考虑的是各分量严格大于零的情形, 这给后续的基于对数比变换的成分数据分析方法提供

了极大便利. 对应到微生物组学研究中, 相当于假设各菌种的绝对丰度不是零, 而测序中的零计数是

由于样本太小及测序深度不足造成的. 当考虑的分类单元不是十分接近底层 (如 OTU) 时, 这个假设

可以认为是合理的.

对于成分数据分析, 目前最常用的方法都是建立在 Aitchison 提出的对数比变换 [25,33] 的基础上,

例如, (2.11) 定义的加性对数比变换, 亦或由下式定义的中心对数比 (centred log-ratio, clr) 变换:

clr(π) =

(
log

π1

g(π)
, . . . , log

πp

g(π)

)
, (2.13)

其中 g(π) = (
∏p

i=1 πi)
1/p 是 π 的几何均值.对于成分数据的统计分析方法,我们留待下节中详细讨论.

这里先介绍一些从计数数据估计成分的方法.

最简单的从计数数据到成分数据的办法是把同一样本的读段数进行归一化, 即

π̂mle
i =

(
xi1∑p
j=1 xij

, . . . ,
xip∑p
j=1 xij

)T

,

这也是多项分布模型 (2.1) 下的极大似然估计. 然而, 由于微生物计数数据中存在着大量的 0, 简单地

归一化使得成分数据中有过多的 0, 从而无法继续进行基于对数比变换的成分数据分析方法. 一个简

单的填补零计数的方法是给每个数据点增加一定量的伪计数 (pseudocount), 而伪计数大小的选择具
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表 1 DM 模型及其拓展模型的比较

方法 目标 特点 微生物数 协变量数

是否高维 是否高维

DM [12] 估计并检验微生物的相对

丰度

利用 Dirichlet 分布来刻画数

据的超散布性

否 无协变量

Chen 和 Li [16] 估计微生物的相对丰度,

并研究协变量对微生物成

分组成的影响

在 DM 模型的基础上利用对

数线性模型考虑协变量的作

用, 并同时考虑对稀疏和分组

的惩罚

是 是

Wardsworth 等 [19] 估计微生物的相对丰度,

并研究协变量对微生物成

分组成的影响

在 Bayes的框架下研究协变量

的作用, 并使用针板先验实现

变量选择

是 是

mLDM [20] 同时估计微生物间的直接

作用以及微生物和协变量

间的作用

同时将微生物间的协方差矩

阵以及微生物和协变量间的

作用系数矩阵写进似然函数

是 是

MInt [21] 同时估计微生物间的直接

作用以及微生物和协变量

间的作用

使用 Poisson- 对数正态分层

模型建模

是 否

DMM [23] 估计并检验微生物的相对

丰度

利用混合 Dirichlet 分布作为

先验来刻画超散布性

否 无协变量

ALNM [24] 估计微生物的相对丰度,

并研究协变量对微生物成

分组成的影响

利用加性逻辑正态多项分布

模型来描述计数数据的生成

机制

否 是

DTM [27] 利用系统发生树的结构信

息研究协变量对微生物成

分组成的影响

利用 Dirichlet 树多项分布考

察了协变量对处于不同层级

微生物的影响

是 是

PhyloScan [29] 在 DTM 模型下, 考虑微

生物组分的检验问题

在检验统计量中加入了树结

构的信息

否 无协变量

PairMN [30] 对成对数据估计并检验微

生物的相对丰度

以成对多项分布为先验分布,

在多项分布上层没有对参数

进行分布的假设

否 无协变量

QCAT [32] 估计微生物的相对丰度,

并研究协变量对微生物成

分组成的影响

没有假设具体分布, 只对计数

数据的期望进行假设

否 否

有一定的主观性,其基本原则是不超过数据生成过程中的最小探测精度 (计数数据为 1). 例如,设伪计

数为 c, 则估计量为

π̂naive
ij =

xij + c∑p
j=1(xij + c)

.

这种非参数的数据填补方法在效果上同 Bayes DM 模型取后验期望是等价的, 即设 πi 的先验是参数

为 α 的 Dirichlet 分布, 则给定观测 xi 下 πi 的后验分布是参数为 xi +α 的 Dirichlet 分布, 其期望为

E(πij | xi) =
xij + αj

Ni + α+
.
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当没有先验知识时, 最常见的做法是令所有 αj 相等, 即 α = sϕ = s · (1/p, . . . , 1/p)T, 其中 ϕ = (1/p,

. . . , 1/p)T, 满足
∑

j ϕj = 1. 表 2 给出了不同 s 的选取时对 0 计数的填补值.

不同的先验选择会导致截然不同的对 0 的填补值, 合适的选择往往需要考虑到数据采集的方式,

并具有一定主观性. 此外,因为填充值十分接近 0,后续基于对数比变换的分析方法可能对先验参数的

选择较为敏感.

由于样本间可能存在着可相互借鉴的信息,考虑对某一样本的先验参数时可以借助于其他样本的

信息. Mart́ın-Fernádez等 [34] 提出了一个几何 Bayes乘性 (geometric Bayesian-multiplicative, GBM)的

非完全 Bayes 方法进行零的填充. 其基本思想包含三个部分. 一是对 ϕ 的选择, Mart́ın-Fernádez等建

议对于样本 i, ϕij 应使用所有其他样本落在第 j 类的比例, 即

ϕij =

∑n
k=1

k ̸=i
xkj

N −Ni
.

第二, 对于 si 的选取, Mart́ın-Fernádez等结合了 ϕi 的信息, 令 si = 1/g(ϕi), 其中 g(ϕi) 是 ϕi 的几何

均值. 最后, Mart́ın-Fernádez 等在使用此先验的基础上进行了乘性的调整, 以保持非零计数部分间的

比例不因对零的填补而改变. 特别地, GBM 方法给出的成分的估计量为

π̂GBM
ij =


ϕij

si
Ni + si

, 当 xij = 0,

xij

Ni

(
1−

∑
k,xik=0

π̂GBM
ik

)
, 当 xij ̸= 0.

GBM 方法在估计菌种成分时使用了留一法 (leave-one-out) 选取先验, 适当使用了所有样本信息,

在一般的问题中是较为简洁的填充零数据的方法. 但在微生物组学研究中, 我们还可根据数据的特

点做进一步假设. 由于不同微生物间相互协作, 菌种间存在着某些共生和排斥关系 [35], 因此可以假设

不同样本的微生物成分并不是自由地散布在 p − 1 维单形空间, 其主要部分是受少数几个公共的因

子所影响. 由于成分数据经中心对数比变换后落在实空间, 且中心对数比变换后的数据往往是后续分

析的基础, 故在本文作者的一篇尚未发表的文章中1), 我们假设每个样本的中心对数比变换后的参数

yi = clr(πi) 在堆叠后是一个近似的低秩矩阵, 并提出了核范数惩罚的极大似然估计量 LR2. 特别地,

多项分布关于 clr 参数 Y = (y1, . . . ,yn) 的对数似然函数可写为

log(fM(X;Y )) =
∑
i,j

xij log π
j(yi) + C,

表 2 DM 模型几种常见的先验参数的选择 [34]

先验 s αj = s/p xij = 0 时的填补值

Haldane 0 0 0

Perks 1 1
p

1
p(Ni+1)

Jeffreys p
2

1
2

1
2Ni+p

Bayes-Laplace p 1 1
Ni+p

平方根
√
Ni

√
Ni

p
1

p(
√
n+1)

1)Wu C, Gao Z, Deng M, et al. LR2: Low-rank matrix recovery for large sparse count data. Technical Report, 2017.
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其中 C 是与参数无关的常数, 而

π(yi) = (π1(yi), . . . , π
p(yi)) =

(
exp(yi1)∑
j exp(yij)

, . . . ,
exp(yip)∑
k exp(yij)

)
(2.14)

是 clr 逆变换. 注意, 由于上式对应的变换不是一一映射, 为了保证参数的可识别性, 假设
∑

j yij = 0.

从而, LR2 估计量中 Ŷ LR2

定义为如下优化问题的解:

min
∥Y ∥max6α,Y 1p=0

{
− 1

N

∑
16i6n,16j6p

xij log π
j(yi) + λ∥Y ∥∗

}
, (2.15)

其中 α 是参数矩阵 Y 元素无穷范的上界, 1p 是分量全为 1 的 p 维向量, λ 是控制核范数惩罚强度的

参数. 矩阵的核范数是矩阵的秩的凸松弛 [36], 求解上式可以使得所得参数矩阵是低秩的. 解出参数矩

阵 Ŷ LR2

后, 成分矩阵的估计可由 (2.14) 求出. 我们提出了 ADMM (alternating Direction method of

multipliers) 算法求解优化问题 (2.15), 同时证明了当真实参数矩阵是低秩矩阵时 (设其秩为 r), 在合

适的惩罚参数选取下, 有

∥Y − Ŷ LR2

∥2F = Op

(
rnp(n ∨ p) log(n+ p)

N

)
和 KL(Π, Π̂LR2

) = Op

(
rn(n ∨ p) log(n+ p)

N

)
, (2.16)

其中 Π = (π1, . . . ,πn)
T, n ∨ p = max{n, p}, KL(Π, Π̂) 为两个成分矩阵每行的 KL 散度 (Kullback-

Leibler divergence) 之和, 定义为

KL(Π, Π̂) =
∑
i,j

πij log
πij

π̂ij
.

此外,我们还用极小极大 (minimax)理论给出了估计的下界,即当真实参数矩阵是低秩矩阵,即 Y ∈ Y
= {Y ∈ Rn×p : Y 1p = 0, ∥Y ∥max 6 α, rank(Y ) 6 r} 时, 存在常数 δ > 0 使得

inf
Ŷ

sup
Y ∈Y

PY

(
KL(Π(Y ),Π(Ŷ )) > Cα

rn(n ∨ p)

N

)
> δ

和

inf
Ŷ

sup
Y ∈Y

PY

(
∥Y − Ŷ ∥2F > Cα

rnp(n ∨ p)

N

)
> δ.

通过比较以上两式和 (2.16) 可以看出, 我们的方法在相差一个对数因子的意义下是最优的.

Cao 等 [37] 考虑了类似的成分矩阵估计问题. 与我们的假设不同, Cao 等假设成分矩阵 Π 本身是

一近似的低秩矩阵, 并提出了与 (2.15) 类似的核范数惩罚极大似然方法, 推导了其收敛速度和极小极

大下界. 由于在迭代过程中对矩阵做奇异值阈值法 (singular value thresholding) 会导致低秩矩阵不在

单形空间中, Cao等提出了广义加速近似点梯度法求解其优化问题.但需要指出,成分矩阵中每行的元

素位于 p− 1 维单形上而非传统的欧式空间, 假定成分矩阵低秩既无非负矩阵分解 [38] 的可解释性, 也

失去了欧式空间中计算的简便性.

除了以上介绍的非参数 (或 Bayes) 和大维低秩矩阵恢复的方法估计成分数据, 前文介绍的分层

模型也可以在模型求解后自动得到各样本的微生物组分. 不过, 由于已经在计数数据模型中对感兴趣

的科学问题进行了建模, 因此用这些模型将计数数据转化为成分数据后再进行成分数据分析似无必

要. 但是, 分层模型中广泛存在的问题是中间层参数需要通过积分才能写出似然函数: 当使用最简单

的 DM模型时, Dirichlet分布与多项分布共轭会使似然函数比较简单,但不能描述复杂的相关性结构;
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当使用其他较为复杂的模型时, 又导致似然函数积分后没有显式表达, 从而不可能对高维数据 (菌种

较多时) 进行建模.

为此, Zhang 和 Lin2) 从算法角度讨论了 ALNM 模型在维度相对较高时的求解方法. Xia 等 [24]

使用了 MCEM 算法进行优化, 在其数值实验中最多考虑了 5 个菌种, 因此只能对系统发生树中处于

很高层级的微生物种类进行建模. Zhang 等提出了 SAEM (stochastic approximation EM) 算法, 在期

望步使用了 HMC (Hamiltonian Monte Carlo) 对 EM 算法中的 Q 函数进行随机近似, 并证明了提出

的 SAEM 算法可以收敛到局部极值. 当菌种数量较多时, ALNM 模型中正态变量的协方差矩阵维度

过高, 会使计算结果十分不稳定. 为了解决这个问题, Zhang 和 Lin 还提出了带惩罚的 SAEM 算法

R-SAEM, 对协方差矩阵的条件数进行了惩罚. 这里需要注意的是, 为了保证 ALNM 模型中不同基准

变量的选择不影响相应的上层正态分布的参数, Zhang 和 Lin 没有直接惩罚协方差矩阵 Σ, 而是考虑

了在基准变量变换下的不变量 [33]

H− 1
2ΣH− 1

2 ,

其中 H = Ip−1+Jp−1, Ip−1 是 p− 1阶单位阵, Jp−1 是 p− 1阶元素全为 1的矩阵. 最后, Zhang等证

明了当真值协方差矩阵满足条件数较小的限制时, R-SAEM 算法给出的估计量比不惩罚的 SAEM 方

法具有更小的风险 (risk). 在数值模拟中, R-SAEM 算法可以对 p = 150 进行计算, 基本满足了微生物

组数据中以属 (genus) 为单位时的统计分析.

3 高维成分数据分析

上一小节中, 我们介绍了几种从计数数据估计成分数据的方法. 本节假设已经得到了微生物组成

分数据, 并回顾近年来针对高维成分数据的统计方法. 成分数据落在单形中, 满足分量求和为定值的

限制, 常规的统计分析方法可能导致错误的结论甚至不适用 [33]. 此外, 如前文所述, 微生物组数据中

的高维属性给统计分析带来了新的挑战,我们往往需要对高维数据做进一步的结构性假设,例如, (2.9)

中的稀疏性假设或 (2.15)中的低秩性假设. 下面将从成分数据回归模型和基于对数基底 (log basis)的

成分数据统计推断两个方面进行本节的综述.

3.1 高维成分数据回归模型

当我们想研究肠道微生物成分组成对人体健康状况的影响时,一个自然的做法是,使用微生物成分

数据作为自变量对感兴趣的临床指标 (如衡量肥胖的 BMI指数)进行回归分析.我们仍考虑 n个样本,

每个样本的成分组成为 xi = (xi1, . . . , xip)
T ∈ Sp−1,响应变量为 yi ∈ R,记 y = (y1, . . . , yn)

T,X = (x1,

. . . ,xn)
T. 假如我们考虑常规的回归模型

y =Xβ + ε,

其中 β 是回归系数, ε 是分量相互独立的白噪声, 满足 εi ∼ N (0, σ2), 那么对于成分数据的协变量矩

阵 X, 我们会遇到如下问题. 首先, 回归系数的含义难以解释, 因为成分数据的定和限制使得我们不

可能只变动成分向量中的一个分量, 所以, βj 不能简单地解释为菌种 j 对响应变量的效应. 直接使用

Lasso等 [18]稀疏回归的方法甚至可能只选择出一个变量,导致选出的子模型完全无法阐释. 其次,简单

地去掉回归中一个分量的做法也不可取. 一是回归结果可能依赖于去掉的是哪个分量, 而参数的结构

2)Zhang J, Lin W. Logistic normal multinomial model for sparse contingency table analysis. Technical Report, 2017.
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性假设可能对分量的选取不具有不变性. 二是成分数据去掉一个分量后仍然需满足非负及加和小于 1

的限制, 回归系数不能反映自变量靠近边界时对因变量的作用.

基于以上因素, Aitchison 和 Bacon-Shone [39] 提出了线性对数比模型 (linear log-contrast model),

定义为

y = Zpβ\p + ε, (3.1)

其中 Zp = {log(xij/xip)}是 n×(p−1)维以菌种 p为基准的对数比设计矩阵, β\p = (β1, . . . , βp−1)为回

归系数. 为了使高维回归方法 (如 Lasso)可以应用到成分数据回归模型中,保证稀疏性假设和相应统计

方法对基准变量的选择不变性, Lin 等 [40] 把菌种 p 也引入到回归模型中, 令 βp = −
∑p−1

j=1 βj , 则 (3.1)

可写为

y = Zβ + ε, 1T
p β = 0, (3.2)

其中 Z = {log(xij/xip)} ∈ Rn×p. Lin 等提出了 ℓ1 惩罚方法估计回归系数, 即

β̂ = argmin
β

(
1

2n
∥y −Zβ∥22 + λ∥β∥1

)
s.t.

p∑
j=1

βj = 0, (3.3)

其中 λ 为惩罚参数. Lin 等提出了将增广 Lagrange 法 (augmented Lagrange method) 和坐标下降

(coordinate descent)结合的算法求解上式,并证明了在稀疏模型和一定的不可表示条件 (irrepresentable

condition) [41] 及最小信号强度条件下, (3.3) 定义的估计量满足

∥β̂ − β∥1 = Op

(
s

√
log p

n

)
和 sign(β̂) = sign(β),

其中 s 为 β 的非零元的个数. 该结果与一般的高维线性回归 Lasso 的理论结果类似 [41], 但是是在回

归系数有零和限制的情况下推导的.

Shi等 [42] 在以上工作的基础上进一步结合了树结构的信息,把子成分 (subcomposition)选择的一

致性融入到模型之中, 并提出了去偏差 (de-biased) 估计量对回归系数进行区间估计. 从系统发生树的

结构我们知道, 所有微生物菌种一起构成一个成分向量, 而仅看一个高层水平分类单元下的菌种 (如

同一科下的不同属), 也可以在局部构成一个子成分, 满足子成分的分量之和为 1. 因此, 如果在回归

模型中考虑到较高水平分类单元下的子成分也具有成分属性的特征时,亦应在系数上增加相应的零和

限制. 特别地, 假设不同菌种被分为了互不相交的 G 类, 第 g 类中有 pg 个菌种, 则在此类下的子成分

满足
pg∑
j=1

xi,gj = 1, g = 1, . . . , G,

其中 xi,gj 表示样本 i 在第 g 类中的第 j 个菌种的相对成分, 且
∑G

g=1 pg = p. 此时参考 (3.2), 我们同

样以 log(xi,gj) 作为协变量, 此时系数的限制条件应满足

pg∑
j=1

βgj = 0, g = 1, . . . , G.

因此, Shi 等提出了以下估计量:

β̂ = argmin
β

(
1

2n
∥y −Zβ∥22 + λ∥β∥1

)
s.t. CTβ = 0,
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其中

CT =



1 · · · 1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 · · · 0 1 · · · 1 0 · · · 0

...
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 · · · 0 1 · · · 1


.

除了对参数进行估计, Shi 等还沿袭了高维线性回归中对参数构建置信区间和做假设检验的方法 [43],

在成分数据回归中提出了去偏差估计量以进行统计推断. 其核心思想是, ℓ1 惩罚会将所有回归系数的

估计值向 0 压缩, 以增大偏差减少方差的方式产生稀疏的解, 故将估计量去除偏差后, 即可证明去偏

差估计量在真值附近满足正态分布. 而偏差虽然不能精确计算, 但在一定条件下可以证明偏差的估计

误差比参数的估计误差小一个 s log p√
n
的阶, 从而, 当 s log p = o(

√
n) 时, 偏差的估计误差渐近可以忽

略, 进而可对参数构建置信区间或进行假设检验. 去偏差估计量可以表示为

β̂u = β̂ +
1

n
M̃Z̃T(y − Z̃β̂),

其中 Z̃ = Z(Ip −CCT), 而 M̃ 的具体定义可以参见文献 [42, 算法 2 和定理 1].

Wang 和 Zhao [44] 也考虑了在成分数据回归模型中引入树结构信息的问题. 除了回归系数的稀疏

性, 他们还在子成分选择 (subcomposition selection) 的水平上做了稀疏性假设, 即在所有的可能的子

成分 (系统发生树的任一内点诱导的最底层菌种的组合为一种子成分) 中, 只有某些子成分以成分数

据的形式 (即相应回归系数之和为零) 对响应变量有作用. 回顾前文使用的记号, 令 V 为内部结点的
集合, L 为叶结点的集合, 对 v ∈ V, 令

fv =
∑
j∈Lv

ej ,

其中 ej ∈ Rp 是第 j 位置为 1 其他位置为 0 的标准正交基向量, Lv ⊂ L 是由 v 延伸出的叶结点的集

合. Wang 和 Zhao 考虑了如下名为 TASSO (tree-guided automatic subcomposition selection operator)

的估计方法:

min
β

1

2n
∥y − Z̃β∥22 + λ1∥β∥1 + λ2

∑
v∈V

|fT
v β|, (3.4)

其中 Z̃ 为将成分数据 X 每行做中心对数比变换后的设计矩阵,惩罚项的第一部分是最底层菌种的选

择, 由 λ1 控制惩罚强度, 第二部分是针对子成分的选择, 由 λ2 控制惩罚强度. 由于 Z̃ 的引入, 以及子

成分不是预先给定而是通过变量选择的方法自动挑选的特点, TASSO 估计量不需要对 β 的任一部分

做零和假设. 但此时由于 Z̃ 是退化的, 为计算简便, Wang 和 Zhao 又引入了 γ
2n∥β∥

2
2 惩罚项进 (3.4)

中, 变换后等价于一个广义 Lasso 问题的求解, 从而可以使用已有的软件包进行优化. 但是, 由于惩罚

项较为复杂, TASSO 算法的理论性质难以推导.

Wang 和 Zhao [45] 没有使用线性对数比模型, 而是直接把成分数据当作协变量, 并提出了类似的

树结构惩罚函数. 此时为了考虑到协变量的成分属性,他们使用了融合 Lasso (fused Lasso)的想法,把

回归系数间所有可能的两两的差的绝对值和作为惩罚项, 以保证模型的可识别性. 不过, 该方法并未

在思想或理论上超出前文所述的高维成分数据回归的方法, 这里不再详细介绍了, 感兴趣的读者可参

见文献 [45].
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3.2 基于对数基底的成分数据统计推断

由于成分数据仅包含了各组分的相对含量信息, 一个自然的想法是, 成分数据是以如下形式生

成的:

xij =
wij∑
j wij

, j = 1, . . . , p, (3.5)

其中 wij 代表样本 i 中菌种 j 的绝对丰度, 也被称为基底 (basis), 是我们无法直接观测到的. 从 (3.5)

可以看出, 取对数并对不同成分做差后, 有

log xij − log xik = logwij − logwik,

即两菌种成分的对数做差与其对数基底之差相等,这一关系式使得我们在没有观测到绝对量的情况下

依然有可能对其进行统计分析, 即我们感兴趣的是对数基底的统计性质,

ui = (ui1, . . . , uip)
T = (logwi1, . . . , logwip)

T,

但我们只有成分数据的信息. 下面从三个方面介绍基于对数基底的成分数据统计推断方法.

3.2.1 两样本均值检验

第 2 节回顾了几种对计数数据进行两样本成分检验的模型和方法. 本小节介绍由 Cao 等3) 提出

的直接针对高维成分数据的两样本均值检验方法, 亦可参见文献 [46]. 对于成分数据的两样本均值检

验, 已有的方法一般是针对固定维度的情况, 即 p ≪ n, 例如, Aitchson 在专著 [33, 第 7.5 小节] 中提

到的广义似然比检验. 然而当变量个数与样本量相当甚至大于样本量时, 经典的检验方法可能功效不

高, 甚至无法使用. 对于没有成分属性的高维两样本均值检验, 近年来已发展出一些相应的统计方法,

参见文献 [47] 及其中的引用. 在 Cai 等 [48] 介绍的基于极大值检验统计量的基础上, Cao 等提出了针

对成分数据的高维两样本均值检验方法.

具体地, 假设两总体的对数基底分别是 u(1) 和 u(2), 其均值分别为 µ(1) 和 µ(2), 我们想检验

H0 : µ(1) = µ(2) vs. H1 : µ(1) ̸= µ(2).

然而, µ(k) (k = 1, 2) 的取值在只观测到成分数据的情况下是不可识别的. 例如, 当 u∗ 和 x∗ 满足基底

和成分的关系式 (3.5) 时, 考虑等价类

U(u∗,x∗) = {u ∈ Rp : u = u∗ + c1p},

其中 c为任意常数,则任意等价类中的元素 u′ ∈ U(u∗,x∗)都能依关系式 (3.5)生成相同的成分向量 x∗.

因此, 一个可检验的假设是

H0 : ∃ c ∈ R s.t. µ(1) = µ(2) + c1p vs. H1 : ∀ c ∈ R,µ(1) ̸= µ(2) + c1p. (3.6)

令 y
(k)
i = clr(x

(k)
i ) 为中心对数比变换后的数据, 其中 clr(·) 的定义如 (2.13) 所示, 则

y
(k)
i = G log(x

(k)
i ) = Gu

(k)
i ,

3)Cao Y, Lin W, Li H. Two sample mean tests for high-dimensional compositional data. Technical Report, 2017.
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其中 G = Ip − 1
p1p1

T
p . 从而设 ν(k) = E(y

(k)
i ), 则有 ν(k) = Gµ(k), 且因 G1p = 0, 检验 (3.6) 等价于

H0 : ν(1) = ν(2) vs. H1 : ν(1) ̸= ν(2). (3.7)

为进行假设检验 (3.7), Cao 等提出了如下极大值形式的检验统计量:

Mn =
n1n2

n1 + n2
max
16j6p

(ȳ
(1)
j − ȳ

(2)
j )2

γ̂j
, (3.8)

其中 n1 和 n2 分别是两总体各自的样本数, ȳ
(k)
j =

∑nk

i=1 y
(k)
ij /nk 是变量 j 在各自总体内样本均值,

γ̂j =
∑2

k=1

∑nk

i=1(y
(k)
ij − ȳ

(k)
j )2/(n1+n2)是混合总体中变量 j 的方差. Cao等证明了在适当的关于 u(k)

的协方差矩阵稀疏性假设下, (3.8)中不同的 (ȳ
(1)
j − ȳ

(2)
j )2 仅仅是弱相关的,从而当 (n1, n2, p) → ∞时,

我们有 Mn − 2 log p+ log log p 渐近服从第一类极值分布, 故可据此结论选择临界值, 得到指定水平下

的检验. 此外, Cao等给出了稀疏备择假设下统计量 Mn 的功效. 亦即, 当 ν(1) − ν(2) 仅在少数位置上

非零时, Cao 等推导了检验统计量拒绝零假设的概率, 参见文献 [46, 定理 9].

Cao 等提出的方法是第一个针对高维成分数据的两样本均值检验方法. 他们使用了极大值类型

的检验统计量, 对稀疏的备择假设功效较高. 对于非成分属性的高维两样本均值检验, 还有基于平方

和类型的检验统计量 [49], 这种方法对于稠密的备择假设 (ν(1) − ν(2) 在多位置均不等, 但单独位置的

信号较弱) 比较有效. 此外, 还有学者考虑了自适应的假设检验方法 [50], 综合极大值及平方和等类型

的统计量, 使得其方法对不同类型的备择假设都有较高功效. 这些方法都有可能拓展到高维成分数据

中. 最后, 上面提到的几种统计量都是针对全局的均值检验, 即只检验两总体均值是否完全相等, 不能

给出当其不相等时有差异的具体位置. 如果要分别考虑每个位置上两总体均值是否相等, 则需同时考

察 p个假设, 如何在成分数据中同时进行多个这种局部的检验并控制错误发现率 (false discovery rate,

FDR) 是未来值得研究的一个问题.

3.2.2 协方差矩阵统计推断

除了对均值的估计和检验, 统计学中另一个重要的问题是协方差矩阵相关的统计推断. 它刻画了

变量间的相关性, 也是很多统计工具的基础 (如分类、聚类和主成分分析等). 由于成分数据具有定和

的限制, 直接研究成分间的相关性会额外引进带有欺骗性的负相关 [51]; 而且我们更感兴趣的是对数基

底 (即绝对量) 之间的相关. 本小节介绍近年来一些关于 Σ = Cov(ui) 的统计推断方法.

我们首先简单介绍成分数据相关结构与感兴趣的参数 Σ = (σij)p×p 间的关系, 细节可参见文

献 [33, 第 4 和 5 章]. 由于 Σ 是潜在的对数基底的协方差矩阵, 在没有观测到绝对量的情况下无法直

接估计. 从成分数据出发, 我们介绍两种刻画相关性的矩阵. 第一个是变差矩阵 (variation matrix), 定

义为 T = (τjk)p×p, 其中

τjk = Var

(
log

(
xij

xik

))
= Var

(
log

(
uij

uik

))
= σii + σjj − 2σij .

写成矩阵形式, 有

T = σ1T + 1σT − 2Σ, (3.9)

其中 σ = (σ11, . . . , σpp). 由上式可以看出, T 是可以从成分数据样本中估计得到的, 但 Σ与 T 之间存

在着多对一的关系,因右边包含了 p(p+1)/2个自由参数,而左边受 τjk 定义的限制只有 p(p− 1)/2个
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自由参数. 第二个是中心对数比协方差矩阵, 即中心对数比变换后 yi = clr(xi) 的协方差矩阵, 定义为

Γ = (γjk)p×p, 满足

γjk = Cov(yij , yik) = σjk − σj· − σ·k + σ··, (3.10)

其中

σj· =
1

p

p∑
k=1

σjk, σ·k =
1

p

p∑
j=1

σjk, σ·· =
1

p2

p∑
j,k=1

σjk

分别代表了 Σ 的第 j 行均值、第 k 列均值和总均值. 写成矩阵形式, 则有

Γ = GΣG. (3.11)

类似地, Γ 是可以估计的, 但 Σ 不能由 Γ 唯一确定.

由于不可能从 T 或 Γ 直接估计 Σ, 学者们提出了基于稀疏假设的方法估计对数基底的协方差矩

阵, 即假设 Σ 是稀疏的, 从而减少 (3.9) 或 (3.11) 右边自由变量的个数. 在这种情况下, 有可能使得仅

有一个满足适当稀疏性要求的协方差阵满足以上两式, 我们将在后面具体讨论参数的可识别性问题.

此外, 稀疏的协方差矩阵在高维数据分析中也是一个常见假设, 因它具有一定生物学意义, 并解决了

高维数据带来的问题. 因此, 稀疏性假设在成分数据协方差矩阵估计的框架内起到了一石二鸟的作用.

Friedman 和 Alm [52] 首先提出了 SparCC (sparse correlations for compositional data) 方法, 其目

标是估计稀疏的成分数据协方差矩阵 Σ, 但没有直接考虑稀疏性对可识别性的帮助. SparCC 的主要

思想是添加了 p 个额外的假设
p∑

j=1

σij = o

(∑
j

σ2
jj

)
, i = 1, . . . , p, (3.12)

然后在 (3.9)中去除上式的无穷小量后估计 Σ. 从计算的角度出发, Friedman和 Alm又提出了迭代的

算法: 如果可以在每次估计后去除相关性较强元素对应的行和列, 然后对剩余变量重复以上算法, 自

然 (3.9)对剩余变量组成的子矩阵仍然成立,那么多次迭代后剩余变量之间的相关性可能较小,从而满

足 (3.12) 的假设. SparCC 算法是估计 Σ 的一个初步的尝试, 在微生物组学研究中成为了一个标杆式

的算法. 当然, 它也有一些问题尚待解决. 例如, 当假设 (3.12) 不成立时, 不能保证算法一定能找到真

实的强相关;即使找到的变量 i和 j 确实是强相关,同时去掉 i和 j 所在的整行和整列意味着该行/列

中其他的位置只能使用这一步中的估计, 可能并不准确; 描述性的迭代算法在操作上可行, 但难以从

理论上证明算法的有效性, 等等.

随后, Fang等 [53]和 Ban等 [54]分别提出了基于 ℓ1惩罚的方法估计稀疏的对数基底协方差矩阵 Σ,

并在稀疏假设下对参数的可识别性进行了一定探讨. Fang等指出,在总体稀疏度的意义下 (用 Σ上三

角非对角的非零个数衡量), 则仅当 Σ 真值的稀疏度严格小于 (p− 1)/2 时, 才不存在另一总体意义上

更稀疏的矩阵也满足关系式 (3.9) 或 (3.11). 同时, 确实存在两个总体稀疏度均为 (p − 1)/2 的矩阵同

时满足 (3.9) 或 (3.11). Fang 等提出的 CCLasso (correlation inference for compositional data through

Lasso) 方法建立在 (3.11) 的基础上, 对 Σ 的估计由下式给出:

Σ̂ = argmin
Σ=ΣT

{
1

2
∥GΣG− Γ̂∥2V + λ∥Σ∥1,off

}
, (3.13)

其中 Γ̂ 是中心对数比变换后的样本协方差阵, λ 是针对矩阵稀疏性的惩罚 (因对角元一定大于零, 故

不需要惩罚), ∥ · ∥2V 是以 V 为权的加权 Frobenious 范数的平方, 定义为

∥A∥2V = tr(ATV A).
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在 CCLasso 算法中, Fang 等令 V = (diag(Γ̂))−1, 并提出了一个 ADMM (alternating direction method

of multipliers) 算法求解优化问题 (3.13).

Ban 等从另一个稀疏的角度讨论了参数的可识别性问题. 尽管在全局稀疏的意义下, 存在着足够

稀疏的两个矩阵 Σ1 和 Σ2 满足关系式 (3.9) 或 (3.11), 但 Σ1 和 Σ2 的非零元都集中在了同一行内,

即某一个变量同时与许多变量相关, 其他变量间没有相关性 (参见文献 [46, 命题 4]). 因此, 如果从最

大度数的角度出发, 其中最大度数定义为

degmax(Σ) = max
i

∑
j

I(σij ̸= 0),

那么 Σ1 和 Σ2 的最大度数高达 p/2. Ban等证明了,如果考虑最大度数的稀疏性,那么当 Σ真值满足

degmax(Σ) < p/4时, Σ就一定是所有满足关系式 (3.9)或 (3.11)的协方差矩阵中最大度数最小的一个.

随后, Ban 等提出了 REBACCA (regularized estimation of the basis covariance based on compositional

data) 算法估计 Σ, 其相当于对 (3.9) 进行线性变换后, 将参数矩阵展开为向量, 得到一线性方程组使

用 Lasso 方法对参数进行估计.

Fang等 [53] 和 Ban等 [54] 虽然对成分数据协方差矩阵的参数可识别性进行了一定讨论, 但并没有

将估计方法与可识别性联系起来. 亦即, 他们没有证明所得估计量是否在相应的可识别的情况下会收

敛到真值. 为此, Cao 等 [55] 进一步考虑了模型的近似可识别性 (approximate identifiability), 并在此基

础上提出了一个计算上较为简便的 COAT (composition-adjusted thresholding)方法. 特别地,从 (3.10)

可以看出, 中心对数比协方差矩阵元素 γjk 与对数基底协方差矩阵元素 σjk 间只相差了 Σ 的一些均

值项. 当 Σ 是稀疏矩阵且满足 ∥Σ∥ℓ1 = o(p) 时, γjk 和 σjk 只相差了 o(1) 的近似误差 (当 p → ∞). 因

此可以使用在常规数据高维协方差矩阵估计的方法 [56], 对中心对数比变换后的样本协方差矩阵 Γ̂ 做

自适应阈值法 (adaptive thresholding). COAT 方法在计算简便的同时 (不需求解优化问题), 还可以推

导在近似可识别条件下估计量的理论性质, 满足

∥Σ̂−Σ∥2 = Op

(
s(p)

(√
log p

n
+

s(p)

p

))
, (3.14)

其中 s(p) = ∥Σ∥ℓ1 = o(p) 刻画了 Σ 的稀疏性. Cao 等的结果是第一个从理论上阐明了对数基底协

方差矩阵估计量与真值关系的结果. 但是, 其收敛速率与常规数据高维协方差矩阵估计的极小极大结

果 [57] 相差了一项近似误差 s(p)
p . 这意味着, 当菌种个数 p 较小时, 近似误差会起主导作用, 即使样本

量再大也不会减小总的估计误差; 当 p 增大时, 近似误差减小, 高维属性带来的估计误差
√

log p
n 又会

成为主导项.

由于以上方法均未能较为完善地解决成分数据协方差矩阵估计中的可识别性问题, Wu 等4) 对

(3.11)带来的的可识别性问题进行了更细致的分析.容易看出,对于等价类 E(Σ) = {Ω : Ω = Σ+1pa
T

+a1T
p ,a ∈ Rp} 而言, 其中任一元素都可产生相同的 Γ. 因此, 一个核心问题是, 如何选取合适的稀疏

矩阵类使之与 E(Σ) 相交仅有 Σ 真值这一个元素. Fang 等 [53] 考虑的稀疏矩阵类是全局的稀疏性:

Sg(k) =

{
Σ :

∑
i<j

I(σij ̸= 0) 6 k

}
,

4)Wu C, Zhu Y, Deng M, et al. Statistical inference for high-dimensional composition covariance matrix. Technical Report,

2017.
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则当 k < (p − 1)/2 时两个集合的交唯一. Ban 等 [54] 考虑的是最大度数稀疏矩阵类 Sdeg(k) = {Σ :

degmax(Σ) 6 k}, 则当 k < p/4 时两矩阵类之交唯一. 事实上, 针对 E(Σ) 的结构, Sdeg(k) 是较好的稀

疏矩阵类的选择, 因其与矩阵 1pα
T + α1T

p 具有较好的 “正交性”, 且容纳了更丰富的稀疏矩阵. 为了

将估计方法与可识别性联系起来, 我们从理论上证明了当 s(p) = degmax(Σ) < p/6 时, 如下 ℓ1 惩罚估

计量:

Σ̂ = argmin
Σ=ΣT

{
1

2
∥GΣG− Γ̂∥2F + λ∥Σ∥1

}
(3.15)

满足

∥Σ̂−Σ∥2 = Op

(
s(p)

√
log p

n

)
.

Fang 等的 CCLasso 估计量 (3.13) 是我们方法的一个加权版本, 而我们首次证明了该方法在最大度数

稀疏的情况下可以正确估计真实参数, 并达到了理论上的最优速率 [57]. 这里可容许的最大度数从 p/4

加强到 p/6, 是为了保证所用的凸优化方法 (从最大度数限制凸松弛到矩阵的元素 ℓ1 范数) 也能正确

估计参数. 我们的理论结果是对 COAT 方法 (3.14) 的改进, 同时放松了假设的条件.

除了对成分数据协方差矩阵进行参数估计,另一个值得研究的问题是对菌种间是否存在相关性进

行假设检验. Faust 等 [35] 首先提出了一个非参数的置换重整化自举法 (permutation-renormalization

bootstrap, ReBoot), 其思想是直接从菌种成分出发计算其相关性并通过重抽样的方法计算 p 值. 特别

地,由于成分数据的定和限制给成分间带来的额外的负相关, Faust等建议通过打乱数据等办法计算零

假设下相关性的分布,然后得到单个位置检验的 p值,最后使用 Benjamini-Hochberg-Yekutieli方法 [58]

控制 FDR. 不过, 成分数据的特殊属性使得数据在打乱后需要在同一样本内做一次归一化, 这一过程

可能影响置换和重抽样方法理论上的有效性. 此外, 重抽样方法也给 p 值的计算和置信区间的构造增

加了额外的计算负担.

为此, Wu 等4) 又发展了一个针对 Σ 的元素进行假设检验的方法. 对 1 6 j < k 6 p, 我们希望同

时检验以下 p(p− 1)/2 个假设

H0,jk : σjk = 0 vs. H1,jk : σjk ̸= 0,

并对多重检验的 FDR 进行控制. 我们的方法分为两步, 首先是对每个假设构造检验统计量 Tjk 并推

导其在零假设下的分布, 然后是发展一个能考虑到 Tjk 间相关性的控制 FDR 的方法, 其中的第二步

同处理非成分数据的协方差矩阵多重假设检验方法 [59] 是类似的. 在第一步中, 易知中心对数比变换

后的样本协方差 γ̂jk 是以真值 γjk 为均值的正态分布, 因此, 从关系式 (3.10) 出发, 如果有一个 Σ 的

较好的估计 Σ̂, 满足 ∥σ̂j· + σ̂·k − σ̂·· − σj· − σ·k + σ··∥1 = op(1/
√
n), 因 O(1/

√
n) 是 γ̂jk 收敛到 γjk 的

速度, 故将 γ̂jk 用 (3.15) 的估计量 Σ̂ 去偏差后就能得到以 σjk 为均值的正态分布. 特别地, 令

Tjk =
γ̂jk + σ̂j· + σ̂·k − σ̂··√

nθ̂jk

,

其中

θ̂jk =
1

n

n∑
i=1

{(yij − ȳj)(yik − ȳk)− γ̂jk}2

是 θjk = Var((yij − νj)(yik − νk))的无偏估计,这里 νj = E(yij), ȳj =
1
n

∑n
i=1 yij , 则在一定稀疏性条件

下可以证明, 当 H0,jk 成立时, 有 Tjk → N (0, 1). 在第二步中, 记 H0 = {(j, k) : σjk = 0}, 并令 t 为拒
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绝假设的临界值, 即当 |Tjk| > t 时拒绝零假设 H0,jk. 我们的核心目标是确定临界值以保证错误发现

比例 (false discovery proportion, FDP) 小于给定的水平, 其中

R(t) =
∑

16j<k6p

I(|Tjk| > t), R0(t) =
∑

(j,k)∈H0

I(|Tjk| > t), FDP(t) =
R0(t)

1 ∨R(t)
.

为了估计给定临界值时 R0(t)的值,我们利用协方差结构的稀疏性证明了统计量 Tjk 间的弱相依性,从

而有G(t)|H0|在 t <
√

4 log p− 2 log(log p)时是 R0(t)的一个较好的近似,其中G(t) = P(|N (0, 1)| > t).

最后, 我们用 p(p − 1)/2 当作 |H0| 的估计值, 并证明了我们的方法能够控制 FDP 和 FDR. 具体的多

重检验过程, 也可参见文献 [59].

3.2.3 精度矩阵的估计

对于对数基底协方差矩阵 Σ 的估计和统计推断, 目前的研究已经比较深入. 但是, Σ 仅描述了两

个菌种间相关性的总效应,而研究人员往往对菌种间的直接相互作用更感兴趣. 在第 2.1小节中,我们

曾经提到过精度矩阵 Ω = Σ−1 与变量间直接相互作用的关系. 这里介绍两种在 Ω 的稀疏假设下的估

计方法.

Kurtz 等 [60] 首先提出了基于中心对数比变换的方法估计 Ω, 其核心思想还是从 (3.10) 得出当 Σ

稀疏时, Γ可以较好地近似 Σ. 在此基础上, Kurtz等将绝对量数据精度矩阵的两种估计方法引入到成

分数据精度矩阵估计的问题中. 第一种是近邻选择法 (neighborhood selection) [61], 利用变量间的回归

系数与偏相关系数的等价关系, 对每个变量 j 考虑如下 Lasso 形式的稀疏回归:

min
β−j∈Rp−1

{
1

2n
∥yj − Y −jβ−j∥22 + λj∥β−j∥1

}
,

其中

yj = (y1j , . . . , ynj)
T, Y −j = (y1, . . . ,yj−1,yj+1, . . . ,yp),

而 λj 为惩罚参数. 由于 β−j 与 Ω 的第 j 行存在着对应关系, 每次求解可以得到与变量 j 的 “近邻”,

即与其偏相关不为 0 的变量. 对每个变量都考虑上述回归后, 可以估计出偏相关不为 0 的所有变量组

合. 第二种是基于惩罚极大似然的图 Lasso 算法 (graphical Lasso) [62]. 特别地, 令 Ω 的估计为如下优

化问题的解:

min
Ω

{− log det(Ω) + tr(ΩΓ̂) + λ∥Ω∥1},

其中前两项是 Gauss 分布的负对数似然, 后面是对 Ω 的稀疏性惩罚项. 这两种方法在绝对数据的精

度矩阵估计问题中都研究得较为透彻, 包括理论性质和优化方法, 以及在其他方面的拓展等. 但是, 它

们在成分数据中的直接应用还存在着理论上的问题: Σ 和 Γ 只有在 σj· ≈ 0 (j = 1, . . . , p) 时才近似相

等, 但加在 Ω = Σ−1 上的稀疏性假设是否与此矛盾, 还没有研究对此进行具体的讨论. 此外, Ω 的可

识别性依然是个困难. 因为所有矩阵 Ω ∈ E(Σ) 都可诱导相同的中心对数比协方差矩阵 Γ, 是否存在

Σ1,Σ2 ∈ E(Σ) 同时满足 Σ−1
1 和 Σ−1

2 都是稀疏矩阵, 仍然是一个难以解决的问题.

此外, Fang等 [63] 提出了 gCoda (conditional dependence network inference for compositional data)

算法, 没有通过中心对数比变换, 而是在假设对数绝对量 ui 服从正态分布的条件下, 直接写出了观测

数据的似然函数, 并加入 ℓ1 范数惩罚项估计稀疏矩阵 Ω. 由于只有 ui 的相对信息被观测到, 负对数

似然函数在经过积分后可表为

−l(Ω) = − log detΩ+ log(1pΩ1T
p ) + tr

(
Λ̂

(
Ω1p1

T
pΩ

1pΩ1p

))
,
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其中 Λ̂是关于 log xij 的样本协方差阵. 由于上式不是关于 Ω的凸函数, Fang等提出了基于主函数极

小化 (majorization minimization) 的方法求解带惩罚的优化问题.

以上这两种方法均从计算的角度给出了估计微生物菌种间直接相互作用的一种方法. 但是, 如前

文所述,对数基底精度矩阵的可识别性问题仍是尚未解决的核心问题.在没有可识别性条件时,估计的

目标尚不明确, 估计量的相合性等性质更无从谈起, 相应的统计推断 (如假设检验和构造置信区间)也

难以得到有保证的结果. 对这方面的进一步研究可能是未来微生物组学统计分析中的一个重要方向.

4 讨论与展望

高通量测序技术的发展及人们对微生物了解的深入使得统计学和计算生物学工具在微生物组学

分析中起到了重要的作用. 本文回顾了近年来微生物组学中高维计数数据和成分数据分析的统计方

法, 包括 DM 模型及其拓展, 从计数数据到成分数据的估计、成分回归模型以及基于对数基底的成分

数据分析等内容. 这些模型及其背后的假设是依据微生物学测序数据的特点而发展的, 包括计数属性

和零计数的存在、成分数据属性、高维属性及相应的系统发生树结构.

关于微生物组学数据分析, 以下问题可能是未来研究中的重点. (1) 进一步发展针对高维计数数

据的统计模型和理论, 尤其是具有成分属性的微生物组计数数据. 计数数据的特殊结构使得近年来蓬

勃发展的针对连续数据的高维统计方法不能直接应用. 发展新的模型、提出可扩展的算法、建立高维

下的统计理论都是未来值得关注的问题. (2) 处理计数中过多的零计数. 本文提到的方法大多认为零

计数是菌种含量太低及抽样的样本不够大造成的, 这为后续分析提供了便利. 事实上, 零计数可能既

包含因抽样产生的零, 也包含真实的零 (essential zeros). 允许真零的存在会导致模型复杂度指数增加,

已有的方法可能不适用于高维情形 [64], 或者未考虑到成分的特点 [65]. 如何利用其他信息鉴别计数数

据中的真零和抽样的零, 或发展类似于 Lasso 变量选择的方法自动找到零计数中的真零是一个值得研

究的课题. (3) 进一步利用系统发生树的结构和信息. 例如, 对于两样本菌种成分的检验问题, 因微生

物间存在密切的相互作用, 故同时在不同等级的分类单元上进行检验可能得到更有意义的结果. 本文

提到的计数数据建模中考虑到了树结构, 但只进行了全局的假设检验, 不能给出到底哪个等级的哪种

微生物在两总体中成分是显著不同的. 因此, 考虑在成分数据两样本检验问题中加入树的信息后同时

进行多个层级的假设检验是很有意义的问题. (4)基于对数基底的成分数据分析中可识别性的研究.成

分数据由基底生成, 没有观测到绝对总量导致的可识别性困难在哪些问题中可以解决, 哪些问题中难

以逾越是人们所感兴趣的. 例如, 关于对数基底精度矩阵的估计和统计推断, 可能是这一方向中有望

解决的课题. (5)协同分析环境协变量、微生物组分及宿主的表现型数据. 饮食摄入数据可能同时影响

微生物组分及人体的肥胖指数, 而微生物组分也会直接影响人体代谢并导致体重变化, 使用中介分析

(mediation analysis) 或其他方法对相应数据进行因果推断也是未来研究中一个可能的方向.

致谢 感谢林伟教授和张静茹同学提供了部分未发表论文的底稿.
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High-dimensional count and compositional data analysis in

microbiome studies

WU ChangJing, HE Shun & DENG MingHua

Abstract The human microbiome plays an important role in human health and disease. The development of

high-throughput sequencing technologies makes it possible to quantify all microbes constituting the microbiome.

In this paper, we give a review of recent advances in high-dimensional count and compositional data analysis in

microbiome studies. It includes the Dirichlet-multinomial model and its extensions, composition estimation from

large sparse count matrix, high-dimensional regression with compositional covariates, and statistical inference for

log-basis-based compositional data.

Keywords high-dimensional count, compositional data, Dirichlet-multinomial model, sparsity, identifiabil-

ity, regression model
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