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视超光速现象的相对论激波模型

梁 宝 妻 崔 振 兴

( 中国科学院北京夭文台)

摘 要

本文对河外致密射电源的视超光速膨胀运动提 出了一种理论模型
.

此模型假设

两个相反方 向高速喷射的粒子流
,

在其前沿激发两个半球状相对论激波
,

这两个既抛

射又膨胀的相对论激波
,

在其尾迹中产生射电源
.

由此 出发
,

不仅得到了视超光速分

离的双源形态
,

而且还计算了各种情况下的视分离速度
、

强度比
,

以及它们的几率分

布
.

在合乎观测的分离速度及强度比情况下
,

得到超光速源出现的几率 < 20 务
.

由

此解决了以往多种模型所遇到的两子源强度比过大和儿率过小的问题
.

对比观测的

结果也符合得 比较好
.

六十年代中期
,

人们发现一些类星体和致密射电源流量有快速时间变化比
幻 ,

从而对超光

速运动作了设想
.

近十年来
,

甚长基线干涉仪 ( v L BI )
,

尤其是近几年由多个点组成的 v L BI 网

对河外致密射电源的出色观测
,

证实了 3 C 34 5 , 3 1C 2 0 , 3 C 2 7 3 和 3 C 2夕9 的子源以视超光速互

相分离
。 〕

(在宇宙论红移假定下 )
.

这一惊人现象
,

使问题变得更加尖锐了
.

co he
n
等 ( 1 9 7 7 )

〔3 ,
综合了超光速膨胀源的观测事实为

:
双子源有 2一 8倍光速的分离运

动 ;只有膨胀而没有收缩运动 ;膨胀的位置角基本保持恒定 ;虽然子源的频谱可以互异
,

但子源

间的分离并不随频率而变化 ;两子源的光度一般没有太大的差别 ;这种超光速膨胀源大约占同

级流量致密源的 40 务
.

即超光速膨胀源出现的几率还是比较大的
.

C ho en 等 ( 19 7 9 ) 4[] 和

凡ad he ad 等 ( 19 7 9 )
〔,」更加详细地给 出了这些超光源的射电结构和频谱的观测特征

.

目前
,

许多作者以各种不同观点对上述视超光速现象提出了解释
.

lB an df or d 等 ( 1 9 77 )
〔̀ ,

综述了这些模型
.

除了那些非宇宙论红移或非因果关系 (不同时刻
,

不同区域活动的视效应 )

等解释之外
,

更多的作者还是在宇宙论红移前提下提出各种模型的
.

如以介质的散射
、

折射
、

引力
、

磁力
、

冲击压
、 “

探照灯
” 等等原因形成的模型

.

但目前看来
,

最富有生命力的理论仍然是

以 R ee s 提出的相对论效应为基础而演变的模型
.

早在 1 9 6 7 年
, R ee >s[ 〕

就用超相对论速度膨胀的等离子体云模型解释视超光流量变化
,

以

后证明它也可以解释视超光速膨胀现象
.

但要得到双子源形态
,

还得附加各式介质
“

屏幕
” ,

或

直接用两个以相对论速度沿相反方向抛射的子源来达到
.

遗憾的是
,

上述各种模型虽然能够产生超光速分离的双子源形态
,

但多数都遇到两子源强

度比不是差异极大就是绝对相等
,

以及出现几率极小的困难
.

本文 19 80 年 8 月 5 日收到
.
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本文从既抛射又膨胀的相对论激波模型出发
,

得到了双子源形态和视超光速分离速度
.

同

时基本上克服了上述的强度比大和几率小两个困难
.

这使我们相信
,

在现有物理框架下
,

这一

天文学现象是能够得到解释的
.

一
、

模 型

1 9 6 7 年 R y l。 和 L on ga ir[ 8]
提出

,

由于类星体或星系核爆炸
,

很快形成在固定方向上两边
抛射而又膨胀的等离子体云

,

最终成为射电延展双源
.

1 9 7 4 年 lB an df or d 和 eR es 9[] 提出射电

双源的能量是由核中相反方向两个相对论喷束连续提供的
.

近年来
,

这两种理论都得到了很

大的发展
,

并取得一些观侧结果的支持
.

我们采用了后者的相对论等离子体双喷束为起因
,

它

所激发出的相对论激波壳层效果
,

像是既抛射又膨胀的半球面
.

假定爆炸的初期是从两个相反方向 (例如 自转轴或磁极轴 ) 喷射高速相对论粒子流
,

它与

核中介质作用
,

在其前沿将产生强激波
.

由于连续不断喷出的粒子流持续推向前方
,

形成比较

稳定持续的激波面
,

它既向前运动又向四外扩张
.

我们近似地把这两方向激波面作为既抛射

又膨胀的两个半球面来处理
.

一般情况下
,

激波传播速度比物质流速度快
,

加上越外面介质的

密度越低
,

压力越小
.

一段时间内
,

膨胀速度可以大于抛射速度
.

按文献 〔9 〕
,

喷流速度可以达

到相对论速度 (声速量级
: c /了习

,

因而产生的是相对论强激波
.

根据 lB an df or d 和 M
c ke e山 ,

的计算知道
,

激波面是一很薄的壳层
.

七十年代对超新星遗迹的观测研究表明
,

激波可以有效

地加速高能粒子和形成射 电源
.

因此
,

我们就把激波面后的壳层区看作是射电辐射区
.

根据 Jon e s 等 ( 19夕夕)
〔1l] 的研究结果

,

由相对论激波引起的壳层辐射比之均匀膨胀体辐

射
,

更易于产生超光流量变化
.

因此
,

我们这个模型是能够产生视超光流量变化现象的
.

但本

文对此不作讨论
,

而只讨论视超光速的分离现象
.

二
、

形态和分离速度的计算

壳层的视观侧形态
,

参照文献仁12 ]
,

并采用相同的符号
.

假定抛射速度 口一
。 / c

,

激波面

相对膨胀中心的膨胀速度 a 一 u / C
,

抛射方向与视线
x
方向夹角为 b ,

并取此平面为 xy 面
,

!

为子源膨胀中心点静止参考系
,

了为观测坐标系
, a 和口夹角为 e

,
a 和 x 夹角为

` , a 在 ”

面投影与 y 夹角为 汉 1 ,

如图 1 所示
.

视向
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形成激波面的起始时刻和位置并不确切知道
,

为简便起见
,

把它作为同时在原点开始计

算
,

这对产生超光速现象效果是一样的
.

得到激波面球壳 T’ 时刻观测的视形态
,

C T
产

/

—
( “ C o S ` 月一

M \

。 。 。 S 。 ( 1 一 丫i万万) + 夕

丫 l 一 夕
,

c “ s 占

)
’

,

\、.户/
,

乡n
如一上

S

C T

对 (
二 , n

一
“ 1 十

。 C o S。 ( 1 一 了 1 一 夕
,

) 十 夕
( 1)

了一 尹
,

_
-

旦工…。 叙
` 。派 A , ,

M

XV子Z

才lesesessell|esl七leeeees

其中

M
1

斌一 夕
,

{ 1 + 夕
e o s 西 + 。 。 。 s 。

了了二下三 + 。 c o s 。 [夕+
。 。 s 占( l 一 了了二涵 )一}

,

两球壳在 厂
。 `

面投影 (即观测形状 ) 可参阅文献【121
.

两球壳分离形态在

的投影同样可以计算
.

( 2 )

X’ y’ 面 (即 A l 一 0)

为了突出效果
,

我们

把 b = 8 0 “

/ 1 0 0 。 ,

夕= 0
.

5 , 。 = 0
.

5
,

0
.

7 , 0
.

9 ,

.0 94
, 0

.

98 五个形态画于图 2
.

图中实线部分

表示两半球激波面的视形态 ;另一半面 (虚线

表示 )实际上不存在
.

考虑到壳层临边增亮

效应
,

我们显然可以看到边缘两个强峰的分

离子源情况
.

此形态图也反映速度图
,

坐标的单位就

2 3 4 5 7 1印

气扩/nù尹

ù人弋/

夕= .0互

夕二 .0 9(J 5

2nnC.n。nénUtIn0n
é
刀刀刀
乙21.09co7
“̀
54321

777 ’

c

下下
少B ,,

222 4 、、 一 111

...

刀 .I 、 、 、、\ 早早

2
`

3 4 5 7 10

图 2 视线与抛射轴平面 (
x
,v’ 面 )球壳视形态

( b = 8 0
“

/ r o o
。 ,

月 ~ 0
.

, 情况下
, “ 分别为 0

.

,
,

O
、

7
,

0
.

9
,

o
·

男
,

0
.

98
.

实线为两半球面位置
,
左

,
B 为最外点位置 )

论

图 3 双源分离速度 W
l :

与 气

(
二 。

一下粤共 )
, 云

丫 土 一 “ 一 ,

~ 8 1
0

2 2

召关系
,

情况
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是超光速度因子值
.

对于两球壳最外点 (图 2中 A, B 两点 )的分离速度仍可以由 ( l) 式求出
.

令 A ; ~ 0 ,

求

在 办 ,/ dc ~ 0 时的 痴 值 (见附录 )
.

由附录得到的关系

。
( l + 夕

e o s占) + 万 e o s c + 石 s呈n b s王n c ~ o ( 3 )

其中

、 一
。 。 s, 乡( l 一 丫l下下了) + 夕

e o s 占 + 了i二下牙
,

( 4 )

。 一 夕+
。 0 5 去( z 一研l 一 夕

,

)
.

(。 )

令 甘一 。 r。 。 。 s

(下于车于于、
,

; 。 c 。 一 以十 。 cr co
·

(理粤粤梁)
,

于是单个球壳
、

丫 矿 + 犷
s
i n

`
b

z “

丫 丫 + 少 is n `
夕

最外点相对爆发中心视分离速度为
:

y认
~ 厄万

,

~

口或。 。 + 。 [ 1 一
。 。好 。 ( 1一丫1 一 口

,

) 1或n e 。
+ 。 c o s 。 或。 。 ( 1一丫 l 一 四

。 o s e 。

( 1 十 夕
。 o s b ) ( l 一 a ,

)

( 6 )

对于我们的半球模型
,

如果半球面最远点不超过 ( 6 ) 式决定的最外点 (特别在远离我们的

半球情况 )
,

那么最远点应该直接使用公式 ( l) 中犷式
,

即以 A l 一 0 , 口一 9 0 。 , ` 一 云+ 90
“

代人
,

得到

叽.150.140..100.120110130.90
强度比

l 3 4 5 7

, ”
,一 0

.

5

;

石= 63
。

`一 6

侧
/

尸共东州 .80

咒多藻洲芥
,

/ 」5 .u

切.3020
二/

声

/ (
石= 87

.

300100705040加加10 75432

2 3 4 5 7

图 4 分离速度 (点划线 )
,

强度比 (实线 )
,

在 召 ~

而几

O
,

5 5

情 “ 下随“ ” ” ` 的 “ “
(
几 一 刃一奋)
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W一

“

了一 声
, 。 0 5右 + 夕

s , n 乡

1 + 夕
e。 。 占一 。

了I二下
.

5 , n 石
’

根据多种情况的计算
,

综合结果 (两半球最远点相互分离视速度 W lz) 如图 3
,

4 所表示
.

( 6 )
,

由图

可见
,

在中等相对论速度抛射
、

膨胀的情况下
,

很易得到与目前观测大致接近的结果 ( 2一 8倍

光速 .)

三
、

强度比与几率的计算和讨论

如果不考虑更多因素的话
,

观测者接收到抛射子源的流量密度正比于多普勒因子的 3 +

a’ 次方
,

即 , oc D +3 a, ( a’ 为频谱指数
, oc , 一

a’)
.

多普勒因子 D 一 下下共
万二

、 , 、 , , 、 ,

曰 一 ~
- - · ·

/
~

/`

一
`

了 ( 1 + W
位向量

.

对于 目前的模型
,

球壳各点的多普勒因子 D 由该点的洛仑兹因子

收时刻换算 (即 1 + W
·

成 因子 )两个因素组成
.

壳层上各点相对观测者 S’ 坐标系的空间速度

丽
, ` ; 为视向单

了和讯号发射与接

_ 、

口
r , ,

a 十 拌 十 又
a

一 1 ) 石 Z L气p
尸

a

( z + 口
·

a )

·

a ) + 夕
,

]
、 ,产、了、少勺了ù河QZZ̀、 Z̀

、
2
.
、

W
1

丫 1 一 吞
,

1 一 W
Z

~
( l 一 夕

2

) ( l 一 a2 )

( 1 + 口
·

a )
2

所以洛仑兹因子

1
了 ~

一不二
下= 芬共 一

丫 l 一 沙
适

l 十 a 夕
e o s 日

丫1 一 尸 丫 1 一 梦

O 为该点 a ,

夕间的夹角
.

l + p犷

a c o s 。
+ 厅

c o s 右 + ( 。 一 l )
。 o s b (

a c o s 日十 夕)
两 ~

l
---I 一一一一一一一一一下下六一下丁亡

a 气1 es l一 。 户 c 0 5 U 少

1 + 夕
。 。 s 右+

。 c 。 。 。

了 i下下 +
。 c o s 。 [口+

。 。 s 占 ( 1 一 了了二万 ) -

l + a 夕
e o s
口

1 + 夕
e o s b + a瓦 e o s c

+ a莎 s呈n b s呈n c

1 +
a 夕

e o s
s

( 1 0 )

于是各点的多普勒因子

、少、尹,12
心
胜一
曰1.了.、了̀、

丫l 一 尸 斌1 一 梦

( 1 + 夕
e o s b + a 瓦e o s c

+ a 石
s生n b s呈n c

)
.

通过 ( 3 ) 式得到最外点

D ~
斌一

口
,

斌不几牙( l + 夕
。 。 s 占)

’

这样
,

我们可以求出两亮峰大致强度比
,

即到达子源与退却子源的强度比为 :

参一 (孕、
3+ “ ’

一
{架摆粤){

`+ “ ’ ,

0 刀 \
口

刀 / L
戈 1

一 p c o 5 0 j
J

( 1 3)

结果和
“ 、

日都无关
.
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“ 们” 道
,

两个个体抛射子源强度比正好 “ 是
}拦豪默]

’ 十“ ` ,

但 “ 达到视超光 速 时
,

e o s 右 ~ 夕一 l ,

则 S
A

/ s :
一 ( 2丫 2

)
, + “ ,

》 1
.

现在 夕只是抛射速度 ( ~ 0
.

5 )
,

而不是更接近光速

的膨胀速度
a ,

抛射角 b 又可以是任意角 (包括 ~ 9 0 。

角 )
,

故此强度比得到很大的改善
.

对于我们的半球模型
,

如果半球面最远点不超过 ( 6 ) 式决定的最远点
,

则外边缘亮峰点多

普勒因子也不能由 ( 12 ) 式决定
,

而是由 ( 1 1) 式代入最外点 (
。
一 b + 9 0。

)
,

得到

D _ 一一立正孙二应三亘一一
l + 夕

c o s 石一 。

丫瓜 声乏
s

、 b

这也可以粗略地算出两亮峰子源强度比 (D
Z

/ D l
)

,
(令 a’ ~ 0)

,

其结果表示于图

见小的强度比 ( 1一 3 之间 ) 也能在一个大范围中出现
.

( 12 )
’

4 , 5 中
.

可

夕= .0 35

夕= O肠

月= 0.7 5

吞一 .0 9肠一

平/\
z
才

,I

门矛5
月峥内j

强度比

2卜 /

4 5

几几
3

合

l
、 、

图 5 双源强度比与 a , 召关系
二 一 i 、

.

占 一

丫
1 一 a Z

/
8 1

0
2 2

`

情况

实际两子源强度比并不正好是分离最远点的多普勒因子的立方之比
.

它们的强度分布
,

即垂直于视线沿 y 轴线 (源主轴 )分布
,

可以依 y 分段
,

再积分辐射层厚度 (△ x) 的多普勒因子

立方而得到
.

经归一化
,

强度分布

。 ,

OC

{
d`

△。

( 一+ 夕
e o s b + a兹

e o s c
+ a 石s呈n b s呈n c

)
3’

( I D

对图 2 中的两极端情况
,

计算结果画于图 a6 中
.

可见
,

两个亮峰值能够出现
,

强度比亦有可能

出现理想情况
.

但对比观测情况川 (图 6 b )
,

我们的结果显得亮度强弱分布太尖锐
.

相信在略

加修正的情况下
,

例如
,

考虑三维半球总效果
、

壳层厚度
、

激波辐射尾迹寿命 (增加层厚度 )和减

速膨胀等等因素 (都能起平滑作用 )
,

不难得到更符合观测的结果
.
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相对亮度
a ~0

一

8 9
相对亮度

a =. 05

丹乙11
. 0 住

6 2 4. 0.. 00

一 4一 3一 2一10 1 2 3
-

一0 1
.

5

图6
a

模型计算亮分布图 (b =8 0
“

八0 0
“ , 口 = 0

.

5 )

相对亮度

相对亮度

毫秒

图 6 b 3 C 1 2 0 ,
3 C 2 7 3 沿位置角亮度分布图

〔 , ’

左 : 3 C 12 0 ( 1 97 7
,
夕

,
10 65 1 兆赫 ) ; 右 : 3 C 2 7 3 ( 19 7 7

,
7

,
1 0 65 1 兆赫 )

我们知道
,

假定双源在随机抛射时
,

它们依抛射与视线夹角 b 出现的几率密度分布函数为

班 n 右 ( b 一 6 0 。

一 9 0 。

范围内
,

源 出现的几率为 50 多)
.

对于能产生超光速分离的单纯抛射子源

模型
,

一般要求 b 角极小 ( b 万 1 0 0)
,

因而以超光速分离的双源出现几率就很小 (落 2多)
.

虽

然观测上没 育很好的办法确定超光源

出现的几率
,

但从各方面分析看来
,

有

人认为至少有 10 并 的致密源 会 出现

超光速
.

实测统计
,

十个强致密源中

有四个是超光速源
.

万
1 2

强度比
a ,

召

图 7 二 , 召的非均匀分布 图 8 超光速源几率分布

(l
.

分离速度

牙
1 2 , I V

.

不V , 2 , Ix
.

强度比
, 111

.

强度比 毛 3 时
“ ,

召非均分布
,

强度比 续 3 时 甲
: 2

)
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现在
,

我们选取 b 量在随机分布情况下
, a ,

夕取 0一 1 均匀分布
,

用数字法计算出模型要

求 (
。 ) 为 的两半球最远点分离大于光速的几率分布

,

大于光速时强度比的几率分布
,

以及在

强度比 钱 3 情况下 [此时加算了
a ,

夕非均匀分布 (如图 7 ) 情况 ]
,

分离速度的几率分布
.

它分

别以曲线 I一W 表示于图 8 中
.

如果认为强度比 ( 3 时才能见到双源形态
,

那么曲线 111
,

W

便是观测的超光速双源几率分布
.

可见其总的出现几率为 19 呱 (均匀 )和 16 多 (非均匀 )
.

但

主要集中在 4 倍光速以下
,

而大于 10 倍光速的源几率只是 0
.

14 多 (均匀)和 0
.

03 多 (非均匀 )
.

因此能达到 10 倍于光速分离的双源是很不容易出现的
.

四
、

结 论

由二
、

三两节的计算结果表明
,

这个模型最大优点是把分离速度
、

强度比
、

出现几率三者统

一起来考虑
.

得到视超光速度的条件并不苛刻
,

只需要中等相对论速度的抛射和膨胀 ;并且
,

即

使考虑到强度比差异对观测的影响情况下
,

超光速源的出现仍是比较常见的现象
,

几率 ~ 19 外

( 16 关)
,

但大于 10 倍光速的源却是很难 出现
.

此模型还有一个重要的优点
,

就是不用附加一

些难于验证的介质
“

屏幕
”
条件

,

就能得到双源形态
.

一维强度分布图反映一强一弱的双峰
,

或

是一强峰和一弱延伸部分
,

这都比较符合于观测情况
.

二维亮分布图是有相 当宽度的长条形
,

在其一宽边缘处出现强峰
,

而向另一边减弱
.

这也接近 eR ad h ea d 等阎给出的超光源结构图样
.

当然
,

要做亮度分布的细致对比
,

还需对模型做细致的修正和计算
.

致谢
:
在我们的工作过程中

,

马骆同志曾热情参与了讨论
,

并提 出了许多宝贵意见
,

姜淑

惠同志协助进行 了计算
,

特此一并致谢
.

附录
.

最外点分离速度解

此点必在 刀 ,

~ 。面上
,

所以代人 ( l) 式中 犷式
,

并找 犷最大点 殊
,

即找出 内丫dc ~ 0 时的犷值
.

令 , ’

一 c T
’

蠢
,

由 一 “
=

e o s b e o s

1

丫
1 一 月

,

+ s in b s in c ,

又 杯 , 云 见 ( 4 ) ( 5 )式
,
则

( z + 月 e o : 右 + “ 万 c os 二 + 。 云 s jn b s in ( 2 )

y = “ 5 I n c +

“ (
。 。 s 占 c。 : c

+ 。 in 0 s in c

) (
l 一 丫甲不不

飞 ) + 月

丫
` 一 月

,

_ 。
[

s `n ,
b + 丫l 一 口

, e o s ,
b ]

s in c
+ 。 ( 1 一 丫厂二 石

「
)

e o s b s in b e o s c + 月 s in 。

一 一一下一一一一一—
.

7亩丁奋

一
d几f

d c

d y

d 乙

一 “ 厉 5 in c + a 云 s i n b e o s

斌
1 一 户

,

二 [
5 i n ,

。 + 丫 1 一 月
2 e o s ,

。 ]
e o , `

二 些( l 一 丫z 一 月
`

)
e o : , s i n b s in c

山 三些 ~ 。 T

一 d `

·

d (夕 / M )
d c

丫
1 一 户

,

二 三二了M 里生 _
。

里竺、 一
M

z

\ d
e ` d c

/

则要求 “

令
一 ,

半
一 。 ,

即

[ ( 1 + 夕c o s b ) + 。 ` e o : e + a o s in , s i n c

〕 [ a
(

s in , 。 + 了丁二币
三 e o , ,

b )
e os c
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一 二 ( 1 一 丫 l 一 召
,

)

+ 。 ( 1 一 了 ; 一 户
,

)

e o s b : in b s i n c

] 一 [。 (
s i n Z

b + 丫不不
玉毛

。 s ,
, )

。 i。
二

e o s b s
in ` e o s e + 月 s in b ] [。 云

s in b e o s c 一 a ` s i n e

] = o

把前面 M中 ( 1 + 月 c o s b )
。 。 厉 c o s c , 。 刃 s in b s

in
c

分别乘 d夕 / d e

中两个因子
,

记为 :

面 d M / dc 中 丽 sl n b co
s ` , 一丽 is n `

分别乘 y 中三个因子
,

记为 : 7 , 8 , 9 ; 1。 , 1 1 ,

l , 2 ; 3 , 呼 ;

12 项
.

各项分别处理如下 :

一一

、、//

, .J、 .2

`

呼

1 1

a * 。 0 5 。 .

(一
a e o s 云 5 1。 。 ( 1 一 丫了二几于〕

s in c

)

一 〔二
c o s 乡 s i n 去( z 一 丫丁二万 )

5 1。
c ·

(一
a 、 s in

。 ;

nU

一一

、、/了a 云 5 in b
s
二n `

·

。
(

s 。̀ ,
b + 丫一

月
, e o s ,

。 )

一 a (
。 in Z

b + 丫i不几尹
e o s ,

。 )
s i n 。

·

“ s i n b e o s ` 岁

一少知了

f
介`

1
.rJ

L

协{
1 ( 1 + 户e o s b )

·

[。 (
s`n ,

b + 丫丁二币
压 。 0 5 ,

。 )
e o s

9 一 [月
s in b

·
a 云 s in b e o s 。

]

二二二 “ C O S

二二 二 优 C O S

c

[
s i n ,

b + 丫 l 一 月
, e o s Z

b + 月e o s b

c

[
5 in ,

b ( l 一 月
,

) + 月丫
i 一 月

, e o s

5 in Z

b +

吞 + 月丫
z 一 月

, 。 。 5 3
占 一 口, : in

,
; ]

丫一 户
, e o s ,

b ]

二二二 优忍 C O S `

{
2

丫 1 一 尸 ;

( l + 召e o : b )

一 [户
5 in b

·

(

·

[一
a ( 1 一

1 2

丫 ` 一 月”
c 。

“
s`n 占 s`n `

,
>

二 a s i n b s i n c

(月
“ 一 c o s b ( 1 一 丫 ` 一 户

`

) 一 月 e o s ,
b ( 1 一 丫一

召
,

) ]

一 。 5 in b s i n c

[月
, e o s b + 户丫1 一 月

,

一 e o s 西( 1 一 丫
l 一 召

,

) ]

二 “ s i n b s in c

「
e o s b丫 1 一 户

2

一 e o o b (一
月

,

) + 月丫 l 一 月
,

]

二 ” s in b s in c

丫 ] 一 月
,

;

一 [。 (一 丫厂二万 )
c o s b s `n b c o s e · a 云 s in

“ 沙 S l n b s i n

一 “ 2云

C
. 「一 。 ( l 一 丫 1 一 召

,

)
e o s b s in

b C o s e

]
b s in c

]
>

-

C o s b s in ’
b ( l 一 丫 l 一 月

,

)

优 “ C O S 亡
· “ (

5 in
“

b + 丫 z 一 月
, c o s ,

b )

一 [
二

(
5 in z

b + 丫 1 一 月
, e o s Z

占)
·

二 a , 、 (
5
in

,
, + 丫一

召
, c o s ,

b

(一
二`

)

s in c

) ]

a , “ [
s `n Z

b ( 1 一 丫
i 一 户

`

) + 丫 z 一 吞
·

]

厂一\
一

》

一
、 = 二

一 。 , ” e o : b ; `n ,
b ( 1 一 丫1 一 月

2

) + 。 2

(。
e o s 。 + 丫1 一 月

2

)

x [
s in ’

b (
` 一 丫 z 一 月

,

) + 丫z 一 月
,

]

a , s *n Z
b丫

1 一 月
,

( l 一 丫 , 一 召
2

) + a ,

丫1 一 月
,

( 。
e o s 云 + 丫

l 一 月
,

)

一一一一

= a Z

~ “ z

丫 l 一 户
`

L
s , n Z

b ( , 一 丫1 一 月
,

) + e o s ,
b ( 1 一 丫一

月
,

) + 月e o : b +

犷 1 一 召
,

[ 1 一 丫 1 一 召
2

+ 月e o s b + 丫z 一 月
,

]

= 二 ,

丫 l 一 月
,

( 1 + 月e o 、 。 )
.

把全部三项结果相加
,

并乘以
1

。
丫压不不

玉 ’

。
( l + 口e o s

最后结果则为

b ) + ` e o s c + 刃 5 10 b s in c , 0 (3 )
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