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摘要 本文考虑具有吸收态的加权 Markov 分枝过程的上穿/下穿性质, 对给定的穿越范围, 得到穿越

次数的联合概率分布. 特别地, 本文给出 Markov分枝过程在吸收之前死亡总数的概率分布, 同时给出

MX/M/1 排队系统在一个忙期内服务总顾客数和固定批量到达总数的联合概率分布.
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1 引言

经典 Markov 分枝过程 (Markov branching process, MBP) 在随机过程的研究领域中具有重要的

地位, 相关文献可参见文献 [1–3].

经典 Markov分枝过程的本质性质是分枝性,即不同粒子的演变是相互独立的. 然而,在大多数实

际问题中, 这种独立性并不满足, 粒子之间通常存在相互作用. 正因为如此, 概率论学者为推广经典分

枝过程作出了重要贡献 (参见文献 [4]). Sevast’yanov [5] 首先考虑了这种推广的分枝模型. Vatutin [6]、

Li 和 Chen [7] 及 Li 等 [8] 考虑了具有状态独立移入的 Markov 分枝过程. Li 和 Liu [9] 进一步考虑了具

有状态独立移入、移出的 Markov 分枝过程. Yamazato [10] 考虑了只在 0 状态移民的分枝模型. 作为

Yamazato 模型的推广, Renshaw 和 Chen [11] 考虑了一类更一般的分枝模型. 这类模型的进一步研究

可参见文献 [12–15].

众所周知, 0 是分枝过程的吸收态. 系统中每一个粒子生存一个随机时间后独立地分裂出若干新

的粒子, 当系统中没有粒子时停止演变. 对这类过程, 考虑系统中曾经生存过的粒子总数 (即死亡粒子

总数) 或系统中分裂出 m 个新粒子的粒子总数 (其中 m 为给定的自然数) 等, 都是非常有趣而又重

要的问题. 为了方便起见, 以下称这类次数为定程穿越次数, 例如, −1- 程穿越次数 (即下穿次数) 就

是系统中死亡粒子总数, 若 m > 0, 则 m- 程穿越次数 (即 m- 程上穿次数) 是系统中分裂出 m 个新
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粒子的粒子总数. 到目前为止, 还没有文献针对这类问题进行讨论和研究. 本文主要针对加权 Markov

分枝过程研究这类问题. 由于这种定程穿越次数是随机的, 因此, 需要考虑 m- 程穿越次数的概率分布

问题.

为了讨论加权 Markov分枝过程的定程穿越次数问题,先给出模型的生成元,即 Q矩阵. 令 Z+ =

{0, 1, 2, . . .}.
定义 1.1 称 Q 矩阵 Q = (qij ; i, j ∈ Z+) 为一个加权分枝 (weighted branching) Q 矩阵,

如果

qij =

wibj−i+1, 若 i > 1, j > i− 1,

0, 其他,
(1.1)

其中

bj > 0 (j ̸= 1), 0 < −b1 =
∑
j ̸=1

bj < ∞, wi > 0 (i > 1). (1.2)

定义 1.2 一个状态空间 Z+ 上的连续时间 Markov 链称为一个加权 Markov 分枝过程, 如果其

概率转移函数 P (t) = (pij(t); i, j ∈ Z+) 满足

p′ij(t) =
∞∑
k=0

pik(t)qkj , i > 0, j > 1, t > 0, (1.3)

其中 Q = (qij ; i, j ∈ Z+) 由 (1.1) 和 (1.2) 定义.

Chen 等 [14] 通过死亡率 b0、生率 {bk; k > 2} 和序列 {wk; k > 1} 给出了加权 Markov 分枝过程的

正则性条件. 因此, 以下假定过程是正则的.

2 预备知识

设 N ⊂ Z+ 为有限子集且 1 /∈ N, bk > 0 (k ∈ N). 记 N = |N| 为 N 中所含元素的个数. 本文考虑

过程在吸收之前的 (N− 1)- 程穿越次数的概率分布 (这里 (N− 1) 表示 (i− 1; i ∈ N)), 即 N 维随机向

量 (Ni; i ∈ N) 的联合概率分布, 其中 Ni 为 (i− 1)- 程穿越次数.

为方便讨论, 定义

B(u) =
∞∑
j=0

bju
j (2.1)

和

BN(u, v) =
∑
j∈N

bjvju
j , B̄N(u) =

∑
j∈Nc

bju
j , (2.2)

其中 v = (vj ; j ∈ N). 显然, B(u)和 B̄N(u)至少在 [0, 1]上有定义, BN(u, v)至少在 [0, 1]N+1 上有定义.

下面的引理属于数学分析的结论, 在此省略其证明.

引理 2.1 设 {fk; k ∈ ZN
+} 为定义在 ZN

+ 上的实数序列,

F (v) =
∑
k∈ZN

+

fkv
k
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为 {fk; k ∈ ZN
+} 的母函数, 则对任意 j ∈ Z+, 有

F j(v) =
∑
l∈ZN

+

f
∗(j)
l vl, (2.3)

其中

f
∗(0)
0 = 1, f

∗(0)
l = 0 (l ̸= 0), f

∗(j)
l =

∑
k(1)+···+k(j)=l

fk(1) · · · fk(j) (j > 1)

为 {fk; k ∈ ZN
+} 的 j 重卷积.

在后面的讨论中, 函数 B̄N(u) +BN(u, v) 将起到重要作用. 下面的定理给出了该函数的基本性质.

定理 2.1 (i) 对任意 v ∈ [0, 1]N ,

B̄N(u) +BN(u, v) = 0 (2.4)

在 [0, 1] 中至多有 2 个根. 记 ρ(v) 为方程 (2.4) 的最小非负根, 则 ρ(v) 6 ρ, 其中 ρ 是 B(u) = 0 的最

小非负根.

(ii) ρ(v) ∈ C∞([0, 1)N ), 且 ρ(v) 可以展开成多元 Taylor 级数

ρ(v) =
∑
k∈ZN

+

ρkv
k, (2.5)

其中 ρk > 0, ∀ k ∈ ZN
+ .

证明 首先, 由 0 6 BN(u,0) 6 BN(u, v) 6 BN(u,1), 得到

B̄N(u) +BN(u, v) 6 B(u).

由文献 [16, 引理 2.1] 立得 (i). 接下来证明 (ii). 不失一般性, 假设 N = {2, 3}, 因此,

BN(u, v) = BN(u, v2, v3).

记

f(u, v2, v3) = BN(u, v2, v3) 和 g(u) = B̄N(u),

则

g(ρ(v2, v3)) + f(ρ(v2, v3), v2, v3) ≡ 0.

由于

g′u(ρ(v2, v3)) + f ′
u(ρ(v2, v3), v2, v3) < g′u(ρ) + f ′

u(ρ, 1, 1) = B′(ρ) 6 0,

因此, g′u(ρ(v2, v3)) · ρ′v2
(v2, v3) + f ′

u(ρ(v2, v3), v2, v3) · ρ′v2(v2, v3) + f ′
v2(ρ(v2, v3), v2, v3) ≡ 0,

g′u(ρ(v2, v3)) · ρ′v3
(v2, v3) + f ′

u(ρ(v2, v3), v2, v3) · ρ′v3
(v2, v3) + f ′

v3(ρ(v2, v3), v2, v3) ≡ 0.

由递归法得知 ρ(v2, v3) ∈ C∞([0, 1)2), 这意味着 ρ′v2 和 ρ′v3
在 [0, 1)2 上是有定义的.
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接下来证明 (2.5). 假设

ρ(v) =
∑
k∈ZN

+

ρkv
k.

将上述 ρ(v) 的表达式代入 (2.4), 可得

0 ≡ B̄N(ρ(v)) +BN(ρ(v), v)

=
∑
j∈Nc

bj(ρ(v))
j +

∑
j∈N

bj(ρ(v))
jvj

=
∑
j∈Nc

bj
∑
l>0

ρ
∗(j)
l vl +

∑
j∈N

bj
∑
l>0

ρ
∗(j)
l vl+ej

=
∑
l>0

( ∑
j∈Nc

bjρ
∗(j)
l

)
vl +

∑
j∈N

bj
∑
l>0

ρ
∗(j)
l vl+ej .

用数学归纳法证明 ρl > 0. 因为 B̄N(u) + BN(u,0) = 0 的最小非负根是 ρ0, 若 l · 1 = 0, 则

ρ0 = ρ(0) > 0. 若 l · 1 = 1, 即存在某个 k ∈ N 使得 l = ek, 则∑
j∈Nc

bjρ
∗(j)
ek

+ bkρ
∗(k)
0 = 0,

即 ∑
j∈Nc

bjjρ
j−1
0 ρek + bkρ

k
0 = 0.

由于 B̄′
N(ρ0) < 0, 因此,

ρek = − bkρ
k
0

B̄′
N(ρ0)

> 0, k ∈ N.

假设对所有满足 l · 1 6 m 的 l, 有 ρl > 0, 则对于 l̄ · 1 = m+ 1, 存在 l 和 k ∈ N 使得 l̄ = l+ ek 且

l · 1 6 m. 因此, ∑
j∈Nc

bjρ
∗(j)
l+ek

+ bkρ
∗(k)
l = 0,

即 ∑
j∈Nc

bjjρ
j−1
0 ρl+ek +

∑
j∈Nc\{1}

bj
∑

l(1)+···+l(j)=l+ek, l(1)·1,...,l(j)·16m

ρl(1) · · · ρl(j) + bkρ
∗(k)
l = 0.

因此, 由 B̄′
N(ρ0) < 0, 有

ρ̄l = ρl+ek = −
∑

j∈Nc\{1} bj
∑

l(1)+···+l(j)=l+ek, l(1)·1,...,l(j)·16m ρl(1) · · · ρl(j) + bkρ
∗(k)
l

B̄′
N(ρ0)

> 0.

由数学归纳法, 得到 ρl > 0, ∀ l ∈ ZN
+ . 证毕.
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3 上穿、下穿性质

现在考虑加权 Markov 分支过程的上穿、下穿性质. 令 N ⊂ Z+ 如前所述.

本文的主要目的是计算 (N − 1)- 程穿越次数. 然而, 加权 Markov 分枝过程的转移概率函数本身

并不能直接刻画这种穿越次数. 因此, 需要找到一个新方法来讨论其穿越次数的性质. 为此, 构造一个

新的 Q 矩阵 Q̃ = (q(i,k),(j,l); (i, k), (j, l) ∈ ZN+1
+ ):

q(i,k),(j,l) =


wibj−i+1, 若 i > 1, j − i+ 1 ∈ Nc, l = k,

wibj−i+1, 若 i > 1, j − i+ 1 ∈ N, l = k+ ej−i+1,

0, 其他.

(3.1)

显然, Q̃ 确定一个 (N + 1)- 程 Markov 链 (X(t),Y(t)), 其中 X(t) 是加权 Markov 分支过程,

Y(t) = (Yk(t); k ∈ N) (假设 Yk(0) = 0 (k ∈ N)) 是计算到 t 时刻的 (N− 1)- 程穿越次数. 特别地,

(i) 若 N = {0}, 则 Y0(t) 是 {X(t) : t > 0} 在 t 时刻前的下穿次数 (即死亡数);

(ii) 若 N = {m} (m > 2), 则 Ym(t) 是 {X(t) : t > 0} 在 t 时刻前的 (m− 1)- 程上穿次数;

(iii) 若 N = {0,m} (m > 2), 则 Y(t) = (Y0(t), Ym(t)) 是 {X(t) : t > 0} 在 t 时刻前的死亡数和

(m− 1)- 程下穿数.

令 P (t) = (p(i,k),(j,l)(t); (i, k), (j, l) ∈ ZN+1
+ ) 记为 (X(t),Y(t)) 的转移概率函数.

引理 3.1 对于 P (t), 有∑
(j,l)∈ZN+1

+

p′(i,0),(j,l)(t)u
jvl = [B̄N(u) +BN(u, v)] ·

∑
j>1,k∈ZN

+

p(i,0),(j,k)(t)wju
j−1vk, (3.2)

其中 B̄N(u) 和 BN(u, v) 如 (2.2) 定义, vl =
∏

k∈N vlkk , 且∑
(j,l)∈ZN+1

+

p(i,0),(j,l)(t)u
jvl − ui

= [B̄N(u) +BN(u, v)] ·
∑

j>1,k∈ZN
+

(∫ t

0

p(i,0),(j,k)(s)ds

)
· wju

j−1vk. (3.3)

证明 由 Kolmogorov 向前方程得

p′(i,0),(j,l)(t) =
∑

n>1,k∈ZN
+

p(i,0),(n,k)(t) · q(n,k),(j,l), ∀ t > 0, i ∈ Z+.

将上式两边同时乘以 ujvl 然后对 j 和 l 求和, 可得∑
(j,l)∈ZN+1

+

p′(i,0),(j,l)(t) · u
jvl

=
∑

(j,l)∈ZN+1
+

∑
n>1,k∈ZN

+

p(i,0),(n,k)(t) · q(n,k),(j,l) · ujvl

=
∑

n>1,k∈ZN
+

∑
(j,l)∈ZN+1

+

p(i,0),(n,k)(t) · q(n,k),(j,l) · ujvl
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=
∑

n>1,k∈ZN
+

[ ∑
j:j−n+1∈N

p(i,0),(n,k)(t) · q(n,k),(j,k+ej−n+1) · u
jvk+ej−n+1

+
∑

j:j−n+1∈Nc

p(i,0),(n,k)(t) · q(n,k),(j,k) · ujvk
]

=
∑

n>1,k∈ZN
+

[ ∑
j:j−n+1∈N

p(i,0),(n,k)(t) · wnbj−n+1 · ujvk+ej−n+1

+
∑

j:j−n+1∈Nc

p(i,0),(n,k)(t) · wnbj−n+1 · ujvk
]

=
∑

n>1,k∈ZN
+

[BN(u, v) · p(i,0),(n,k)(t) · wnu
n−1vk + B̄N(u) · p(i,0),(n,k)(t) · wnu

n−1vk]

= [B̄N(u) +BN(u, v)] ·
∑

j>1,k∈ZN
+

p(i,0),(j,k)(t) · wju
j−1vk.

(3.2) 得证. 由 (3.2) 积分立得 (3.3). 证毕.

令

τ = inf{t > 0;X(t) = 0} (3.4)

为 {X(t); t > 0} 的灭绝时间.

下面的定理给出了在 τ < ∞ 的条件下, (N− 1)- 程穿越次数的联合概率分布函数.

定理 3.1 假设 {X(t); t > 0} 是一个加权 Markov分枝过程, 其中 X(0) = 1, 则在 τ < ∞的情形
下, (N− 1)- 程穿越次数的概率分布函数如下:

G(v) = ρ−1
∑
l∈ZN

+

ρlv
l, v ∈ [0, 1]N , (3.5)

其中 ρ 是 B(u) = 0 的最小非负根, ρ0 是 B̄N(u) = 0 的最小非负根, 且 ρl (l ̸= 0) 可如下递归得到:

ρl+ek = −
∑

j∈Nc\{1} bj
∑

l(1)+···+l(j)=l+ek, l(1)·1,...,l(j)·16l·1 ρl(1) · · · ρl(j) + bkρ
∗(k)
l

B̄′
N(ρ0)

, k ∈ N. (3.6)

证明 令 Q̃ = (q(i,k),(j,l); (i, k), (j, l) ∈ ZN+1
+ ) 为由 (3.1) 定义的 Q 矩阵而且 (X(t),Y(t)) 为 Q̃ 过

程, 则 Y(t) = (Yk(t); k ∈ N) 为 t 时刻之前的 (N − 1)- 程穿越次数, 且在 τ < ∞ 的条件下, Y(τ) =

(Yk(τ); k ∈ N) 就是 (N− 1)- 程穿越总次数.

记 P (t) = (p(i,k),(j,l)(t); (i, k), (j, l) ∈ ZN+1
+ ) 为 (X(t),Y(t)) 的转移概率. 由引理 3.1 可得∑

(j,l)∈ZN+1
+

p(1,0),(j,l)(t) · ujvl − u

= [B̄N(u) +BN(u, v)] ·
∑

j>1,k∈ZN
+

(∫ t

0

p(1,0),(j,k)(s)ds

)
· wju

j−1vk. (3.7)

在 (3.7) 中令 t → ∞, 并注意到对于 j > 1, limt→∞ p(1,0),(j,l)(t) = 0 (由于当 j > 1 时, (j, l) 是瞬时状

态), 得到 ∑
l∈ZN

+

alv
l − u = [B̄N(u) +BN(u, v)] ·

∑
j>1,k∈ZN

+

(∫ ∞

0

p(1,0),(j,k)(t)dt

)
· wju

j−1vk, (3.8)
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其中 al = limt→∞ p(1,0),(0,l)(t). 由定理 2.1, 在 (3.8) 中令 u = ρ(v), 得到∑
l∈ZN

+

alv
l − ρ(v) ≡ 0,

因此, al = ρl (l ∈ ZN
+ ).

从而,

P(Y(τ) = l | τ < ∞) =
P(Y(τ) = l, τ < ∞)

P(τ < ∞)

= ρ−1 lim
t→∞

P(Y(t) = l, τ < t)

= ρ−1 lim
t→∞

p(1,0),(0,l)(t)

= ρ−1ρl.

证毕.

注 3.1 定理 3.1 给出了在 τ < ∞ 的条件下, (N − 1)- 程穿越次数的联合概率母函数. 因此, 在

τ < ∞ 的条件下, (N− 1)- 程穿越次数 Y(τ) 的联合概率分布为

P(Y(τ) = l | τ < ∞) = ρ−1ρl, l ∈ ZN
+ .

若 X(0) = i (> 1), 则在 τ < ∞ 的条件下, (N− 1)- 程穿越次数的联合概率母函数为

Gi(v) = [G(v)]i,

而且在 τ < ∞ 的条件下, (N− 1)- 程穿越次数 Y(τ) 的联合概率分布为

P(Y(τ) = l | τ < ∞) = ρ−i · ρ∗(i)l , l ∈ ZN
+ ,

其中 {ρ∗(i)l ; l ∈ ZN
+} 是 {ρl; l ∈ ZN

+} 的 i 重卷积.

作为定理 3.1 和注 3.1 的直接结论, 下面推论给出了在 τ < ∞ 的条件下, 死亡数的概率分布以及

对于固定 m > 1, (m− 1)- 程上穿次数的概率分布.

推论 3.1 假设 {X(t); t > 0} 是一个加权 Markov 分枝过程, X(0) = 1, 则在 τ < ∞ 的条件下,

死亡数的概率生成函数为

G(v) = ρ−1 ·
∞∑
k=0

ρkv
k.

因此, 死亡数 Y0(τ) 的概率分布为

P(Y0(τ) = k | τ < ∞) = ρ−1 · ρk, k > 0,

其中 
ρ0 = 0,

ρ1 = −b−1
1 · b0,

ρk+1 = −b−1
1 ·

k+1∑
j=2

bjρ
∗(j)
k+1, k > 1.
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证明 注意到 N = {0}, ρ0 = 0 是

B̄N(u) =

∞∑
j=1

bju
j = 0

的最小非负根, 而且

∞∑
j=2

bj
∑

l1+···+lj=k+1,l1,...,lj6k

ρl1 · · · ρlj =
k+1∑
j=2

bjρ
∗(j)
k+1.

由定理 3.1 立得结论. 证毕.

注 3.2 从定理 3.1 的证明可知在 τ < ∞ 的情形下穿越次数的联合概率分布不依赖于 {wi; i >
1}, 因此,

(i) 对于 Markov 分枝过程, 在 τ < ∞ 的情形下, 死亡数 Y0(τ) 的概率分布为

P(Y0(τ) = k | τ < ∞) = ρ−1 · ρk, k > 0,

其中 ρk (k > 0) 由推论 3.1 给出;

(ii) 对于 MX/M/1 排队过程, 一个忙期的服务总数 Y0(τ) 的概率分布为

P(Y0(τ) = k | τ < ∞) = ρ−1 · ρk, k > 0,

其中 ρk (k > 0) 由推论 3.1 给出.

推论 3.2 假设 {X(t); t > 0} 是一个加权 Markov 分枝过程, X(0) = 1, 且 m (> 1) 是给定的整

数, 则在 τ < ∞ 的条件下, (m− 1)- 程上穿次数的概率母函数 G(v) 为

G(v) = ρ−1 ·
∞∑
k=0

ρkv
k.

因此在 τ < ∞ 的情形下, (m− 1)- 程上穿次数 Ym(τ) 的概率分布为

P(Ym(τ) = k | τ < ∞) = ρ−1 · ρk, k > 0,

其中 ρ0 是 Bm(u) =
∑

j ̸=m bju
j = 0 的最小非负根, 且

ρ1 = − bmρm0
B′

m(ρ0)
,

ρk+1 = −
∑

i ̸=1,m bi
∑

j1+···+ji=k+1; j1,...,ji6k ρj1 · · · ρji + bmρ
∗(m)
k

B′
m(ρ0)

, k > 1,

这里 {ρ∗(m)
k ; k ∈ Z+} 是 {ρk; k ∈ Z+} 的 m 重卷积.

证明 注意到此时 N = {m}, 由定理 3.1 立得.

定理 3.2 假设 {X(t); t > 0}是一个加权 Markov分枝过程, X(0) = 1, m ̸= 1, Ym(τ)是 (m− 1)-

程穿越次数. 若 ρ = 1 (即 B′(1) 6 0), 则

E[Ym(τ)] =
∞∑
k=0

kρk,
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且

Var[Ym(τ)] =

∞∑
k=0

k2ρk −
( ∞∑

k=0

kρk

)2

,

其中 ρk (k > 0) 由推论 3.1 (若 m = 0) 或推论 3.2 (若 m > 1) 给出.

证明 由 ρ = 1 可知 G(v) 是 Ym(τ) 的概率母函数, 因此,

E[Ym(τ)] = G′(1−), Var[Ym(τ)] = G′′(1−) +G′(1−)− [G′(1−)]2.

由推论 3.1 和 3.2 立得. 证毕.

定理 3.1 给出了在 τ < ∞ 的情形下, (N− 1)- 程穿越次数的联合概率分布. 现在考虑 τ = ∞ 的情
形. 为简单起见, 仅考虑 N 单点集的情形, 一般情形类似.

令m ∈ Z+且 bm > 0, Q̃m = (q(i,k),(j,l); (i, k), (j, l) ∈ Z2
+)为由 (3.1)定义的 Q矩阵,其中 N = {m}.

记 (X(t), Ym(t)) 是 Q̃m 过程, P (t) = (p(i,k),(j,l); (i, k), (j, l) ∈ Z2
+) 为其转移概率函数.

定理 3.3 假设 (X(t), Ym(t)) 是 Q̃m 过程, X(0) = 1. 若 ρ < 1, 则

P(Ym(∞) = ∞ | τ = ∞) = 1. (3.9)

证明 由引理 3.1 (注意 N = {m}) 可得, 对任意 u, v ∈ [0, 1], 有

∑
(j,k)∈Z2

+

p(1,0),(j,k)(t) · ujvk − u = Bm(u, v) ·
∞∑
k=0

∞∑
j=1

(∫ t

0

p(1,0),(j,k)(s)ds

)
· wju

j−1vk,

其中

Bm(u, v) =
∑
i ̸=m

biu
i + bmumv,

即

∞∑
k=0

p(1,0),(0,k)(t) · vk +
∞∑
k=0

∞∑
j=1

p(1,0),(j,k)(t) · ujvk − u

= Bm(u, v) ·
∞∑
k=0

∞∑
j=1

(∫ t

0

p(1,0),(j,k)(s)ds

)
· wju

j−1vk. (3.10)

令 t → ∞ 并注意到

lim
t→∞

∞∑
k=0

p(1,0),(0,k)(t)v
k = ρ(v),

可得

ρ(v)− u = Bm(u, v) ·
∞∑
k=0

∞∑
j=1

(∫ ∞

0

p(1,0),(j,k)(s)ds

)
· wju

j−1vk, ∀u, v ∈ [0, 1),

其中对固定的 v ∈ [0, 1], ρ(v) 是 Bm(u, v) = 0 的最小非负根. 令 u ↑ 1, 由单调收敛定理得

1− ρ(v) = bm(1− v) ·
∞∑
k=0

∞∑
j=1

(∫ ∞

0

p(1,0),(j,k)(s)ds

)
· wjv

k, ∀ v ∈ [0, 1).
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从而,

∞∑
j=1

(∫ ∞

0

p(1,0),(j,k)(s)ds

)
· wj = b−1

m ·
(
1−

k∑
i=0

ρi

)
, k > 0, (3.11)

以及
∞∑
k=0

∞∑
j=1

(∫ ∞

0

p(1,0),(j,k)(s)ds

)
· wjv

k < ∞, ∀ v ∈ [0, 1).

另一方面, 在 (3.10) 中令 u ↑ 1, 得

1−
∞∑
k=0

p(1,0),(0,k)(t) · vk −
∞∑
k=0

P(Ym(t) = k, τ > t)vk

= bm(1− v) ·
∞∑
k=0

∞∑
j=1

(∫ t

0

p(1,0),(j,k)(s)ds

)
· wjv

k.

因此,

∞∑
j=1

(∫ t

0

p(1,0),(j,k)(s)ds

)
· wj = b−1

m ·
[
1−

k∑
i=0

p(1,0),(0,i)(t)− P(Ym(t) 6 k, τ > t)

]
, k > 0.

令 t → ∞ 并由单调收敛定理得

∞∑
j=1

(∫ ∞

0

p(1,0),(j,k)(s)ds

)
· wj = b−1

m ·
[
1−

k∑
i=0

ρi − P(Ym(∞) 6 k, τ = ∞)

]
, k > 0.

比较上式与 (3.11), 可得

P(Ym(∞) 6 k, τ = ∞) = 0, k > 0.

因此,

P(Ym(∞) = ∞, τ = ∞) = 1.

证毕.

最后, 给出两个例子说明前面的结论.

例 3.1 设 X(t)是一个到达率为 λ、服务率为 µ的停止 M/M/1排队过程 (或一个生率为 λ、死

亡率为 µ 的生灭型分枝过程), X(0) = 1. 考虑一个忙期内服务的顾客数和到达顾客数. 此时,

B(u) = µ− (µ+ λ)u+ λu2, N = {0, 2}.

则

BN(u, y, z) = µy + λzu2, B̄N(u) = −(µ+ λ)u.

考虑

B̄N(u) +BN(u, y, z) = µy − (µ+ λ)u+ λzu2 = 0. (3.12)
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(3.12) 的最小非负根是

ρ(y, z) =
µ+ λ−

√
(µ+ λ)2 − 4µλzy

2λz
, ρ = ρ(1, 1) =

µ

λ
∧ 1.

利用 Taylor 展开式

√
1 + x = 1 +

1

2
x+

∞∑
n=2

(2n− 3)!!

2nn!
(−1)n−1xn,

可得

ρ(y, z) =
µ+ λ

2λz
·
[
1−

√
1− 4µλzy

(µ+ λ)2

]
=

µ+ λ

2λz
·
[
1−

(
1− 4µλzy

2(µ+ λ)2
+

∞∑
n=2

(2n− 3)!!

2nn!
(−1)n−1

(
− 4µλzy

(µ+ λ)2

)n)]

=
µ+ λ

2λz
·
[

4µλzy

2(µ+ λ)2
+

∞∑
n=2

(2n− 3)!!

2nn!

(
4µλzy

(µ+ λ)2

)n]

=
µy

µ+ λ
+

∞∑
n=2

(2n− 3)!!2n−1µnλn−1

n!(µ+ λ)2n−1
zn−1yn.

所以, 
ρ1,0 =

µ

µ+ λ
,

ρn,n−1 =
(2n− 3)!!2n−1µnλn−1

n!(µ+ λ)2n−1
, n > 2,

ρn,m = 0, 其他.

因此,

(i) 若 µ > λ, 则
P((Y0(τ), Y2(τ)) = (1, 0)) =

µ

µ+ λ
,

P((Y0(τ), Y2(τ)) = (n, n− 1)) =
(2n− 3)!!2n−1µnλn−1

n!(µ+ λ)2n−1
, n > 2,

P((Y0(τ), Y2(τ)) = (n,m)) = 0, 其他,
P(Y0(τ) = 0) = 0,

P(Y0(τ) = 1) =
µ

µ+ λ
,

P(Y0(τ) = n) =
(2n− 3)!!2n−1µnλn−1

n!(µ+ λ)2n−1
, n > 2,

P(Y2(τ) = 0) =
µ

µ+ λ
,

P(Y2(τ) = n) =
(2n− 1)!!2nµn+1λn

(n+ 1)!(µ+ λ)2n+1
, n > 1;
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(ii) 若 µ < λ, 则
P((Y0(τ), Y2(τ)) = (1, 0) | τ < ∞) =

λ

µ+ λ
,

P((Y0(τ), Y2(τ)) = (n, n− 1) | τ < ∞) =
(2n− 3)!!2n−1µn−1λn

n!(µ+ λ)2n−1
, n > 2,

P((Y0(τ), Y2(τ)) = (n,m) | τ < ∞) = 0, 其他,
P(Y0(τ) = 0 | τ < ∞) = 0,

P(Y0(τ) = 1 | τ < ∞) =
λ

µ+ λ
,

P(Y0(τ) = n | τ < ∞) =
(2n− 3)!!2n−1µn−1λn

n!(µ+ λ)2n−1
, n > 2,

P(Y2(τ) = 0 | τ < ∞) =
λ

µ+ λ
,

P(Y2(τ) = n | τ < ∞) =
(2n− 1)!!2nµnλn+1

(n+ 1)!(µ+ λ)2n+1
, n > 1.

例 3.2 设 X(t) 是一个分枝过程, 其分枝速率的生成函数为

B(u) = 2q − 3pu+ u3,

其中 q > 0, 3p = 2q + 1, X(0) = 1. 考虑系统灭绝前上穿、下穿次数. 此时, N = {0, 3},

B(u, v) = 2qv − 3pu+ u3. (3.13)

对固定的 v ∈ [0, 1], 记 ρ(v) 为 (3.13) 的最小非负根. 显然, ρ(0) = 0. 假设

ρ(v) =
∞∑
k=1

ρkv
k,

则

2qv − 3pρ(v) + ρ3(v) ≡ 0, v ∈ [0, 1). (3.14)

易知

ρ1 =
2q

3p
, ρ2 = 0. (3.15)

由 (3.14) 可得

−pρ(n+1)(v) +
n∑

k=0

Ck
n

( k∑
i=0

Ci
kρ

(i)(v)ρ(k−i)(v)

)
ρ(n−k+1)(v) ≡ 0, n > 2.

在上式中令 v = 0, 可得

p(n+ 1)!ρn+1 =
n∑

k=2

Ck
n

( k−1∑
i=1

Ci
ki!(k − i)!ρiρk−i

)
(n− k + 1)!ρn−k+1, n > 2,
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即

ρn+1 =
1

p(n+ 1)
·

n∑
k=2

(n− k + 1)ρn−k+1 ·
( k−1∑

i=1

ρiρk−i

)
, n > 2. (3.16)

因此, 若 p > 1, 则 

P(Y0(τ) = 0) = 0,

P(Y0(τ) = 1) =
2q

3p
,

P(Y0(τ) = 2) = 0,

P(Y0(τ) = n) = ρn, n > 3.

若 p < 1, 则 

P(Y0(τ) = 0 | τ < ∞) = 0,

P(Y0(τ) = 1 | τ < ∞) =
2q

3pρ
,

P(Y0(τ) = 2 | τ < ∞) = 0,

P(Y0(τ) = n | τ < ∞) = ρ−1 · ρn, n > 3,

其中 ρ = ρ(1) 是 B(u) = 0 的最小非负根, ρn 由 (3.15) 和 (3.16) 给出.

致谢 感谢审稿人提出的宝贵意见.
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