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摘要 对于一致完全的加倍度量空间建立了 Whitney 分解定理. 作为应用, 借助于 Ahlfors 正则空间

上的加倍测度描述了它的任意非空闭集的 Whitney 修正集上的加倍测度.

关键词 一致完全 加倍度量空间 Ahlfors 正则空间 Whitney 修正集 Whitney 修正测度 加倍测度

MSC (2000) 主题分类 28A80

1 引言和主要结论

设 (X, d) 是一个度量空间. 用 B(x, r) 表示中心 x ∈ X、半径 r > 0 的球.

定义 1 设 E 是度量空间 X 中的一个非空闭集. 称 X 中的可数 Borel 子集族 W 是 X \E 的一
个 Whitney 分解, 如果它满足以下三个条件:

(W1) ∪Q∈WQ = X \ E;

(W2) W 中的任意两个 Borel 集不交;

(W3) 存在常数 K > 1, 对 W 中的每一个 Borel 集 Q, 存在 x ∈ X 满足

B(x,K−1|Q|) ⊂ Q 且 K−1|Q| 6 dist(Q,E) 6 K|Q|,

其中 dist(Q,E) = infx∈Q, y∈E |x− y| 表示 E 与 Q 之间的距离, |Q| 表示集合 Q 的直径.

Euclid空间中开集的Whitney分解定理是研究许多分析问题的一个基本工具,见文献 [1,2]. 本文

的第一个主要结果证明了一致完全的加倍空间中每一个开集都存在 Whitney 分解.

定理 1 假设 X 是一致完全的加倍空间, E 是 X 中的一个闭集, 则 X \ E 存在 Whitney 分解.

称度量空间 X 上一个 Borel 测度 µ 是加倍的, 如果存在常数 H > 1, 使得对 X 中的每一个球

B(x, r), 都有

0 < µ(B(x, 2r)) 6 Hµ(B(x, r)) < +∞.

其中 H 称为加倍测度 µ 的加倍常数. 有时为了强调加倍常数, 也称 µ 是 H- 加倍测度.

定义 2 设 E 是 X 中的一个闭集, W 是 X \ E 的一个 Whitney 分解. 在 W 的每一个 Borel 集

中各任取一个点组成 F , 称 E ∪ F 是 E 的一个 Whitney 修正.
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当强调分解W 时,将 F 记为 F (W). 往下,对每个 x ∈ F (W),用 Qx 表示W 中含 x的那个 Borel

集. 很明显, 闭集 E 的 Whitney 修正集通常不是唯一的.

定义 3 设 W = E ∪F (W)是闭集 E ⊂ X 的一个 Whitney修正集, ν 是 W 上的一个测度, µ是

X 上的一个测度. 如果在集合 E 上有 ν ≡ µ, 且对每个 x ∈ F 有 ν({x}) = µ(Qx), 则称测度 ν 为测度

µ 在 X 上的 Whitney 修正.

由定义可见, X 上任何一个测度在 W 上的Whitney修正测度都是唯一的,但 X 上两个不同的测

度在 W 上的 Whitney 修正测度可能相等.

Kaufman 和 Wu [3] 引入了直线上一种特殊的 Whitney 修正集与 Whitney 修正测度, 证明了某些

Whitney修正集上既有纯原子的也有非纯原子的加倍测度. Wang等 [2] 刻画了 Euclid空间中Whitney

修正集上的加倍测度,并证明了存在度量空间 X 以及 X 上的非拟对称自同胚 f ,使得 µ是 X 上的加

倍测度当且仅当它的象测度 µ ◦ f−1 是加倍的. 本文继续研究 s-Ahlfors 正则空间中 Whitney 修正集

上的加倍测度, 证明了下面的定理.

定理 2 设 X 是 s-Ahlfors 正则空间, W = E ∪ F (W) 是闭集 E ⊂ X 的一个 Whitney 修正集, ν

是 X 上的一个测度.那么 ν 是 W 上的加倍测度当且仅当存在 X 上的一个加倍测度 µ使得 ν 是测度

µ 在 W 上的 Whitney 修正.

经典分析中许多重要定理, 如 Lebesgue 微分定理, Hardy-Littlewood 极大函数定理等, 在加倍度

量测度空间中仍然成立 (参见 [4]). 这直接导致了度量空间上加倍测度的研究. 关于加倍测度的存在

性, 现已知道: 每一个完备的加倍度量空间上都存在加倍测度 (参见 [5] 和 [6]). 特别地, Rn 中的每一

个闭集上存在加倍测度. 但有例子说明 Rn 中的 Jordan 区域上不一定存在加倍测度 (见 [7]). 当已知

一个度量空间上存在加倍测度后, 一个更困难的问题是描述其上的加倍测度. 对于 Euclid 空间, 通常

的做法是联系加倍测度到适当的映射. 例如, 直线上的加倍测度对应到拟对称映射, 高维情形没有类

似的简单描述, 研究结果参见 [8]. 迄今, 加倍测度能被较好描述的度量空间的例子是少见的. 本文所

讨论的 Whitney 修正集是完备的一致完全的加倍空间 X 中的闭集, 故支撑加倍测度. 根据 Whitney

修正集的构造特点, 定理 2 提供了其上加倍测度的一个理想描述.

2 主要引理

本文记号约定: 用 W = E ∪ F (W) 表示闭集 E ⊂ X 的一个给定的 Whitney 修正集. 用 K 表示

Whitney 分解 W 所满足的条件 (W3) 中的常数. 简称 W 中的 Borel 集为 W- 集. 用 H 表示一个常

数, 它仅依赖于 K, 空间 X 的一致完全性常数, 以及相关加倍测度的加倍常数, 每次出现时不必相等.

引理 1 设 x ∈ W , r > 0, λ > 0, 令 A = {Q ∈ W : Q ∩B(x, r) ̸= ∅}.
(1) 当 x ∈ E 时, 有 ∪Q∈AQ ⊂ B(x, 2Kr).

(2) 当 x ∈ F 时, 且 |Qx| 6 λr 时, 有 ∪Q∈AQ ⊂ B(x, 3K2(1 + λ)r).

证明 如果 A = ∅, 则结论显然成立. 不妨设 A ̸= ∅.
(1) 对任意 Q ∈ A, 利用 Whitney 分解的条件, 由 x ∈ E 及 Q ∩B(x, r) ̸= ∅ 知

|Q| 6 Kdist(Q,E) 6 Kr,

因此, ∪Q∈AQ ⊂ B(x, r +Kr) ⊂ B(x, 2Kr).

(2) 对任意 Q ∈ A, 利用 Whitney 分解的条件, |Qx| 6 λr 及 Q ∩B(x, r) ̸= ∅ 有

|Q| 6 Kdist(Q,E)
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6 K(dist(Qx, E) + |Qx|+ dist(Qx, Q))

6 K(2K|Qx|+ r)

6 2K2(1 + λ)r,

因此, ∪Q∈AQ ⊂ B(x, r + 2K2(1 + λ)r) ⊂ B(x, 3K2(1 + λ)r).

引理 2 设 x ∈ X \ E, Qx∗ 是含 x 的 W- 集, x∗ ∈ F . 如果 r > 2K|Qx∗ |, 那么 B(x, r) ∩ E ̸= ∅.
证明 由 r > 2K|Qx∗ | 及条件 (W3) 即得

dist(x,E) 6 dist(Qx∗ , E) + |Qx∗ | 6 (K + 1)|Qx∗ | 6 2K|Qx∗ | < r.

引理 3 设 x ∈ X \ E, Qx∗ 是含 x 的 W- 集, x∗ ∈ F , 令 A = {y ∈ F : Qy ∩ B(x, r) ̸= ∅}. 若
α < K−1, r < α|Qx∗ |, 则

(1) E ∩B(x, r) = ∅, 且 card(A) 6 M , 亦即 B(x, r) 能被不多于 M 个 W- 集覆盖, 或 B(x, r) 至多

包含 M 个 F 中的点;

(2) ∀ y, z ∈ {y ∈ F : Qy ∩B(x, r) ̸= ∅}, 有 H−1|Qz| 6 |Qy| 6 H|Qz|;
(3)如果 ν 是Whitney修正集W 上的加倍测度,则 ∀ y, z ∈ A,有 H−1ν({z}) 6 ν({y}) 6 Hν({z});
(4) 如果 µ 是 X 上的加倍测度, 则 ∀ y, z ∈ A, 有 H−1µ(Qz) 6 µ(Qy) 6 Hµ(Qz).

其中 M,H 是常数, 且仅依赖 α,K 和空间以及测度的加倍常数.

证明 (1) 因为 dist(x,E) > dist(Qx∗ , E) > 1
K |Qx∗ | > r, 因此 E ∩B(x, r) = ∅. 任取 y ∈ A, 有

dist(Qx∗ , E) 6 dist(Qx∗ , Qy) + |Qy|+ dist(Qy, E) 6 r + (K + 1)|Qy|.

于是

|Qy| > (dist(Qx∗ , E)− r)/(K + 1) > (|Qx∗ |/K − r)/(K + 1) > 1− αK

K(K + 1)
|Qx∗ |. (2.1)

利用 Whitney 分解的条件, 存在球 B(y∗,
|Qy|
K ) ⊂ Qy, 其中 y∗ ∈ X. 结合不等式 (2.1) 有

B

(
y∗,

1− αK

K2(K + 1)
|Qx∗ |

)
⊂ Qy.

于是

Hs(Qy) > Hs

(
B

(
y∗,

1− αK

K2(K + 1)
|Qx∗ |

))
> C−1

(
1− αK

K2(K + 1)
|Qx∗ |

)s

. (2.2)

另一方面,

|Qy| 6 Kdist(Qy, E)

6 K(dist(Qy, Qx∗) + |Qx∗ |+ dist(Qx∗ , E))

6 K(r + (K + 1)|Qx∗ |)

= Kr + (K2 +K)|Qx∗ |

6 (αK +K2 +K)|Qx∗ |. (2.3)

因此 ∪
y∈A

Qy ⊂ B(x, r + (αK +K2 +K)|Qx∗ |) ⊂ B(x, (α+ αK +K2 +K)|Qx∗ |),
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所以

Hs

( ∪
y∈A

Qy

)
6 C((α+ αK +K2 +K)|Qx∗ |)s. (2.4)

结合不等式 (2.2) 和 (2.4), 有

(cardA)C−1

(
1− αK

K2(K + 1)
|Qx∗ |

)s

6 C((α+ αK +K2 +K)|Qx∗ |)s.

因此, card{y ∈ F : Qy ∩B(x, r) ̸= ∅} 6 M, 其中 M 仅依赖 α,K 和空间的加倍常数.

(2) 任取 y, z ∈ A. 使用不等式 (2.1) 和 (2.3), 立得结论.

(3) 任取 y, z ∈ A. 由引理 3(2) 即得

dist(y, z) 6 dist(Qy, Qz) + |Qy|+ |Qz|

6 2r + |Qy|+H|Qy|

6 α

2
|Qx∗ |+ (H + 1)|Qy|

6 H|Qy|,

于是 z ∈ B(y,H|Qy|). 由于 ν 是加倍的, 因此

ν({z}) 6 ν(B(y,H|Qy|))

6 Hν(B(y, (2K)−1|Qy|)). (2.5)

由引理 3(1), B(y, (2K)−1|Qy|) 至多包含 M 个 F 中的点, 记为 x, y1, . . . , ym, 其中 m < M . 于是

ν(B(y, (2K)−1|Qy|)) = ν({y, y1, . . . , ym}). (2.6)

记 di = |y − yi|, i = 1, . . . ,m. 不妨假设

d1 6 d2 6 · · · 6 dm.

由 ν 的加倍性质即得,

ν({y, y1, . . . , yi}) 6 Hν({y, y1, . . . , yi−1}), i = 1, . . . ,m.

因此, ν({y, y1, . . . , ym}) 6 Hν({y}), 结合不等式 (2.5) 和 (2.6) 即得 ν({z}) 6 Hν({y}). 类似可证
ν({y}) 6 Hν({z}).

(4)任取 y, z ∈ A. 由引理 3(2) 及条件 (W3), 存在 y∗ ∈ X 满足

B(y∗,K−1|Qy|) ⊂ Qy 并且 Qz ⊂ B(y,H|Qy|) ⊂ B(y∗, (H + 1)|Qy|).

因此

µ(Qz) 6 µ(B(y∗, (H + 1)|Qy|)) 6 Hµ(B(y∗,K−1|Qy|)) 6 Hµ(Qy).

类似可证 µ(Qy) 6 Hµ(Qz).
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3 定理的证明

3.1 定理 1 的证明

为了证明定理 1, 我们首先叙述 Käenmäki 等在文献 [9] 中所证明的如下命题.

命题 1 设 X 是加倍度量空间, 0 < r < 1/3, 则存在一族 Borel 集 {Qk,i| k ∈ Z, i ∈ Nk ⊂ N} 满
足如下条件:

1) ∀ k ∈ Z, X = ∪i∈Nk
Qk,i;

2) 若 k,m ∈ Z, k > m, i ∈ Nk, j ∈ Nm, 则 Qk,i ∩Qm,j = ∅ 或 Qk,i ⊂ Qm,j ;

3) ∀ k ∈ Z, i ∈ Nk, ∃ xk,i ∈ X 使得 B(xk,i, cr
k) ⊂ Qk,i ⊂ B(xk,i, Crk),其中 c = 1

2−
r

1−r , C = 1
1−r ;

4) ∃ x0 ∈ X, 使得 ∀ k ∈ Z,∃ i ∈ Nk, s.t. B(x0, cr
k) ⊂ Qk,i;

5) ∀ k ∈ Z, 都有 {xk,i| i ∈ Nk} ⊂ {xk+1,i| i ∈ Nk+1}.

我们现在使用命题 1 证明定理 1. 由命题 1, 存在 Borel 集族 {Qk,i | k ∈ Z, i ∈ Nk ⊂ N} 满足命
题 1 结论. 令

Fk = {Qk,i | i ∈ Nk},

再令

Ωk = {x ∈ X | crk < dist(x, F ) 6 ark−1},

其中 a > 0 是一个待定的常数, 显然, X \ F = ∪+∞
−∞Ωk. 记

F∗ = {Q | ∃ k ∈ Z s.t. Q ∈ Fk, Q ∩ Ωk ̸= ∅}.

设 Q ∈ Fk, 由于 X 是一致完全加倍度量空间, 结合命题 1 的结论 3), 则存在常数 c̃, C̃ 使得 c̃rk 6
|Q| 6 C̃rk, 而 Q ∈ F∗, 所以存在 x ∈ Q ∩ Ωk, 这就推出

dist(Q,F ) 6 dist(x, F ) 6 ark−1 6 a

c̃r
|Q|,

而且

dist(Q,F ) > dist(x, F )− |Q| > ark − C̃rk > (a− C̃)

C̃
|Q|.

由于 a > 0 是任意的, 并且由命题的结论 3), 我们一定可以找到 K > 1 使得定理结论 (W3) 成立.

显然, F∗ 满足定理的 (W1) 和 (W3). 剩下我们将精化所做的挑选. 为此, 需要下面简单的事实:

设 Q1 和 Q2 是分别由 Fk1
和 Fk2

中选取的两个 Borel 集, 如果 Q1 和 Q2 相交, 则一定是一个被另一

个包含. 特别地, 如果 k1 > k2, 则 Q1 ⊂ Q2. 现从任何一个 Q ∈ F∗ 开始, 并考虑在 F∗ 中包含 Q 的极

大 Borel 集. 设 Q′ ∈ F∗, Q ⊂ Q′, 则

|Q′| 6 dist(Q′, F ) 6 dist(Q,F ) 6 K|Q|.

这说明存在最大的 Borel集包含 Q. 另外, 由上述简单的事实说明, 极大 Borel集是唯一的. 现令 F是

F∗ 中所有的极大 Borel 集所组成的集族, 则 F 满足定理的要求.
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3.2 定理 2 的证明

3.2.1 定理 2 必要性的证明

设 W = E ∪F (W)是闭集 E ⊂ X 的一个 Whitney修正集, ν 是 W 上的一个加倍测度.本节将作

出 X 上的一个测度 µ, 使得 µ 在 X 上是加倍的且 µ 在集合 W 上的 Whitney 修正测度等于 ν.

构造测度 µ的想法是将 F 的每个点上的 ν-测度按某种均匀意义下分布在它所在的 W-集上. 令

µ(A) =

 ν(A), 若 A ⊂ E,

ρxHs(A), 若 A ⊂ Qx, 其中 x ∈ F,

其中 A 是 Borel 集, Qx 是含 x 的 W- 集, ρx = ν({x})/Hs(Qx), Hs 是 X 上 s 维 Hausdorff 测度. 这

定义了 X 上一个 Borel 测度. 因为在集 E 上有 ν ≡ µ 且对每个 x ∈ F 有 ν({x}) = µ(Qx), 测度 µ 在

W 上的 Whitney 修正测度等于 ν. 问题的关键是要证明 µ 在 X 上具有加倍性质, 即要证明对任意球

B(x, r) ⊂ X 有

µ(B(x, 2r)) 6 Hµ(B(x, r)). (3.1)

给定一个球 B(x, r) ⊂ X, 分四种情形来讨论.

情形 1 x ∈ E.

令 A = {Q ∈ W : Qy ∩B(x, 2r) ̸= ∅}. 由引理 1(1),

B(x, 2r) \ E ⊂
∪
Q∈A

Q ⊂ B(x, 4Kr).

于是由测度 µ 的定义及测度 ν 的加倍性质有

µ(B(x, 2r)) 6 ν(B(x, 2r) ∩E) + ν

( ∪
Q∈A

Q

)
6 ν(B(x, 4Kr)) 6 Hν(B(x, r)). (3.2)

另一方面, 令 B = {Q ∈ W : Q ∩B(x, (2K)−1r) ̸= ∅}. 同样由引理 1(1),

B(x, (2K)−1r) \ E ⊂
∪
Q∈B

Q ⊂ B(x, r).

于是由测度 µ 的定义及测度 ν 的加倍性质有

µ(B(x, r)) > ν(B(x, r) ∩E) + ν

( ∪
Q∈B

Q

)
> ν(B(x, (2K)−1r)) > Hν(B(x, r)). (3.3)

结合不等式 (3.2) 和 (3.3) 即得 µ(B(x, 2r)) 6 Hµ(B(x, r)).

情形 2 x ∈ F .

分三种子情形讨论.

(1) 当 r > 4K|Qx| 时, 则由引理 2 知, B(x, r/2) ∩ E ̸= ∅. 现任意取定一个点 x∗ ∈ E ∩ B(x, r/2),

有 B(x∗, r/2) ⊂ B(x, r) 和 B(x, 2r) ⊂ B(x∗, 4r). 使用情形 1 的结论得

µ(B(x, 2r)) 6 µ(B(x∗, 4r)) 6 Hµ(B(x∗, r/2)) 6 Hµ(B(x, r)).

(2) 当 r < (4K)−1|Qx| 时, 由引理 3(1), B(x, 2r) 能被不多于 M 个 W- 集 Qx, Qy1 , . . . , Qym 覆

盖, 其中 x, y1, . . . , ym ∈ F, m < M . 由引理 3(2), 它们的直径可比. 另一方面, X 是 s-Ahlfors 正则空
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间, 因而任意球的 s 维 Hausdorff 测度与其直径的 s 次方可比, 结合条件 (W3) 有, 任意 W- 集的 s

维 Hausdorff 测度与其直径的 s 次方可比. 所以, Hs(Qx),Hs(Qy1), . . . ,Hs(Qym) 可比. 由引理 3(3) 有

ν{x}, ν{y1}, . . . , ν{ym} 可比, 所以 ρx, ρy1 , . . . , ρym 也可比, 因此

µ(B(x, 2r))

µ(B(x, r))
6 max{ρx, ρy1 , . . . , ρym}Hs(B(x, 2r))

min{ρx, ρy1 , . . . , ρym}Hs(B(x, r))
6 H. (3.4)

(3) 当 (4K)−1|Qx| 6 r 6 4K|Qx| 时, 令 A = {Q ∈ W : Q ∩ B(x, 2r) ̸= ∅}. 因为 x ∈ F , 由引理

1(2), ∪Q∈AQ ⊂ B(x, ξr), 其中 ξ = 3K2(1 + 4K). 于是由 µ 的定义以及 ν 的加倍性质即得

µ(B(x, 2r)) 6 ν(B(x, ξr) 6 Hν(B(x, r)). (3.5)

此外,由引理 3(1), B(x, (4K)−1|Qx|)能被不多于M 个W-集 Qx, Qy1 , . . . , Qym 覆盖,其中 x, y1, . . . , ym

∈ F, m < M . 类似于子情形 (2), 有 ρx, ρy1 , . . . , ρym 可比. 于是由测度 µ 的定义及测度 ν 的加倍性

质有

µ(B(x, r)) > µ(B(x, (4K)−1|Qx|))

> H|Qx|s min{ρx, ρy1 , . . . , ρym}

> HHs

(
Qx

∪ m∪
i=1

Qyi

)
max{ρx, ρy1

, . . . , ρym
}

> Hν(B(x, (4K)−1|Qx|))

> Hν(B(x, 4K|Qx|))

> Hν(B(x, r)).

最后, 这个不等式结合不等式 (3.5) 即得 µ(B(x, 2r)) 6 Hµ(B(x, r)).

情形 3 x /∈ W 但 B(x, r/2) ∩W ̸= ∅.
取定 x∗ ∈ B(x, r/2) ∩W , 有 B(x∗, r/2) ⊂ B(x, r), B(x, 2r) ⊂ B(x∗, 4r). 利用情形 1 或者情形 2

的结论即得

µ(B(x, 2r)) 6 µ(B(x∗, 4r)) 6 Hµ(B(x∗, r/2) 6 Hµ(B(x, r)).

情形 4 B(x, r/2) ∩W = ∅.
令 D = {y ∈ F : B(x, r/2) ∩ Qy ̸= ∅}, 由 Whitney 分解, 存在 z ∈ D 使得 |Qz| = maxy∈D |Qy|.

取定 x∗ ∈ B(x, r/2) ∩ Qz, 则 B(x, 2r) ⊂ B(x∗, 3r). 由引理 3(1), 当 |Qz| > 4Kr 时, card{y ∈ F :

B(x∗, 3r) ∩ Qy ̸= ∅} 6 M , 于是 card{y ∈ F : B(x, 2r) ∩ Qy ̸= ∅} 6 M. 即 B(x, 2r) 能被不多于 M 个

W- 集覆盖. 分两种子情形讨论.

(1) 当 |Qz| > 4Kr 时, B(x, 2r) 能被不多于 M 个 W- 集 Qy1 , . . . , Qym 覆盖, 其中 y1, . . . , ym ∈
F, m 6 M . 类似情形 2(2) 可得:

µ(B(x, 2r))

µ(B(x, r))
6 max{ρy1 , . . . , ρym}Hs(B(x, 2r))

min{ρy1 , . . . , ρym}Hs(B(x, r))
6 H. (3.6)

(2) 当 |Qz| 6 4Kr 时, 令 J = {y ∈ F : B(x, r/4) ∩ Qy ̸= ∅}, 显然 J ̸= ∅, J ⊂ D. 由 B(x, r/2)

∩W = ∅ 即得, 若 y ∈ J , 则 y /∈ B(x, r/2), Qy ∩B(x, r/4) ̸= ∅, 于是 |Qy| > r/4, 所以

Hs(Qy) > |Qy|s/C > rs

4sC
. (3.7)
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由 |Qz| = maxy∈D |Qy| 6 4Kr, 有 ∪y∈JQy ⊂ B(x, (4K +1)r), 于是 Hs(∪y∈JQy) 6 C(4K +1)srs. 由不

等式 (3.7) 即得 (cardJ) (r)
s

4sC 6 C(4K + 1)srs, 进而 cardJ 6 (4K + 1)s4sC2. 另一方面, 由 B(x, r/4) ⊂
∪y∈JQy, 则有

rs

4sC 6 Hs(B(x, r/4)) =
∑

y∈J Hs(B(x, r/4) ∩Qy). 于是存在 y∗ ∈ J ⊂ D 满足

Hs(B(x, r/4) ∩Qy∗) > rs

(cardJ)4sC
> rs

(4K + 1)s16sC3
.

显然 r/46 |Qy∗ |64Kr, 并且 B(x, r)⊂B(y∗, (4K + 2)r). 由引理 3(1), B(y∗, (10K)−1r) 能被不多于 M

个 W- 集 Qy∗ , Qy1 , . . . , Qym 覆盖, 其中 y∗, y1, . . . , ym ∈ F, m < M . 同样 ρy∗ , ρy1 , . . . , ρym 可比, 因此

µ(B(x, r)) > µ(B(x, r/4) ∩Qy∗)

= ρy∗Hs(B(x, r/4) ∩Qy∗)

> rs

(4K + 1)s16sC3
min{ρy∗ , ρy1 , . . . , ρym}

> Hrs max{ρy∗ , ρy1
, . . . , ρym

}

> Hν(B(y∗, (10K)−1r))

> Hν(B(y∗, r)).

若 Q ∈ A = {Q ∈ W : Qy ∩B(x, 2r) ̸= ∅}, 因为 |Qz| 6 4Kr, 于是有

|Q| 6 Kdist(Q,E)

6 K(dist(Qz, Q) + |Qz|+ dist(Qz, E))

6 K(4r + (K + 1)|Qz|)

6 K(4 + 4K(K + 1))r

6 12K3r.

因此 ∪Q∈AQ ⊂ B(x, (12K3 +2)r) ⊂ B(y∗, (12K3 +2)r+ (4K +1)r), 于是由测度 µ的定义及测度 ν 的

加倍性质有

µ(B(x, 2r)) 6 ν(B(y∗, (12K3 + 2)r + (4K + 1)r)) 6 Hν(B(y∗, r)).

因此 µ(B(x, 2r)) 6 Hµ(B(x, r)).

至此, 我们完成了定理 2 必要性部分的证明.

3.2.2 定理 2 充分性的证明

设 W = E ∪ F (W) 是闭集 E ⊂ X 的一个 Whitney 修正集, µ 是 X 上的一个加倍测度, ν 是 µ 在

集合 W 上的 Whitney 修正测度, 本节将证明 ν 在 W 上是加倍的. 给定一个球 B(x, r) ⊂ X, 分两种

情形讨论.

情形 1 x ∈ E.

令 A = {Q ∈ W : Q ∩ B(x, 2r) ̸= ∅}. 由引理 1(1) 可得 ∪Q∈AQ ⊂ B(x, 4Kr). 因为 ν 是测度 µ 在

W 上的 Whitney 修正, 由测度 µ 的加倍性质得

ν(B(x, 2r)) 6 µ(B(x, 4Kr)) 6 Hµ(B(x, r)), (3.8)

978



中国科学 : 数学 第 41 卷 第 11 期

另一方面, 令 B = {Q ∈ W : Q ∩ B(x, (2K)−1r) ̸= ∅}. 同样由引理 1(1), ∪Q∈BQ ⊂ B(x, r). 于是由测

度 ν 的定义及测度 µ 的加倍性质有

ν(B(x, r)) > µ(B(x, (2K)−1r)) > Hµ(B(x, r)). (3.9)

结合不等式 (3.8) 和 (3.9) 即得 ν(B(x, 2r)) 6 Hν(B(x, r)).

情形 2 x ∈ F .

分三种子情形来讨论.

(1)当 r > 4K|Qx|时,由引理 2, B(x, r/2)∩E ̸= ∅. 取 x∗ ∈ E∩B(x, r/2). 则有 B(x∗, r/2) ⊂ B(x, r)

和 B(x, 2r) ⊂ B(x∗, 4r). 对点 x∗ 使用情形 1 的结论即得 ν(B(x, 2r)) 6 Hν(B(x, r)).

(2)当 r < (4K)−1|Qx|时,由引理 3(1), B(x, 2r)能被不多于M 个W-集 Qx, Qy1 , . . . , Qym 覆盖,其

中 m < M, x, y1, . . . , ym ∈ F . 由引理 3(4), µ(Qx), µ(Qy1), . . . , µ(Qym) 可比, 于是 ν({x}), ν({y1}), . . . ,
ν({ym}) 也可比, 因此

ν(B(x, 2r))

ν(B(x, r))
6 ν{x}+ ν{y1}+ · · ·+ ν{ym}

ν{x}
6 H.

(3) 当 (4K)−1|Qx| 6 r 6 4K|Qx| 时, 令 A = {Q ∈ W : Q ∩ B(x, 2r) ̸= ∅}. 因为 x ∈ F , 由引

理 1(2), ∪Q∈AQ ⊂ B(x, ξr), 其中 ξ = 3K2(1 + 4K). 因为 ν 是测度 µ 在 W 上的 Whitney 修正, 由测

度 µ 的加倍性质即得

ν(B(x, 2r)) 6 µ(B(x, ξr) 6 Hµ(B(x, r)). (3.10)

此外, 由引理 3(1), B(x, (4K)−1|Qx|) 能被不多于 M 个 W- 集 Qx, Qy1 , . . . , Qym 覆盖, 其中 x, y1, . . . ,

ym ∈ F, m < M . 类似情形 2(2), ν{x}, ν{y1}, . . . , ν{ym} 可比. 由测度 ν 的定义及测度 µ 的加倍性

质有

ν(B(x, r)) > ν{x}

> H(ν{x}+ ν{y1}+ · · ·+ ν{ym})

> Hµ

(
Qx

∪ m∪
i=1

Qyi

)
> Hµ(B(x, (4K)−1|Qx|))

> Hµ(B(x, 4K|Qx|))

> Hµ(B(x, r)),

再结合不等式 (3.10) 即得 ν(B(x, 2r)) 6 Hν(B(x, r)).

至此我们完成了定理 2 充分性部分的证明.
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