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资助项目

摘要 设 Γ 是一些单 t- 一致超图的集合. 填充设计 Pλ(t,Γ, v) (或覆盖设计 Cλ(t,Γ, v)) 是一个二元有

序组 (X,B), 其中 X 是完全 t- 一致超图 λK
(t)
v 的顶点集, B 是 λK

(t)
v 的一些子超图的集合, 要求每个

子超图都同构于 Γ 中的某一个超图, 每个子超图称为是一个区组, 并且满足 λK
(t)
v 中的每一条边至多

(或至少) 含在 B 的 λ 个区组中. 给定参数 t, v, λ,Γ, 填充设计 Pλ(t,Γ, v) 的最大可能的区组数称为填

充数, 记为 dλ(t,Γ, v); 覆盖设计 Cλ(t,Γ, v) 的最小可能的区组数称为覆盖数, 记为 cλ(t,Γ, v). 本文将

确定 Γ 中仅含超图 K
(3)
4 + e 时的 dλ(t,Γ, v) 和 cλ(t,Γ, v) 的精确值.

关键词 t-(v,Γ, λ) 填充 t-(v,Γ, λ) 覆盖 填充数 覆盖数 可分组 (Γ, t)- 设计 (Γ, t)- 烛台系

MSC (2010) 主题分类 05C70, 05B05

1 引言

超图是有限集合的子集合系统. 具体来讲, 一个超图定义为一个有序二元组 (V,E), 其中 V 是一

个有限集, V 中的元素称为顶点, E 是 V 的有限非空子集族 (可以是多重集), E 中的元素称为边. 如

果一个超图不含重边, 即它的边集合 E 中没有重复元素, 这个超图被称为是一个单超图. 假设 (V,E)

和 (V ′, E′) 是两个超图, 满足 V ′ ⊆ V , E′ ⊆ E, 则称 (V ′, E′) 是 (V,E) 的一个子超图.

在一个超图中, 如果每条边都恰有 t 个顶点, 这样的超图称为是 t- 一致的. 一个 2- 一致超图就是

一个图. 如果一个 t- 一致超图的边集合恰含点集合中每个 t- 子集刚好一次, 称它是一个完全 t- 一致

超图. 当 |V | = v 时, 一个完全 t- 一致超图被记作 K
(t)
v , 这里 v 称为是这个超图的阶. 方便起见, 当提

到一个超图含有一个点, 我们是指这个超图的顶点集含有这个点; 一个完全 t- 一致超图含有一个点集

{x1, x2, . . . , xt}, 是指这个超图的边集合含有边 {x1, x2, . . . , xt}. 对超图感兴趣的读者, 可以参考 Berge

的经典教材 [1].

设 λ 是一个正整数, H 是一个单 t- 一致超图. 记 λH 是一个由 H 导出的超图, 即这个超图的点

集合就是 H 的点集合, 这个超图的边集合含有 H 中每一条边恰好 λ 次. 设 Γ 是一些单 t- 一致超图

的集合. 一个 (λH,Γ)- 填充 (相应地, (λH,Γ)- 覆盖) 定义为一个有序二元组 (X,B), 其中 X 是 λH 的

点集合, B 是 λH 的一些子超图的集合, 要求每个子超图都同构于 Γ 中的某一个超图, 每个子超图称

为是一个区组, 并且满足 λH 中的每一条边至多 (相应地, 至少) 含在 B 的 λ 个区组中.
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令 H 是完全 t- 一致超图 K
(t)
v . 此时, 一个 (λK

(t)
v ,Γ)- 填充可记为 Pλ(t,Γ, v); 一个 (λK

(t)
v ,Γ)- 覆

盖可记为 Cλ(t,Γ, v). 进一步, 若 λ = 1, 上述记号可简化为 P (t,Γ, v) 和 C(t,Γ, v). 如果 Γ = {J}, 即 Γ

仅含一个超图 J , 简记 Pλ(t, {J}, v) 为 Pλ(t, J, v), 记 Cλ(t, {J}, v) 为 Cλ(t, J, v).

一个参数为 Pλ(t,Γ, v) 的填充 (X,B) 称为极大填充, 是指如果不存在相同参数的填充 (X,A) 满

足 |B| < |A|. 极大填充 Pλ(t,Γ, v) 可简记为 MPλ(t,Γ, v). 一个极大填充 MPλ(t,Γ, v) 所含的区组数,

称为这个填充的填充数, 记为 dλ(t,Γ, v). 当 λ = 1 时, 上述记号分别简记为 MP (t,Γ, v) 和 d(t,Γ, v).

一个参数为 Cλ(t,Γ, v) 的覆盖 (X,B) 称为极小覆盖, 是指如果不存在相同参数的覆盖 (X,A) 满

足 |B| > |A|. 极小覆盖 Cλ(t,Γ, v) 可简记为 MCλ(t,Γ, v). 一个极小覆盖 MCλ(t,Γ, v) 所含的区组数,

称为这个覆盖的覆盖数, 记为 cλ(t,Γ, v). 当 λ = 1 时, 上述记号分别简记为 MC(t,Γ, v) 和 c(t,Γ, v).

本文将要讨论的完全 t- 一致超图的填充问题和覆盖问题是指, 给定参数 λ, t,Γ, v, 确定填充数

dλ(t,Γ, v) 和覆盖数 cλ(t,Γ, v).

对于参数为 Pλ(t,Γ, v) 的一个填充 (X,B), 可以定义这个填充的余图的概念. 它的余图的点集仍

然是 X, 余图的边集 L 满足, 若 e ∈ L 且 e 在 L 中重复出现 m 次, 当且仅当 e 恰好含在 B 的 λ−m

个区组中.

对于参数为 Cλ(t,Γ, v) 的一个覆盖 (X,A), 可以定义这个覆盖的溢图的概念. 它的溢图的点集仍

然是 X, 溢图的边集 E 满足, 若 e ∈ E 且 e 在 E 中重复出现 m 次, 当且仅当 e 恰好含在 A 的 λ+m

个区组中.

如果一个填充 Pλ(t,Γ, v) 的余图是空的, 则称这样的填充为一个 t- 平衡 Γ 设计, 记为 Sλ(t,Γ, v).

显然, 一个 Sλ(t,Γ, v) 既是一个极大填充 MPλ(t,Γ, v), 也是一个极小覆盖 MCλ(t,Γ, v).

为方便理解, 下面给出一个极大填充和极小覆盖的例子. 首先约定在本文中符号 K
(3)
4 + e 总表示

一个点集合为 {x, y, z, u, v},边集合为 {{x, y, z}, {x, y, u}, {x, z, u}, {y, z, u}, {z, u, v}}的超图,并且这样

的超图可记为一个有序五元组 (x, y, z, u, v).

例 1.1 在这个例子中, 我们首先在点集 {0, 1, . . . , 7} 上构造一个 MP (3,K
(3)
4 + e, 8). 它的

⌊
(
8
3

)
/5⌋ = 11 个区组列举如下:

(0, 1, 2, 3, 4) (0, 1, 4, 5, 2) (0, 1, 6, 7, 2) (0, 4, 2, 6, 3) (0, 7, 2, 5, 3) (0, 4, 3, 7, 2)

(0, 6, 3, 5, 4) (1, 2, 4, 7, 5) (1, 2, 5, 6, 4) (1, 3, 4, 6, 7) (1, 5, 3, 7, 6),

可以验证这个填充的余图仅含有一条边 {5, 6, 7}. 因此, d(3,K
(3)
4 + e, 8) = 11. 进一步, 在这个填充

原有区组的基础上, 添加一个新的区组 (0, 1, 5, 6, 7), 即可以得到一个极大覆盖 MC(3,K
(3)
4 + e, 8). 可

以验证该极大覆盖的溢图含有四条边 {0, 1, 5}, {0, 1, 6}, {0, 5, 6} 和 {1, 5, 6}. 因此, c(3,K
(3)
4 + e, 8) =

⌈
(
8
3

)
/5⌉ = 12.

设K 是某些正整数的集合, Ω是阶数取自K 的一些完全 t-一致超图的集合.此时,一个 Sλ(t,Ω, v)

常记作 Sλ(t,K, v), 这对应于经典 t- 平衡设计 (t-BD) 的概念 [2]. Ji [3] 证明了如下结果, 这个结果对于

本文主要结论的证明起着重要作用.

引理 1.2 [3] 对于任意正整数 v ≡ 0, 1, 2 (mod 4) 且 v ̸= 9, 13, 存在 S(3, {4, 5, 6}, v).
确定填充数 dλ(t,Γ, v) 和覆盖数 cλ(t,Γ, v) 的问题是组合设计理论中最基本的问题之一. 目前已

经有大量的文献讨论 t = 2 的情形, 感兴趣的读者可以参阅综述 [4–7]. 然而, 当 t > 3 时, 已知结果很

少. 即便对于 t = 3, 也仅有 Γ = K
(3)
4 − e [8, 9] 和 Γ = W

(3)
4

[10,11] 这两种情况被系统讨论.

本文的目的是确定填充数 dλ(3,K
(3)
4 + e, v) 和覆盖数 cλ(3,K

(3)
4 + e, v). 简单计算可以得到关于

填充数的上界 dλ(3,K
(3)
4 + e, v) 6 ⌊λv(v − 1)(v − 2)/30⌋, 和覆盖数的下界 cλ(3,K

(3)
4 + e, v) > ⌈λv(v −
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1)(v − 2)/30⌉. Feng 和 Chang [12] 已经建立了如下结果:

引理 1.3 [12] 存在 S(3,K
(3)
4 + e, v) 当且仅当 v ≡ 0, 1, 2 (mod 5) 且 v > 7.

由引理 1.3, 立即可推出当 v ≡ 0, 1, 2 (mod 5) 且 v > 7 时, d(3,K
(3)
4 + e, v) = c(3,K

(3)
4 + e, v) =

⌊λv(v − 1)(v − 2)/30⌋ = ⌈λv(v − 1)(v − 2)/30⌉. 本文将主要证明如下结果:

定理 1.4 对于任意整数 v > 5, λ > 1 且 (v, λ) ̸∈ {(5, 1), (6, 1)}, 有 dλ(3,K
(3)
4 + e, v) = ⌊λv(v −

1)(v − 2)/30⌋. 特别地, d(3,K
(3)
4 + e, 5) = 1; d(3,K

(3)
4 + e, 6) = 3.

定理 1.5 对于任意整数 v > 5, λ > 1 且 (v, λ) ̸∈ {(5, 1), (6, 1)}, 有 cλ(3,K
(3)
4 + e, v) = ⌈λv(v −

1)(v − 2)/30⌉. 特别地, c(3,K
(3)
4 + e, 5) = 3; c(3,K

(3)
4 + e, 6) = 5.

2 递推构造

本节将引入一些辅助设计, 并给出关于这些辅助设计的几个递推构造. 在第 4 节我们将看到, 这

些辅助设计对于讨论完全 3- 一致超图的填充问题和覆盖问题十分有效. 这些辅助设计是组合设计理

论中一些经典结构的变形, 如果读者希望深入了解组合设计的相关理论, 可参考文献 [2]. 为方便讨论,

下面总假设 K 是某些正整数的集合, Γ 是一些单 t- 一致超图的集合, Ω 是一些阶数取自 K 的完全 t-

一致超图的集合.

设 v, m, t是正整数, s是非负整数. 设 X 是 v = s+
∑m

i=1 aigi 个点的集合, S 是 X 的大小为 s的

子集, S 称为柄; G = {G1, G2, . . .}是 X \S 的划分, G 中的元素称为组; T 是顶点集定义在 X 的一些子

集上的超图族, T 中的每个超图都同构于 Γ 中的某一个超图, T 中的每个超图称为是一个区组. 称一

个有序四元组 (X,S,G, T )为一个 (Γ, t)-烛台系,是指对于 X 的任意 t-子集 T ,如果 |T ∩ (S ∪Gi)| < t

对任意可能的 i 都成立, 则 T 恰好含于 T 的一个区组中; 否则, 对于任意 i, S ∪Gi 的任意 t- 子集都

不包含在 T 的任何区组中. 该烛台系记为 CS(t,Γ, v). 若 G 包含 ai 个大小为 gi 的组, 1 6 i 6 m, 则

称此 CS 的型为 (ga1
1 · · · gam

m : s). 特别地, 当 Γ 仅含一个超图 J 时, CS(t, {J}, v) 常简记为 CS(t, J, v).

在一个 CS(t,Γ, v) 中, 如果 Γ 中的超图都是完全 t- 一致超图, 即 Γ 恰好可以看作是 Ω, 那么一个

CS(t,Γ, v) 常被记作 CS(t,K, v), 这对应于经典 t- 烛台系的概念 [13]. 因此, 本文引入的 (Γ, t)- 烛台系

是 t- 烛台系概念的一种推广.

利用 S(t,K, v) 可以方便地构造一类 t- 烛台系. 假定 t > 3, 且 (X,B) 是一个 S(t,K, v), 则对于任

意给定的 x0 ∈ X, 容易验证有序四元组 (X, {x0}, {{x} : x ∈ X \ {x0}},B) 是一个型为 (1v−1 : 1) 的

CS(t,K, v). 因此, 利用引理 1.2 的结论, 可以得到如下引理:

引理 2.1 对于任意正整数 v≡0, 1, 2 (mod 4)且 v ̸=9, 13,存在型为 (1v−1 : 1)的 CS(3, {4, 5, 6}, v).
引理 2.2 [12] 对于任意整数 n > 3, 存在型为 (2n : 2) 的 CS(3, {4, 6}, 2n+ 2).

设 s (6 v) 是一个非负整数. 一个 (K
(t)
v \ K

(t)
s ,Γ)- 设计是一个有序三元组 (X,Y,B), 其中 X 是

K
(t)
v \K(t)

s 的顶点集, Y 是 K
(t)
s 的顶点集, Y 称为洞, B 是 K

(t)
v \K(t)

s 的一些子超图的集合, 每个子

超图都同构于 Γ 中的一个超图, 每个子超图称为一个区组, 要求 K
(t)
v \K(t)

s 中的每一条边都恰好含在

B 的一个区组中. 这样的设计记作 HS(t,Γ; v, s). 下面的构造是组合设计中标准填洞构造的变形, 简单

但非常有用.

构造 2.3 (填洞构造)

(1) 假定存在一个 HS(t,Γ; v, s) 和一个 HS(t,Γ; s, r), 则存在一个 HS(t,Γ; v, r).

(2)假定存在一个型为 (ga1
1 · · · gam−1

m−1 g1m : s)的 CS(t,Γ, v). 若对任意 1 6 i 6 m−1,存在 HS(t,Γ; gi+

s, s), 则存在一个 HS(t,Γ; v, gm + s).
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设 n 和 t 是正整数. 设 X 是点的集合, B 是顶点集定义在 X 的一些子集上的超图族, B 中的每
个超图都同构于 Γ 中的某一个超图, B 中的每个超图称为是一个区组. G 是 X 的一个划分, 把 X 分

成 n 个非空子集, 每个非空子集称为是一个组. 一个可分组 (Γ, t)- 设计是一个有序三元组 (X,G,B),
要求每个区组的边集合中的每一条边都和任意给定的一个组至多交于一点, 并且对于任意 X 的 t- 子

集 T , 如果 T 中的 t 个点取自 t 个不同的组, 则 T 恰含于一个区组中.

常用指数记法来表示一个可分组 (Γ, t)- 设计的组型. 具体来讲, 在一个可分组 (Γ, t)- 设计中, 组

型 ga1
1 ga2

2 · · · gam
m 表示存在 ai 个大小为 gi 的组, 1 6 i 6 m. 一个组型为 ga1

1 ga2
2 · · · gam

m 的可分组 (Γ, t)-

设计记作 GDD(t,Γ, v), 其中 v =
∑m

i=1 aigi. 特别地, 当 Γ 仅含一个超图 J 时, GDD(t, {J}, v) 常简记
作 GDD(t, J, v).

在一个 GDD(t,Ω, v) 中, 如果 Γ 中的超图都是完全 t- 一致超图, 即 Γ 恰好可看作 Ω, 那么一个

GDD(t,Ω, v) 可记作 GDD(t,K, v), 这对应于经典可分组 t- 设计的概念 [13]. 因此, 本文引入的可分组

(Γ, t)- 设计是可分组 t- 设计概念的一种推广.

引理 2.4 [12] 对于 (g, n) ∈ {(5, 4), (5, 6), (10, 4), (10, 6)}, 存在型为 gn 的 GDD(3, K
(3)
4 + e, gn).

为证明本文的主要结果, 还需要下面的递推构造, 这个构造是 Hartman 关于 3- 设计基本构造 [14]

的变形.

构造 2.5 [12] (加权构造) 设 (X,S,G,A) 是一个型为 (ga1
1 ga2

2 · · · gam
m : s) 的 CS(3,K, v), 其中

S = {x1, x2, . . . , xs}. 假设对于每个含 x1 的区组 A ∈ A,存在型为 (b|V (A)|−1 : r)的 CS(3,Γ, b(|V (A)|−
1) + r). 假设对于每个含 xi, 2 6 i 6 s, 的区组 A ∈ A, 存在型为 b|V (A)| 的 GDD(3,Γ, b|V (A)|). 如果
对于每个不含任意 xi, 1 6 i 6 s, 的区组 A ∈ A, 存在型为 b|V (A)| 的 GDD(3,Γ, b|V (A)|), 则存在型为
((bg1)

a1(bg2)
a2 · · · (bgm)am : r + sb− b) 的 CS(3,Γ, v′), 其中 v′ = (v − 1)b+ r.

3 直接构造

在上一节,我们定义了许多辅助设计,并基于这些辅助设计建立了一些递推构造.本节为了应用这

些递推构造,我们将构作大量小阶数的辅助设计.由于需要构作的辅助设计往往含有大量的区组,因此

为了借助计算机快速进行搜索, 常常要求待构造的设计含有一个合适的自同构群, 在这个群的作用下,

有可能只需要寻找一小部分区组 (称为基区组), 就可以在群的作用下生成所有的区组, 从而缩减搜索

量. 即若 B = {b1, b2, . . . , bk} 是辅助设计的一个区组, G 是这个辅助设计的一个自同构群, 则 B 在 G

作用下生成的所有区组是: {b1 ◦ g, b2 ◦ g, . . . , bk ◦ g}, g ∈ G. 方便起见, 总约定记号 Zv 表示模 v 剩余

类加群.

引理 3.1 对于 v = 5, 6 以及 λ = 2, 3, 存在 Sλ(3,K
(3)
4 + e, v).

证明 所要的设计构作在 Zv 上. 其区组列举如下.

(v, λ) = (5, 2) : (0, 3, 1, 2, 4) (0, 4, 1, 2, 3) (0, 1, 3, 4, 2) (0, 2, 3, 4, 1),

(v, λ) = (5, 3) : (0, 1, 2, 3, 4) (1, 3, 0, 2, 4) (1, 2, 0, 4, 3) (0, 3, 1, 4, 2)

(0, 2, 3, 4, 1) (2, 3, 1, 4, 0),

(v, λ) = (6, 2) : (1, 2, 0, 4, 5) (0, 1, 2, 5, 4) (0, 3, 1, 4, 5) (0, 1, 3, 5, 4)

(2, 3, 0, 4, 5) (0, 3, 2, 5, 4) (2, 3, 1, 4, 5) (1, 2, 3, 5, 4),
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(v, λ) = (6, 3) : (0, 3, 1, 2, 5) (0, 2, 1, 4, 5) (0, 2, 1, 5, 4) (0, 4, 1, 3, 5)

(0, 1, 3, 5, 2) (0, 1, 4, 5, 2) (0, 4, 2, 3, 5) (0, 2, 3, 5, 4)

(0, 2, 4, 5, 3) (0, 3, 4, 5, 2) (3, 4, 1, 2, 5) (2, 4, 1, 3, 5).

引理 3.2 存在型为 55 的 GDD(3,K
(3)
4 + e, 25).

证明 所要的设计构作在 Z25 上, 其组集为 {5Z5 + j : 0 6 j 6 4}. 它的所有区组由以下基区组在
剩余类加群 Z25 的作用下生成.

(0, 1, 2, 4, 5) (0, 1, 7, 8, 19) (0, 1, 9, 13, 12) (0, 1, 14, 17, 10) (0, 2, 6, 8, 15)

(0, 2, 11, 13, 4) (0, 3, 6, 19, 10) (0, 3, 7, 14, 23) (0, 3, 9, 17, 13) (0, 4, 12, 18, 5)

引理 3.3 对于 s = 3, 4, 存在型为 (53 : s) 的 CS(3,K
(3)
4 + e, 15 + s).

证明 所要的设计构作在 Z15 ∪ {∞1,∞2, . . . ,∞s} 上, 其组集为 {3Z5 + j : 0 6 j 6 2}, 柄为
{∞1,∞2, . . . ,∞s}. 记 Ts 是所构作设计的基区组集, 取 Ts = A ∪ Bs, A 和 Bs 被列举如下: 它的所有

区组由基区组在 Z15 的加法子群 {3i : i ∈ Z5} 作用下生成, 这里规定 ∞l (1 6 l 6 s) 在这个子群的作

用下保持不变.

A : (∞1, 0, 1, 2, 10) (0, 4, 11,∞1, 12) (0, 8, 13,∞1, 2) (2, 12, 4,∞1, 9) (∞2, 1, 0, 5, 10)

(0, 2, 10,∞2, 11) (0, 13, 11,∞2, 3) (0, 14, 4,∞2, 12) (∞3, 1, 0, 11, 7) (0, 2, 13,∞3, 14)

(1, 6, 14,∞3, 9) (2, 10, 3,∞3, 7) (5, 7, 1, 11, 14) (3, 4, 0, 1, 8) (1, 6, 0, 7, 8)

(3, 5, 0, 2, 4) (0, 6, 8, 2, 1) (3, 11, 0, 8, 14),

B3: (8, 13, 5, 7, 6) (3, 10, 0, 7, 2) (3, 14, 0, 13, 10) (6, 13, 0, 4, 10) (8, 9, 0, 4, 5)

(5, 6, 0, 11, 14) (2, 11, 1, 4, 14) (1, 2, 5, 13, 0),

B4: (∞4, 0, 1, 14, 4) (0, 4, 8,∞4, 12) (2, 7, 0,∞4, 10) (0, 13, 5,∞4, 4) (3, 7, 0, 10, 14)

(3, 14, 0, 13, 6) (6, 10, 0, 4, 8) (5, 8, 7, 13, 0) (5, 11, 10, 13, 0) (5, 11, 0, 6, 14)

(7, 10, 11, 14, 0).

引理 3.4 存在型为 (54 : 3) 的 CS(3,K
(3)
4 + e, 23).

证明 所要的设计构作在 Z20 ∪ {∞1,∞2,∞3} 上, 其组集为 {4Z5 + j : 0 6 j 6 3}, 柄为
{∞1,∞2,∞3}. 所有的区组可以分成两个部分,第一部分由 20个区组组成: {(2+ i, 4+ i, i, 10+ i,∞1) :

0 6 i 6 9} ∪ {(2+ i, 4+ i, i, 10+ i,∞2) : 10 6 i 6 19}; 第二部分的区组由如下基区组在剩余类加群 Z20

的作用下生成,这里规定 ∞l (1 6 l 6 3)在这个加法群的作用下保持不变.注意标 ∗ 号的基区组在 Z20

作用下仅生成 10 个不同的区组:

(∞1, 0, 1, 6, 8) (0, 2, 9,∞1, 12) (∞2, 0, 1, 7, 14) (0, 2, 5,∞2, 14) (∞3, 0, 1, 3, 4)

(0, 5, 11,∞3, 18) (1, 11, 0, 10,∞3)
∗ (1, 13, 0, 2, 6) (4, 5, 0, 1, 14) (9, 15, 0, 1, 8)

(7, 12, 0, 2, 11) (14, 17, 0, 2, 16) (7, 10, 0, 3, 15) (3, 9, 0, 12, 5) (9, 13, 0, 4, 14).

引理 3.5 存在型为 (54 : 4) 的 CS(3,K
(3)
4 + e, 24).
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证明 所要的设计构作在 Z20 ∪ {∞1,∞2,∞3,∞4} 上, 其组集为 {4Z5 + j : 0 6 j 6 3}, 柄为
{∞1,∞2,∞3,∞4}. 所有的区组可以分成两个部分, 第一部分由 40 个区组组成:

{(1 + i, 2 + i, i, 10 + i,∞1) : 0 6 i 6 9} ∪ {(1 + i, 2 + i, i, 10 + i,∞2) : 10 6 i 6 19}

∪{(i, 2 + i, 7 + i, 17 + i,∞3) : 0 6 i 6 9} ∪ {(i, 2 + i, 7 + i, 17 + i,∞4) : 10 6 i 6 19}.

第二部分的区组由如下基区组在剩余类加群 Z20 的作用下生成, 这里规定 ∞l (1 6 l 6 4) 在这个加法

群的作用下保持不变.

(∞1, 0, 1, 3, 4) (0, 5, 11,∞1, 18) (∞2, 0, 1, 6, 8) (0, 2, 9,∞2, 12) (∞3, 0, 1, 7, 14)

(0, 2, 5,∞3, 14) (∞4, 0, 1, 15, 13) (0, 2, 13,∞4, 16) (4, 5, 0, 1, 12) (8, 11, 0, 1, 13)

(2, 14, 0, 4, 10) (6, 11, 0, 2, 16) (3, 6, 0, 14, 1) (7, 16, 0, 3, 9) (3, 8, 0, 15, 4).

引理 3.6 对于 s = 3, 4, 存在型为 (55 : s) 的 CS(3,K
(3)
4 + e, 25 + s).

证明 所要的设计构作在 Z25 ∪ {∞1,∞2, . . . ,∞s} 上, 其组集为 {5Z5 + j : 0 6 j 6 4}, 柄为
{∞1,∞2, . . . ,∞s}. 记 Ts 是所构作设计的基区组集,取 Ts = A∪Bs, A和 Bs 列举如下. 它的所有区组

由基区组在剩余类加群 Z25 的作用下生成,这里规定 ∞l (1 6 l 6 s)在这个加法群的作用下保持不变.

A : (0, 9, 1, 8,∞1) (∞1, 1, 3, 0,∞2) (∞1, 0, 13, 4,∞2) (∞1, 6, 14, 0,∞2) (0, 4, 17,∞2, 19)

(∞2, 7, 1, 0, 6) (0, 1, 4,∞3, 12) (∞3, 0, 2, 16, 7) (∞3, 0, 7, 13, 11) (0, 1, 10, 11, 4)

(0, 2, 4, 11, 8) (0, 2, 7, 19, 16),

B3: (1, 13, 0, 5, 12) (2, 22, 0, 1, 23) (12, 14, 0, 1, 20) (2, 8, 0, 5, 18) (6, 10, 0, 2, 18)

(2, 12, 0, 15, 7) (2, 17, 0, 20, 4) (7, 17, 0, 3, 18) (3, 9, 0, 14, 7) (11, 19, 0, 3, 12)

(9, 15, 0, 4, 18) (4, 10, 0, 16, 7),

B4: (0, 1, 12,∞4, 3) (∞4, 0, 21, 18, 12) (∞4, 0, 2, 8, 21) (0, 1, 13, 24, 2) (0, 1, 5, 21, 3)

(0, 1, 20, 22, 23) (0, 2, 10, 17, 5) (0, 2, 12, 15, 17) (0, 2, 13, 20, 10) (0, 3, 6, 11, 14)

(0, 3, 9, 18, 24) (0, 3, 12, 17, 23) (0, 4, 8, 16, 22) (0, 4, 10, 14, 3).

引理 3.7 存在型为 (103 : 3) 的 CS(3,K
(3)
4 + e, 33).

证明 所要的设计构作在 Z30 ∪ {∞1,∞2,∞3} 上, 其组集为 {3Z10 + j : 0 6 j 6 2}, 柄为
{∞1,∞2,∞3}. 它的所有区组由以下基区组在 Z30 的加法子群 {3i : i ∈ Z10} 作用下生成, 这里规

定 ∞l (1 6 l 6 3) 在这个子群的作用下保持不变.

(∞1, 0, 1, 5, 19) (∞1, 20, 0, 7, 16) (0, 2, 4,∞1, 5) (0, 8, 13,∞1, 15) (0, 10, 17,∞1, 18)

(0, 11, 19,∞1, 27) (0, 14, 25,∞1, 11) (0, 16, 26,∞1, 3) (∞2, 0, 1, 8, 29) (∞2, 7, 0, 2, 24)

(0, 4, 5,∞2, 6) (0, 10, 14,∞2, 18) (0, 20, 22,∞2, 6) (0, 17, 28,∞2, 11) (0, 11, 25,∞2, 6)

(0, 23, 13,∞2, 5) (∞3, 0, 1, 17, 25) (∞3, 25, 0, 2, 28) (0, 7, 11,∞3, 13) (0, 10, 23,∞3, 3)

(0, 14, 22,∞3, 3) (0, 4, 29,∞3, 3) (0, 8, 28,∞3, 15) (0, 5, 16,∞3, 17) (1, 3, 0, 2, 29)

(1, 4, 0, 6, 19) (0, 9, 1, 7, 26) (0, 10, 1, 11, 17) (1, 13, 0, 12, 28) (15, 0, 1, 14, 23)
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(0, 16, 1, 20, 11) (1, 21, 0, 23, 6) (22, 24, 0, 1, 29) (1, 26, 0, 25, 8) (2, 5, 0, 6, 20)

(2, 12, 0, 8, 20) (2, 13, 0, 11, 22) (2, 16, 0, 14, 23) (2, 15, 0, 19, 9) (2, 18, 0, 17, 29)

(2, 21, 0, 20, 29) (2, 22, 0, 23, 8) (2, 26, 0, 27, 1) (3, 10, 0, 7, 25) (3, 11, 0, 8, 29)

(13, 16, 0, 3, 28) (3, 14, 0, 17, 17) (3, 19, 0, 20, 9) (3, 25, 0, 22, 9) (3, 23, 0, 26, 28)

(4, 8, 0, 9, 28) (4, 18, 0, 10, 22) (11, 12, 0, 4, 25) (4, 13, 0, 20, 17) (4, 19, 0, 14, 20)

(16, 21, 0, 4, 28) (4, 22, 0, 26, 7) (4, 24, 0, 23, 28) (5, 12, 0, 7, 29) (5, 9, 0, 14, 26)

(5, 15, 0, 10, 25) (11, 18, 0, 5, 28) (13, 17, 0, 5, 25) (19, 23, 0, 5, 22) (5, 24, 0, 20, 11)

(6, 13, 0, 14, 8) (6, 25, 0, 16, 19) (6, 17, 0, 22, 13) (7, 18, 0, 13, 28) (14, 21, 0, 7, 22)

(7, 15, 0, 23, 11) (7, 17, 0, 19, 28) (8, 10, 0, 16, 28) (17, 21, 0, 8, 18) (0, 26, 8, 19, 1)

(0, 12, 10, 26, 1) (0, 28, 10, 20, 1) (11, 15, 0, 28, 1) (13, 19, 0, 29, 23) (2, 4, 1, 5, 20)

(2, 8, 1, 10, 29) (2, 13, 1, 14, 16) (2, 16, 1, 23, 10) (17, 25, 1, 2, 26) (4, 8, 1, 11, 29)

(4, 14, 1, 17, 23) (4, 20, 1, 23, 11) (4, 26, 1, 29, 13) (5, 7, 1, 11, 26) (5, 10, 1, 14, 29)

(7, 14, 1, 20, 26) (8, 13, 1, 26, 17).

引理 3.8 存在型为 (103 : 4) 的 CS(3,K
(3)
4 + e, 34).

证明 所要的设计构作在 Z30 ∪ {∞1,∞2,∞3,∞4} 上, 其组集为 {3Z10 + j : 0 6 j 6 2}, 柄为
{∞1,∞2,∞3,∞4}. 它的所有区组由以下基区组在 Z30 的加法子群 {3i : i ∈ Z10} 作用下生成, 这里规

定 ∞l(1 6 l 6 4) 在这个子群的作用下保持不变.

(∞1, 5, 0, 1, 26) (∞1, 20, 0, 7, 18) (0, 2, 4,∞1, 5) (0, 8, 13,∞1, 15) (0, 10, 17,∞1, 18)

(0, 11, 19,∞1, 27) (0, 14, 25,∞1, 11) (0, 16, 26,∞1, 3) (∞2, 0, 1, 8, 26) (∞2, 7, 0, 2, 24)

(0, 4, 5,∞2, 6) (0, 10, 14,∞2, 18) (0, 20, 22,∞2, 6) (0, 17, 28,∞2, 11) (0, 11, 25,∞2, 6)

(0, 23, 13,∞2, 5) (∞3, 1, 0, 17, 23) (∞3, 0, 2, 25, 1) (0, 7, 11,∞3, 13) (0, 10, 23,∞3, 3)

(0, 14, 22,∞3, 3) (0, 4, 29,∞3, 3) (0, 8, 28,∞3, 15) (0, 5, 16,∞3, 17) (∞4, 0, 1, 14, 23)

(∞4, 0, 2, 16, 1) (0, 10, 20,∞4, 27) (0, 17, 25,∞4, 3) (0, 19, 26,∞4, 7) (1, 5, 27,∞4, 2)

(0, 11, 13,∞4, 8) (2, 1, 3,∞4, 10) (0, 6, 1, 2, 28) (1, 3, 0, 4, 18) (0, 9, 1, 7, 14)

(1, 10, 0, 11, 18) (12, 13, 0, 1, 25) (1, 15, 0, 22, 10) (1, 16, 0, 20, 11) (1, 21, 0, 23, 4)

(1, 24, 0, 29, 9) (0, 3, 2, 5, 1) (2, 12, 0, 8, 26) (2, 11, 0, 15, 8) (0, 2, 13, 14, 22)

(17, 18, 0, 2, 28) (2, 20, 0, 19, 10) (2, 21, 0, 26, 7) (0, 22, 2, 23, 1) (3, 7, 0, 10, 25)

(3, 8, 0, 11, 28) (3, 16, 0, 13, 26) (3, 17, 0, 14, 20) (3, 19, 0, 22, 11) (3, 20, 0, 23, 16)

(3, 25, 0, 28, 12) (3, 29, 0, 26, 10) (4, 6, 0, 10, 18) (4, 13, 0, 9, 23) (11, 12, 0, 4, 19)

(4, 14, 0, 15, 10) (16, 17, 0, 4, 20) (4, 22, 0, 26, 12) (5, 12, 0, 10, 28) (0, 13, 5, 15, 27)

(0, 14, 5, 19, 1) (5, 21, 0, 17, 11) (5, 18, 0, 25, 13) (20, 24, 0, 5, 23) (5, 26, 0, 28, 14)

(13, 19, 0, 6, 28) (0, 6, 14, 16, 1) (6, 17, 0, 22, 13) (6, 29, 0, 20, 9) (6, 23, 0, 25, 12)

(0, 7, 8, 14, 1) (19, 21, 0, 7, 22) (7, 23, 0, 29, 11) (8, 17, 0, 9, 22) (0, 22, 8, 16, 1)
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(8, 19, 0, 23, 11) (8, 25, 0, 20, 13) (9, 25, 0, 19, 28) (17, 29, 0, 13, 28) (16, 25, 0, 29, 5)

(7, 8, 5, 10, 1) (5, 13, 7, 11, 4) (7, 16, 5, 23, 1) (5, 17, 7, 25, 0) (5, 19, 7, 26, 1)

(5, 20, 7, 28, 0) (5, 16, 8, 13, 1) (19, 22, 5, 8, 1) (5, 28, 8, 25, 3) (10, 22, 5, 11, 1)

(5, 19, 10, 29, 0) (16, 22, 5, 26, 1) (19, 20, 5, 25, 10).

引理 3.9 对于 s ∈ {3, 4}, 存在型为 (104 : s) 的 CS(3,K
(3)
4 + e, 40 + s).

证明 所要的设计构作在 Z40 ∪ {∞1,∞2, . . . ,∞s} 上, 其组集为 {4Z10 + j : 0 6 j 6 3}, 柄为
{∞1,∞2, . . . ,∞s}. 记 Ts 是所构作设计的基区组集,取 Ts = A∪Bs, A和 Bs 列举如下. 它的所有区组

由基区组在剩余类加群 Z40 的作用下生成,这里规定 ∞l (1 6 l 6 s)在这个加法群的作用下保持不变.

A : (∞1, 3, 0, 1, 32) (0, 5, 11,∞1, 20) (0, 7, 21,∞1, 36) (0, 10, 23,∞1, 1) (∞2, 7, 0, 1, 34)

(0, 2, 5,∞2, 14) (0, 10, 27,∞2, 9) (0, 14, 29,∞2, 10) (∞3, 11, 0, 1, 35) (0, 9, 22,∞3, 39)

(0, 2, 7,∞3, 21) (0, 25, 19,∞3, 16) (3, 5, 0, 4, 30) (1, 5, 0, 8, 27) (1, 6, 0, 10, 22)

(1, 13, 0, 12, 27) (0, 16, 1, 15, 12) (1, 18, 0, 17, 13) (1, 19, 0, 20, 10) (1, 30, 0, 27, 7)

(1, 31, 0, 33, 2) (2, 13, 0, 4, 31) (2, 6, 0, 8, 29) (2, 14, 0, 12, 26) (15, 17, 0, 2, 35)

(2, 16, 0, 18, 24) (2, 20, 0, 23, 8) (2, 21, 0, 29, 9) (2, 31, 0, 22, 8) (3, 12, 0, 6, 33)

(3, 17, 0, 7, 29) (3, 15, 0, 10, 13) (3, 16, 0, 11, 26) (3, 18, 0, 23, 4) (3, 25, 0, 21, 10)

(3, 31, 0, 26, 13) (3, 27, 0, 32, 7) (4, 17, 0, 10, 26) (4, 15, 0, 11, 28) (4, 25, 0, 18, 8)

(4, 21, 0, 26, 8) (5, 31, 0, 10, 28) (18, 34, 0, 5, 28) (5, 20, 0, 27, 6) (0, 20, 6, 14, 16)

(15, 23, 0, 6, 29) (6, 16, 0, 25, 10) (6, 18, 0, 31, 7) (6, 19, 0, 30, 8) (7, 14, 0, 23, 9)

(7, 15, 0, 24, 10),

B3: (4, 9, 1, 0, 14) (24, 19, 3, 0, 2) (33, 28, 3, 0, 34) (6, 28, 17, 0, 38) (19, 28, 0, 7, 18),

B4: (∞4, 14, 0, 1, 38) (0, 7, 18,∞4, 33) (0, 2, 19,∞4, 24) (0, 34, 3,∞4, 33) (1, 4, 0, 9, 21)

(3, 24, 0, 19, 7) (3, 33, 0, 28, 9) (6, 17, 0, 28, 7).

引理 3.10 存在型为 (105 : 3) 的 CS(3,K
(3)
4 + e, 53).

证明 所要的设计构作在 Z50 ∪ {∞1,∞2,∞3} 上, 其组集为 {5Z10 + j : 0 6 j 6 4}, 柄为
{∞1,∞2,∞3}. 所有的基区组可以分成两个部分, 第一部分由 28 个基区组组成:

(0, 2, 35, 38, 18) (22, 48, 0, 15, 18) (22, 18, 0, 35, 8) (16, 46, 0, 33, 47) (15, 28, 0, 42, 24)

(42, 48, 0, 35, 32) (13, 6, 0, 26, 3) (0, 8, 12, 15, 49) (0, 35, 12, 28, 10) (43, 16, 0, 36, 6)

(32, 38, 0, 15, 2) (0, 46, 23, 26, 29) (15, 16, 0, 1, 9) (17, 27, 0, 1, 42) (11, 49, 0, 10, 9)

(41, 19, 0, 10, 1) (11, 26, 0, 15, 6) (11, 20, 0, 9, 35) (47, 7, 0, 41, 6) (29, 20, 0, 41, 15)

(21, 36, 0, 15, 46) (29, 10, 0, 31, 16) (27, 37, 0, 31, 46) (39, 20, 0, 31, 15) (0, 20, 1, 19, 40)

(0, 11, 37, 47, 26) (7, 17, 0, 21, 10) (49, 20, 0, 21, 39).

第二部分的基区组由下面 12 个基区组中的每一个乘以 11i (i = 0, 1, 2, 3, 4) 得到. 它的所有区组由基
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区组在剩余类加群 Z50 的作用下生成, 这里规定对于任意 1 6 l 6 3, 有 11∞l = ∞l, 且 ∞l 在 Z50 的

作用下保持不变.

(1, 2, 0, 4,∞1) (23, 33, 0, 1,∞1) (0, 7, 2, 5,∞1) (6, 40, 0, 2,∞1) (5, 6, 0, 1,∞2)

(1, 14, 0, 13,∞2) (1, 26, 0, 24,∞2) (8, 22, 0, 2,∞2) (7, 8, 0, 1,∞3) (1, 18, 0, 48,∞3)

(1, 25, 0, 47,∞3) (1, 28, 0, 34,∞3).

引理 3.11 存在型为 (105 : 4) 的 CS(3,K
(3)
4 + e, 54).

证明 所要的设计构作在 Z50 ∪ {∞1,∞2,∞3,∞4} 上, 其组集为 {5Z10 + j : 0 6 j 6 4}, 柄为
{∞1,∞2,∞3,∞4}. 所有的基区组可以分成两个部分, 第一部分由 12 个基区组组成:

(0, 2, 35, 38, 18) (22, 48, 0, 15, 18) (22, 18, 0, 35, 8) (16, 46, 0, 33, 47) (15, 28, 0, 42, 24)

(42, 48, 0, 35, 32) (13, 6, 0, 26, 3) (0, 8, 12, 15, 49) (0, 35, 12, 28, 10) (43, 16, 0, 36, 6)

(32, 38, 0, 15, 2) (0, 46, 23, 26, 29).

第二部分的基区组由下面 16 个基区组中的每一个乘以 11i (i = 0, 1, 2, 3, 4) 得到. 它的所有区组由基

区组在剩余类加群 Z50 的作用下生成, 这里规定对于任意 1 6 l 6 4, 有 11∞l = ∞l, 且 ∞l 在 Z50 的

作用下保持不变.

(1, 2, 0, 4,∞1) (23, 33, 0, 1,∞1) (0, 7, 2, 5,∞1) (6, 40, 0, 2,∞1) (5, 6, 0, 1,∞2)

(1, 14, 0, 13,∞2) (1, 26, 0, 24,∞2) (8, 22, 0, 2,∞2) (7, 8, 0, 1,∞3) (1, 18, 0, 48,∞3)

(1, 25, 0, 47,∞3) (1, 28, 0, 34,∞3) (9, 10, 0, 1,∞4) (0, 16, 1, 15,∞4) (1, 27, 0, 17,∞4)

(0, 20, 1, 19,∞4).

引理 3.12 存在型为 (152 : 0) 的 CS(3,K
(3)
4 + e, 30).

证明 所要的设计构作在 Z30 上, 其组集为 {2Z15 + j : j = 0, 1}, 柄为空集. 它的所有区组由以下

基区组在剩余类加群 Z30 的作用下生成.

(0, 1, 2, 5, 3) (0, 1, 6, 7, 2) (0, 1, 8, 9, 5) (0, 1, 10, 11, 8) (0, 1, 12, 15, 2)

(0, 1, 13, 18, 2) (0, 1, 14, 17, 5) (0, 1, 16, 19, 8) (0, 2, 7, 9, 4) (0, 2, 11, 19, 16)

(0, 2, 13, 17, 4) (0, 2, 15, 21, 10) (0, 3, 6, 11, 16) (0, 3, 7, 12, 19) (0, 3, 9, 26, 4)

(0, 3, 10, 23, 15) (0, 3, 13, 24, 8) (0, 4, 11, 23, 2) (0, 4, 15, 25, 10) (0, 5, 14, 21, 7)

(0, 6, 13, 21, 28).

对于 s = 3, 4, 为了构造型为 (154 : s) 的 CS(3,K
(3)
4 + e, 60 + s), 需要引入一种特殊的辅助

设计, GDD∗(154 : s). 它是一个有序四元组 (X,S,G,B), 其中 X = Z60 ∪ {∞1,∞2, . . . ,∞s}, S =

{∞1,∞2, . . . ,∞s}, G = {4Z15 + j : 0 6 j 6 3}, 要求对于任意一个 X 的 3-子集 T , 如果 |T ∩S| 6 1且

|T ∩G| 6 1, 这里 G 可以是 G 中任意一个组, 那么 T 含在 B 的唯一一个区组中; 否则, T 不出现在任

何区组中. 2

引理 3.13 存在 GDD∗(154 : 3).

证明 所有的区组可以分成两个部分, 第一部分由 60 个区组构成:

{(5 + i, 27 + i, 30 + i, i,∞2) : 0 6 i 6 29} ∪ {(5 + i, 27 + i, 30 + i, i,∞3) : 30 6 i 6 59}.
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第二部分的区组由下面的基区组在剩余类加群 Z60 的作用下生成, 这里规定 ∞l (1 6 l 6 3) 在这个加

法群的作用下保持不变. 注意打 ∗ 号的基区组在 Z60 作用下仅生成 30 个不同的区组.

(∞1, 7, 0, 1, 58) (∞1, 2, 0, 13, 38) (0, 3, 17,∞1, 22) (0, 9, 27,∞1, 46) (0, 10, 31,∞1, 56)

(0, 15, 37,∞1, 3) (11, 41, 30, 0,∞1)
∗ (∞2, 1, 0, 15, 30) (∞2, 0, 2, 21, 44) (0, 3, 9,∞2, 14)

(0, 7, 17,∞2, 35) (0, 11, 34,∞2, 1) (0, 13, 35,∞2, 4) (∞3, 1, 0, 10, 47) (∞3, 2, 0, 15, 6)

(0, 3, 14,∞3, 19) (0, 6, 25,∞3, 43) (0, 7, 33,∞3, 56) (0, 17, 39,∞3, 8) (1, 2, 0, 19, 38)

(1, 3, 0, 26, 7) (11, 14, 0, 1, 6) (1, 23, 0, 22, 7) (0, 1, 27, 42, 49) (30, 43, 0, 1, 51)

(1, 34, 0, 31, 41) (1, 46, 0, 35, 6) (0, 47, 1, 54, 32) (1, 55, 0, 50, 7) (2, 5, 0, 7, 41)

(2, 31, 0, 9, 19) (2, 17, 0, 27, 10) (2, 35, 0, 29, 11) (2, 39, 0, 33, 11) (2, 37, 0, 47, 5)

(2, 51, 0, 41, 10) (0, 2, 43, 49, 22) (3, 21, 0, 6, 45) (13, 42, 0, 3, 53) (3, 37, 0, 22, 9)

(3, 34, 0, 25, 19) (3, 41, 0, 46, 9) (3, 54, 0, 45, 14) (5, 31, 0, 14, 41) (15, 42, 0, 5, 50)

(5, 18, 0, 39, 14) (23, 34, 0, 5, 46) (5, 26, 0, 35, 17) (5, 51, 0, 38, 11) (5, 54, 0, 43, 21)

(6, 43, 0, 13, 26) (23, 37, 0, 6, 47) (18, 25, 0, 7, 46) (7, 21, 0, 34, 17) (9, 23, 0, 42, 17)

(35, 49, 0, 10, 33) (2, 11, 0, 45, 31) (33, 38, 0, 3, 10).

引理 3.14 存在 GDD∗(154 : 4).

证明 所有的区组可以分成两个部分, 第一部分由 120 个区组构成:

{(7 + i, 9 + i, 30 + i, i,∞1) : 0 6 i 6 29} ∪ {(7 + i, 9 + i, 30 + i, i,∞2) : 30 6 i 6 59}

∪ {(5 + i, 27 + i, 30 + i, i,∞3) : 0 6 i 6 29} ∪ {(5 + i, 27 + i, 30 + i, i,∞4) : 30 6 i 6 59}.

第二部分的区组由下面的基区组在剩余类加群 Z60 的作用下生成, 这里规定 ∞l (1 6 l 6 4) 在这个加

法群的作用下保持不变.

(∞1, 6, 0, 1, 51) (∞1, 2, 0, 11, 41) (0, 3, 10,∞1, 23) (0, 14, 29,∞1, 54) (0, 17, 38,∞1, 4)

(0, 18, 37,∞1, 4) (∞2, 7, 0, 1, 58) (∞2, 2, 0, 13, 38) (0, 3, 17,∞2, 22) (0, 9, 27,∞2, 46)

(0, 10, 31,∞2, 56) (0, 15, 37,∞2, 3) (∞3, 1, 0, 15, 30) (∞3, 21, 0, 2, 45) (0, 3, 9,∞3, 14)

(0, 7, 17,∞3, 35) (0, 11, 34,∞3, 1) (0, 13, 35,∞3, 4) (∞4, 1, 0, 10, 47) (∞4, 2, 0, 15, 6)

(0, 3, 14,∞4, 19) (0, 6, 25,∞4, 43) (0, 7, 33,∞4, 56) (0, 17, 39,∞4, 8) (1, 2, 0, 19, 38)

(1, 3, 0, 26, 7) (1, 14, 0, 11, 45) (1, 23, 0, 22, 7) (0, 1, 27, 42, 49) (1, 43, 0, 30, 11)

(1, 34, 0, 31, 41) (1, 46, 0, 35, 6) (0, 47, 1, 54, 32) (1, 55, 0, 50, 7) (2, 5, 0, 7, 41)

(2, 31, 0, 9, 19) (2, 17, 0, 27, 10) (2, 35, 0, 29, 11) (2, 39, 0, 33, 11) (2, 37, 0, 47, 5)

(2, 51, 0, 41, 10) (0, 2, 43, 49, 22) (3, 21, 0, 6, 45) (13, 42, 0, 3, 53) (3, 37, 0, 22, 9)

(3, 34, 0, 25, 19) (3, 41, 0, 46, 9) (3, 54, 0, 45, 14) (5, 31, 0, 14, 41) (15, 42, 0, 5, 50)

(5, 18, 0, 39, 14) (23, 34, 0, 5, 46) (5, 26, 0, 35, 17) (5, 51, 0, 38, 11) (5, 54, 0, 43, 9)

(6, 43, 0, 13, 26) (23, 37, 0, 6, 47) (18, 25, 0, 7, 46) (7, 21, 0, 34, 17) (9, 23, 0, 42, 17)

(35, 49, 0, 10, 33).
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引理 3.15 对于 s ∈ {3, 4}, 存在型为 (154 : s) 的 CS(3,K
(3)
4 + e, 60 + s).

证明 所要的设计将构作在 X = Z60 ∪ {∞1,∞2, . . . ,∞s}上, 它的柄为 S = {∞1,∞2, . . . ,∞s}, 组
集合为 G = {G0, G1, G2, G3}, 其中 Gj = 4Z15 + j, 0 6 j 6 3. 具体的构造方法如下.

首先对于满足 0 6 a < b 6 3 的所有 a 和 b, 在集合 Ga ∪ Gb 上构造一个型为 (152 : 0) 的

CS(3,K
(3)
4 +e, 30),它的组集合是 {Ga, Gb},这样的设计根据引理 3.12是存在的,记它的区组集为 Ta,b.

接着在集合 X 上构造一个组集为 G, 柄为 S 的 GDD∗(154 : s), 这个设计由引理 3.13 和 3.14 是存在

的, 记它的区组集是 B. 设 A = (
∪

06a<b63 Ta,b) ∪ B. 可以验证 A 是所要构造设计的区组集.

引理 3.16 对于 s ∈ {3, 4}, 存在 HS(3,K
(3)
4 + e; 5 + s, s).

证明 在例 1.1 中, 我们构造了一个 MP (3,K
(3)
4 + e, 8), 可以验证它也构成一个洞为 {5, 6, 7} 的

HS(3,K
(3)
4 + e; 8, 3). 下面构造一个 HS(3,K

(3)
4 + e; 9, 4), 取它的点集合是 {0, 1, . . . , 8}, 洞为 {5, 6, 7, 8},

其区组列举如下:

(1, 7, 2, 4, 0) (4, 6, 3, 7, 0) (2, 8, 0, 5, 1) (1, 5, 3, 7, 2) (2, 4, 6, 8, 0) (0, 7, 2, 6, 3)

(0, 3, 1, 2, 8) (0, 4, 1, 6, 7) (0, 4, 3, 8, 7) (0, 6, 3, 5, 8) (0, 4, 5, 7, 2) (1, 2, 5, 6, 4)

(1, 6, 3, 8, 2) (1, 5, 4, 8, 7) (2, 5, 3, 4, 1) (0, 1, 7, 8, 2).

引理 3.17 存在 HS(3,K
(3)
4 + e; 13, 3).

证明 所要的设计构作在 {0, 1, . . . , 12} 上, 取洞为 {10, 11, 12}. 其区组列举如下:

(0, 1, 2, 3, 4) (0, 4, 1, 5, 11) (0, 6, 1, 7, 10) (0, 8, 1, 9, 2) (0, 1, 10, 11, 5)

(4, 6, 0, 2, 11) (2, 7, 0, 5, 10) (0, 8, 2, 10, 6) (2, 12, 0, 9, 4) (4, 8, 0, 3, 7)

(0, 3, 5, 9, 8) (0, 3, 6, 10, 11) (0, 3, 11, 12, 8) (0, 4, 7, 11, 12) (0, 12, 4, 10, 11)

(0, 12, 5, 6, 3) (0, 8, 5, 11, 12) (0, 11, 6, 9, 8) (7, 12, 0, 8, 6) (0, 7, 9, 10, 11)

(1, 2, 4, 7, 8) (1, 2, 5, 6, 10) (1, 11, 2, 8, 7) (1, 2, 10, 12, 7) (1, 3, 4, 10, 7)

(5, 12, 1, 3, 8) (1, 3, 6, 9, 5) (1, 3, 7, 11, 5) (1, 12, 4, 8, 10) (9, 11, 1, 4, 6)

(1, 7, 5, 8, 12) (1, 10, 5, 9, 7) (1, 6, 8, 10, 12) (6, 11, 1, 12, 0) (1, 12, 7, 9, 11)

(2, 3, 5, 8, 10) (2, 6, 3, 11, 9) (2, 3, 7, 12, 5) (2, 9, 3, 10, 12) (2, 4, 5, 10, 12)

(2, 4, 8, 9, 7) (4, 11, 2, 12, 5) (2, 9, 5, 11, 6) (2, 9, 6, 7, 10) (2, 12, 6, 8, 5)

(2, 10, 7, 11, 6) (3, 11, 4, 5, 8) (3, 4, 6, 12, 10) (3, 9, 4, 7, 12) (3, 5, 7, 10, 8)

(3, 6, 7, 8, 11) (3, 8, 9, 12, 11) (3, 11, 8, 10, 9) (4, 5, 6, 7, 12) (4, 5, 9, 12, 6)

(4, 6, 8, 11, 9) (4, 6, 9, 10, 12).

引理 3.18 存在 HS(3,K
(3)
4 + e; 14, 4).

证明 所要的设计构作在 {0, 1, . . . , 13} 上, 取洞为 {10, 11, 12, 13}. 其区组列举如下:

(3, 8, 0, 4, 6) (5, 13, 0, 3, 1) (3, 10, 0, 6, 7) (3, 7, 0, 9, 2) (3, 12, 0, 11, 9)

(4, 11, 0, 7, 1) (13, 9, 0, 4, 5) (4, 10, 0, 12, 9) (5, 6, 0, 12, 2) (8, 11, 0, 5, 7)

(5, 9, 0, 10, 8) (8, 9, 0, 6, 1) (6, 13, 0, 11, 10) (7, 12, 0, 8, 13) (0, 13, 7, 10, 6)

(4, 7, 1, 2, 0) (5, 6, 1, 2, 3) (1, 11, 2, 8, 10) (1, 9, 2, 13, 0) (2, 10, 1, 12, 9)
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(3, 10, 1, 4, 0) (3, 12, 1, 5, 0) (3, 6, 1, 13, 8) (3, 7, 1, 11, 10) (3, 9, 1, 8, 0)

(4, 9, 1, 6, 7) (4, 8, 1, 12, 0) (4, 13, 1, 11, 0) (1, 8, 5, 7, 2) (5, 10, 1, 13, 0)

(5, 11, 1, 9, 0) (6, 8, 1, 10, 0) (1, 12, 6, 11, 7) (1, 7, 13, 12, 0) (1, 9, 7, 10, 12)

(4, 9, 2, 3, 0) (2, 3, 5, 8, 10) (3, 6, 2, 11, 0) (3, 12, 2, 7, 0) (2, 3, 13, 10, 8)

(4, 5, 2, 10, 0) (4, 13, 2, 8, 0) (11, 12, 2, 4, 0) (5, 11, 2, 13, 12) (12, 9, 2, 5, 0)

(2, 6, 7, 13, 8) (2, 8, 6, 12, 7) (10, 9, 2, 6, 0) (2, 8, 7, 9, 11) (7, 10, 2, 11, 9)

(3, 11, 4, 5, 1) (3, 12, 4, 6, 2) (3, 4, 7, 13, 11) (3, 5, 6, 9, 13) (3, 7, 5, 10, 12)

(3, 6, 7, 8, 11) (3, 13, 8, 12, 9) (3, 10, 8, 11, 9) (3, 9, 13, 11, 8) (3, 9, 10, 12, 8)

(4, 5, 6, 7, 9) (4, 9, 5, 8, 12) (4, 5, 13, 12, 6) (4, 6, 8, 11, 12) (4, 6, 13, 10, 9)

(4, 7, 8, 10, 9) (4, 7, 12, 9, 6) (4, 10, 11, 9, 6) (5, 6, 8, 13, 9) (5, 11, 6, 10, 12)

(5, 7, 13, 9, 12) (5, 7, 11, 12, 9).

4 主要结果

本节将证明本文的主要结果. 下面总是用记号 ∪̇ 表示多重集的并.

引理 4.1 (1) 对于任意正整数 v ≡ 13 (mod 20), 存在 HS(3,K
(3)
4 + e; v, 3).

(2) 对于任意正整数 v ≡ 14 (mod 20), 存在 HS(3,K
(3)
4 + e; v, 4).

证明 设 v = 20u+ 10 + s, 其中 u 是一个非负整数, s ∈ {3, 4}. 当 u = 0 时, 由引理 3.17 和 3.18,

存在 HS(3,K
(3)
4 + e; 10 + s, s).

当 u = 1 时, 根据引理 3.7 和 3.8, 存在型为 (103 : s) 的CS(3,K
(3)
4 + e, 30 + s). 于是利用已经构造

的 HS(3,K
(3)
4 + e; 10 + s, s), 并利用构造 2.3, 可以得到需要构造的 HS(3,K

(3)
4 + e; 30 + s, s).

当 u = 2 时, 根据引理 3.10 和 3.11, 存在型为 (105 : s) 的CS(3,K
(3)
4 + e, 50 + s). 于是利用已经构

造的 HS(3,K
(3)
4 + e; 10 + s, s), 并利用构造 2.3, 可以得到需要构造的 HS(3,K

(3)
4 + e; 50 + s, s).

当 u > 3 时, 根据引理 2.2, 存在型为 (2u : 2) 的CS(3, {4, 6}, 2u + 2). 因为根据引理 2.4, 对于

每个 a = 4, 6, 都存在型为 10a 的 GDD(3,K
(3)
4 + e, 10a), 又根据引理 3.7, 3.8, 3.10 和 3.11, 对于每

个 b = 3, 5, 都存在型为 (10b : s) 的 (3,K
(3)
4 + e, 10b + s), 所以应用构造 2.5 可得型为 (20u : 10 + s)

的CS(3,K
(3)
4 + e, 20u + 10 + s). 因此, 如果能够构造出 HS(3,K

(3)
4 + e; 30 + s, 10 + s), 就可以利用

构造 2.3, 得到需要构造的 HS(3,K
(3)
4 + e; 20u+ 10 + s, s).

这样下面只需构造 HS(3,K
(3)
4 + e; 30 + s, 10 + s). 根据引理 3.7 和 3.8, 存在型为 (103 : s) 的

CS(3,K
(3)
4 + e, 30 + s). 于是利用已经构造的 HS(3,K

(3)
4 + e; 10 + s, s), 并利用构造 2.3, 可以得到需要

构造的 HS(3,K
(3)
4 + e; 30 + s, 10 + s).

引理 4.2 (1) 对于任意正整数 v ≡ 3, 8, 18 (mod 20), 存在 HS(3,K
(3)
4 + e; v, 3).

(2) 对于任意正整数 v ≡ 4, 9, 19 (mod 20), 存在 HS(3,K
(3)
4 + e; v, 4).

证明 设 v = 5u+s,其中 u ≡ 0, 1, 3 (mod 4), s ∈ {3, 4}. 当 u = 0时,所要构造的 HS(3,K
(3)
4 +e; s, s)

不含任何区组, 是平凡的情况. 当 u = 1, 2 时, 由引理 3.16–3.18, 存在 HS(3,K
(3)
4 + e; 5u+ s, s).

当 u > 3 且 u ̸= 8, 12 时, 根据引理 2.1, 存在型为 (1u : 1) 的 CS(3, {4, 5, 6}, u+ 1). 因为根据引理

2.4 和 3.2, 对于每个 a = 4, 5, 6, 都存在型为 5a 的 GDD(3,K
(3)
4 + e, 5a), 又根据引理 3.3–3.6, 对于每
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个 b = 3, 4, 5, 都存在型为 (5b : s) 的 CS(3,K
(3)
4 + e, 5b + s), 所以应用构造 2.5 可得到型为 (5u : s) 的

CS(3,K
(3)
4 + e, 5u+ s). 于是利用已经构造的 HS(3,K

(3)
4 + e; 5+ s, s),并利用构造 2.3,可以得到需要构

造的 HS(3,K
(3)
4 + e; 5u+ s, s).

当 u = 8 时, 根据引理 3.9, 存在型为 (104 : s) 的 CS(3,K
(3)
4 + e, 40 + s). 于是利用已经构造的

HS(3,K
(3)
4 + e; 10 + s, s), 并利用构造 2.3, 可以得到需要构造的 HS(3,K

(3)
4 + e; 40 + s, s).

当 u = 12 时, 根据引理 3.15, 存在型为 (154 : s) 的 CS(3,K
(3)
4 + e, 60 + s). 于是利用已经构造的

HS(3,K
(3)
4 + e; 15 + s, s), 并利用构造 2.3, 可以得到需要构造的 HS(3,K

(3)
4 + e; 60 + s, s).

结合引理 4.1 和 4.2 的结果, 可以得到下面的推论.

推论 4.3 (1) 对于任意正整数 v ≡ 3 (mod 5), 存在 HS(3,K
(3)
4 + e; v, 3).

(2) 对于任意正整数 v ≡ 4 (mod 5), 存在 HS(3,K
(3)
4 + e; v, 4).

引理 4.4 Sλ(3,K
(3)
4 + e, v) 存在的必要条件是 λv(v − 1)(v − 2) ≡ 0 (mod 30) 且 v > 5. 这个必

要条件除去 (v, λ) ∈ {(5, 1), (6, 1)} 外也是充分的.

证明 通过计算 Sλ(3,K
(3)
4 + e, v) 中的区组数, 为确保这个数是整数, 可以得到必要条件 λv(v −

1)(v − 2) ≡ 0 (mod 30). 又由引理 1.3, 不存在 S(3,K
(3)
4 + e, 5) 和 S(3,K

(3)
4 + e, 6). 下面证明充分性.

当 v ≡ 0, 1, 2 (mod 5) 且 v > 7 时, 由引理 1.3, 存在 S(3,K
(3)
4 + e, v). 将 S(3,K

(3)
4 + e, v) 中的每

个区组复制 λ 份, λ > 1, 则得到一个 Sλ(3,K
(3)
4 + e, v). 当 v ∈ {5, 6} 且 λ ∈ {2, 3}, 根据引理 3.1, 存在

Sλ(3,K
(3)
4 + e, v). 当 v ∈ {5, 6} 且 λ > 4, 此时, λ 总可以写成 2r+ 3t 的形式, 其中 r 和 t 是非负整数.

于是只要将 S2(3,K
(3)
4 + e, v) 中的每个区组复制 r 份, S3(3,K

(3)
4 + e, v) 中的每个区组复制 t 份, 就可

以得到一个 Sλ(3,K
(3)
4 + e, v).

因此, 为了完成充分性的证明, 现在只需考虑 v ≡ 3, 4 (mod 5) 且 λ ≡ 0 (mod 5) 的情况. 下面首

先将对任意 v ≡ 3, 4 (mod 5) 且 v > 5, 证明 S5(3,K
(3)
4 + e, v) 的存在性.

当 v ≡ 3 (mod 5) 时, 根据推论 4.3, 存在 HS(3,K
(3)
4 + e; v, 3). 取 5 个 HS(3,K

(3)
4 + e; v, 3), 分

别设为 (X,Yi,Bi), 1 6 i 6 5. 设 x1, x2, x3, x4, x5 是 X 中 5 个不同的点. 不失一般性, 可以假设

Y1 = {x1, x2, x3}, Y2 = {x1, x2, x4}, Y3 = {x1, x3, x4}, Y4 = {x2, x3, x4}, Y5 = {x3, x4, x5}. 可以验证
(
∪̇5

i=1Bi) ∪̇ {(x1, x2, x3, x4, x5)} 构成了所需构造的 S5(3,K
(3)
4 + e, v) 的区组集.

当 v ≡ 4 (mod 5) 时, 根据推论 4.3, 存在 HS(3,K
(3)
4 + e; v, 4). 取 5 个 HS(3,K

(3)
4 + e; v, 4),

分别设为 (X,Yi,Bi), 1 6 i 6 5. 设 x1, x2, x3, x4, x5 是 X 中 5 个不同的点. 不失一般性, 可以假

设 Y1 = Y2 = Y3 = {x1, x2, x3, x4}, Y4 = {x1, x2, x3, x5}, Y5 = {x1, x3, x4, x5}. 构造 4 个新区组

(x2, x4, x1, x3, x5), (x2, x3, x1, x4, x5), (x1, x2, x3, x4, x5) 和 (x2, x5, x1, x3, x4). 记这 4 个新区组的集合

是 A. 可以验证 (
∪̇5

i=1Bi) ∪̇ A 构成了所需构造的 S5(3,K
(3)
4 + e, v) 的区组集.

最后, 为了证明 λ ≡ 0 (mod 5) 的一般情况, 只需要将 S5(3,K
(3)
4 + e, v) 中的每个区组复制 r 次,

r > 1, 就可以得到需要构造的 Sλ(3,K
(3)
4 + e, v), 其中 λ = 5r ≡ 0 (mod 5).

引理 4.5 对于任意正整数 λ和任意整数 v ≡ 3, 4 (mod 5)且 v > 8,存在具有 ⌊λv(v−1)(v−2)/30⌋
个区组的极大填充 Pλ(3,K

(3)
4 + e, v).

证明 当 λ ≡ 0 (mod 5) 时, 欲构造的具有 ⌊λv(v − 1)(v − 2)/30⌋ 个区组的填充 Pλ(3,K
(3)
4 + e, v)

恰好是一个 Sλ(3,K
(3)
4 + e, v). 这种情况已经在引理 4.4 中讨论过. 因此, 下面总假设 λ ̸≡ 0 (mod 5).

首先我们将证明当 λ ∈ {1, 2, 3, 4} 时, 对于任意整数 v ≡ 3, 4 (mod 5) 且 v > 8, 存在具有 ⌊λv(v −
1)(v − 2)/30⌋ 个区组的填充 Pλ(3,K

(3)
4 + e, v).

若 v ≡ 3 (mod 5)且 λ ∈ {1, 2, 3, 4}. 根据推论 4.3,存在 HS(3,K
(3)
4 +e; v, 3). 将 HS(3,K

(3)
4 +e; v, 3)
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中的区组复制 λ 次, 就可以得到一个具有 ⌊λv(v − 1)(v − 2)/30⌋ 个区组的填充 Pλ(3,K
(3)
4 + e, v), 它的

余图含有 λ 条边.

若 v ≡ 4 (mod 5). 当 λ = 1 时, 根据推论 4.3, 存在 HS(3,K
(3)
4 + e; v, 4). 它恰好是一个具有

⌊v(v − 1)(v − 2)/30⌋ 个区组的填充 P (3,K
(3)
4 + e, v). 接下来, 取 4 个 HS(3,K

(3)
4 + e; v, 4), 分别设为

(X,Yi,Ai), 1 6 i 6 4. 设 x1, x2, x3, x4, x5 是 X 中的 5 个不同的点. 不失一般性, 可以假设 Y1 = Y3 =

Y4 = {x1, x2, x3, x4}, Y2 = {x1, x2, x3, x5}. 令 C2 = {(x2, x4, x1, x3, x5)}, C3 = C2 ∪ {(x3, x4, x1, x2, x5)},
C4 = C3 ∪ {(x1, x4, x2, x3, x5)}. 则对于每一个 λ ∈ {2, 3, 4}, 可以验证 (

∪̇λ

i=1Ai) ∪̇ Cλ 构成了所需构造
的填充 Pλ(3,K

(3)
4 + e, v) 的区组集, 它有 ⌊λv(v− 1)(v− 2)/30⌋ 个区组, 它的余图根据 λ = 2, 3, 4, 分别

含有 3, 2, 1 条边.

最后, 为了证明 λ > 6 且 λ ̸≡ 0 (mod 5) 的情况, 记 λ = 5r + t, 其中 r > 1, 1 6 t 6 4. 设 (X,B1)

是一个 S5r(3,K
(3)
4 + e, v), (X,B2) 是一个具有 ⌊tv(v − 1)(v − 2)/30⌋ 个区组的填充 Pt(3,K

(3)
4 + e, v).

可以验证 (X,B1 ∪̇ B2)构成了具有 ⌊λv(v− 1)(v− 2)/30⌋个区组的填充 Pλ(3,K
(3)
4 + e, v). 由于一个填

充 Pλ(3,K
(3)
4 + e, v) 最多含有 ⌊λv(v − 1)(v − 2)/30⌋ 个区组, 因此这里构造的填充都是极大填充.

定理 1.4的证明 综合引理 4.4和 4.5的结论,再注意到不存在 S(3,K
(3)
4 +e, 5)和 S(3,K

(3)
4 +e, 6),

下面只需证明 d(3,K
(3)
4 + e, 5) = 1 和 d(3, K

(3)
4 + e, 6) = 3 即可. 在 Z5 上可以构造具有 1 个区组的填

充 P (3,K
(3)
4 + e, 5) 如下: (0, 1, 2, 3, 4). 在 Z6 上可以构造具有 3 个区组的填充 P (3,K

(3)
4 + e, 6) 如下:

(1, 3, 0, 2, 4), (5, 0, 1, 4, 3), (3, 4, 2, 5, 0).

引理 4.6 对于任意正整数 λ和任意整数 v ≡ 3, 4 (mod 5)且 v > 8,存在具有 ⌈λv(v−1)(v−2)/30⌉
个区组的极小覆盖 Cλ(3,K

(3)
4 + e, v).

证明 当 λ ≡ 0 (mod 5) 时, 欲构造的具有 ⌈λv(v − 1)(v − 2)/30⌉ 个区组的覆盖 Cλ(3,K
(3)
4 + e, v)

恰好是一个 Sλ(3,K
(3)
4 + e, v). 这种情况已经在引理 4.4 中讨论过. 因此, 下面总假设 λ ̸≡ 0 (mod 5).

首先我们将证明当 λ ∈ {1, 2, 3, 4} 时, 对于任意整数 v ≡ 3, 4 (mod 5) 且 v > 8, 存在具有 ⌈λv(v −
1)(v − 2)/30⌉ 个区组的覆盖 Cλ(3,K

(3)
4 + e, v).

若 v ≡ 3 (mod 5). 根据推论 4.3, 存在 HS(3,K
(3)
4 + e; v, 3). 取 4 个 HS(3,K

(3)
4 + e; v, 3), 分别

设为 (X,Yi,Ai), 1 6 i 6 4. 设 x1, x2, x3, x4, x5 是 X 中的 5 个不同的点. 不失一般性, 可以假设

Y1 = {x1, x2, x3}, Y2 = {x1, x2, x4}, Y3 = {x1, x3, x4}, Y4 = {x3, x4, x5}. 令 C = {(x1, x2, x3, x4, x5)}. 则
对于每一个 λ ∈ {1, 2, 3, 4}, 可以验证 (

∪̇λ

i=1Ai) ∪̇ C 构成了所需构造覆盖 C(3,K
(3)
4 + e, v) 的区组集,

它有 ⌈λv(v − 1)(v − 2)/30⌉ 个区组, 它的溢图根据 λ = 1, 2, 3, 4, 分别含有 4, 3, 2, 1 条边.

若 v ≡ 4 (mod 5). 当 λ = 1 时, 根据推论 4.3, 存在 HS(3,K
(3)
4 + e; v, 4), 将其设为 (X,Y,A).

设 x1, x2, x3, x4, x5 是 X 中的 5 个不同的点. 不失一般性, 假设 Y = {x1, x2, x3, x4}. 令 C =

{(x1, x2, x3, x4, x5)}. 可以验证 A ∪̇ C 构成了所需构造覆盖 C(3,K
(3)
4 + e, v) 的区组集, 它有 ⌈v(v −

1)(v − 2)/30⌉ 个区组, 它的溢图仅含 1 条边. 当 λ ∈ {2, 3, 4} 时, 只需将 C(3,K
(3)
4 + e, v) 中的每一个

区组复制 λ 次, 就可以得到一个具有 ⌈λv(v− 1)(v− 2)/30⌉ 个区组的覆盖 Cλ(3,K
(3)
4 + e, v), 它的溢图

根据 λ = 2, 3, 4, 分别含有 2, 3, 4 条边.

最后, 为了证明 λ > 6 且 λ ̸≡ 0 (mod 5) 的情况, 记 λ = 5r + t, 其中 r > 1, 1 6 t 6 4. 设 (X,B1)

是一个 S5r(3,K
(3)
4 + e, v), (X,B2) 是一个具有 ⌈tv(v − 1)(v − 2)/30⌉ 个区组的覆盖 Ct(3,K

(3)
4 + e, v).

可以验证 (X,B1 ∪̇ B2)构成了具有 ⌈λv(v− 1)(v− 2)/30⌉个区组的覆盖 Cλ(3,K
(3)
4 + e, v). 由于一个覆

盖 Cλ(3,K
(3)
4 + e, v) 最少含有 ⌈λv(v − 1)(v − 2)/30⌉ 个区组, 因此这里构造的覆盖都是极小覆盖.

定理 1.5的证明 综合引理 4.4和 4.6的结论,再注意到不存在 S(3,K
(3)
4 +e, 5)和 S(3,K

(3)
4 +e, 6),
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下面只需证明 c(3,K
(3)
4 + e, 5) = 3 和 c(3, K

(3)
4 + e, 6) = 5 即可. 在 Z5 上可以构造具有 3 个区组的覆

盖 C(3,K
(3)
4 + e, 5) 如下: (0, 1, 2, 3, 4), (0, 1, 3, 4, 2), (0, 1, 2, 4, 3). 在 Z6 上可以构造具有 5 个区组的覆

盖 C(3,K
(3)
4 + e, 6) 如下: (1, 3, 0, 2, 4), (5, 0, 1, 4, 3), (3, 4, 2, 5, 0), (0, 4, 3, 5, 1), (1, 2, 4, 5, 0).
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Packings and coverings of complete 3-uniform hypergraph

FENG Tao, CHAI Zhao & CHANG YanXun

Abstract Let Γ be a set of simple t-uniform hypergraphs. A Pλ(t,Γ, v) (resp. Cλ(t,Γ, v)) is a pair (X,B),
where X is the vertex set of λK

(t)
v and B is a collection of sub-hypergraphs (called blocks) of λK

(t)
v , such that each

block is isomorphic to one hypergraph in Γ, and each edge of λK
(t)
v is contained in at most (resp. at least) λ blocks

of B. Given t, v, λ,Γ, the packing number dλ(t,Γ, v) is the maximum number of blocks in any Pλ(t,Γ, v), and

the covering number cλ(t,Γ, v) is the minimum number of blocks in any Cλ(t,Γ, v). In this paper, we determine

dλ(3,K
(3)
4 + e, v) and cλ(3,K

(3)
4 + e, v) completely.

Keywords t-(v,Γ, λ) packing, t-(v,Γ, λ) covering, packing number, covering number, group divisible (Γ, t)-

design, candelabra (Γ, t)-system
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