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摘要 证明了 von Neumann 代数的子空间格的自反性和 KS- 性都不依赖于该 von Neumann 代数的

正规忠实 ∗- 表示; 引入了 von Neumann 代数及所含子空间格的半自由积运算, 证明了两子空间格的

半自由积同构于它们的直和.
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1 引言

von Neumann 在建立了自伴算子的谱理论以后, 于 1929 年引入了 “算子环” 的概念, 即后来被人

们所称的 von Neumann 代数. 该类代数是 Hilbert 空间上对伴随运算封闭以及在强算子拓扑下闭的

算子代数. 三十年后, Kadison 和 Singer 引入了 von Neumann 代数的三角子代数 (见 [1]), 此被认为

是非自伴算子代数的最早发展. 通过五十多年的发展, 非自伴算子代数理论已取得了很大的进展, 套

代数和自反 (算子)代数等相继产生; 时至今日,套代数已发展成为一个较为成熟的理论.但相对于 C*

代数和 von Neumann代数,非自伴代数缺乏广泛的应用和更为深刻的理论,其中一个主要原因可以在

Kadison 和 Singer 的后续文章 [2] 中看到. 众所周知, 代数之间的运算是代数的分解和分类理论中不

可缺少的工具,人们也只有在有效的运算下才可以用简单的代数来构造复杂的代数,如 C∗ 代数和 von

Neumannd 代数理论中的代数直和、张量积、交叉积和自由积等都是自伴代数理论中的重要运算; 但

是, 在非自伴代数研究中缺少类似的有效运算, 而通常的代数直和与张量积等概念在自反代数类中也

常常不自封.

最近,在文献 [3–8]中,我们研究了一类新的非自伴代数,即 Kadison-Singer代数. 这类代数是自反

的,所以它们可以由其对应的自反子空间格来完全决定;与此同时,这类代数和它们所对应的子空间格

生成的 von Neumann 代数又密切相关, 这使得我们可以利用 von Neumann 代数的结构和运算的性质

来研究自反子空间格的相应理论, 再用所得的子空间格间的运算诱导出非自伴代数之间的运算. 显然,

采用这种途径来定义和研究自反算子代数间的运算首先要面临的问题是子空间格在 “多大程度”上决

定了它所对应的自反代数. 本文首先研究子空间格的自反性与其生成 von Neumann 代数的表示之间

的关系, 证明一类子空间格 (包含了 Kadison-Singer 格) 的自反性不依赖于它所生成 von Neumann 代
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数的表示. 这样的表示与格的单纯表示有很大不同, 甚至我们可以找到一个格在一种表示下是自反的

(从而是强算子拓扑下闭的), 而在另一种表示下不一定是强算子闭的. 最后我们定义了 von Neumann

代数之间的一种和自由积有关的新运算,证明了该运算自然诱导出的子空间格间的运算对应了格与格

之间的直积; 从拓扑角度来看, 这样的格运算能保持很好的几何结构.

本文用到的记号都是标准的, 可参考 [9] 和 [10].

2 自反代数和自反格

设 H是一个复 Hilbert空间,记 H上有界线性算子的全体所形成的代数为 B(H). 若令 S 为 B(H)

的一个非空子集, 记 S 中所有算子的公共不变 (闭) 子空间或对应的正交投影形成的集合为 LatS, 则
LatS 是一个格, 并称之为 S 的不变子空间格. 反之, 设 L 是 B(H) 中一些正交投影组成的集合, 记

B(H) 中以 L 中的所有投影为不变子空间的算子形成的代数为 AlgL. 易见, AlgL 是 B(H) 中的包含

恒等算子的弱算子闭子代数. 如果 B(H) 的子代数 A 满足 A = Alg LatA, 则称 A 是自反代数. 相应

地, 如果 (投影) 格 L 满足 L = LatAlgL, 则称 L 为自反格 (见 [11]). 如果 L 是由两两交换的投影所
形成的子空间格, 则称 L 为交换子空间格, 简称 CSL 格 (见 [12]); 当 L 是全序子空间格时, 则称 L 为
套 (见 [9]), 此时 AlgL 也称为套代数. 套代数是自反代数的特例, 和有限维矩阵代数中的上三角代数

类似, 是研究较多的自反代数. 作为子空间格, 套的结构比较简单, 其酉等价分类和相似分类都有完善

的结果; 因此, 套代数的研究也相当成熟 (见 [9, 13]). von Neumann 代数是自反代数的极端情形, 但人

们一般不把它纳入到非自伴代数领域. 除了套代数以外, 非自伴代数中还没有其他代数得到更为很深

入的研究.

最近, Ge和 Yuan引入并研究了一类新的非自伴代数,他们称之为 Kadison-Singer代数 (见 [4,5]).

这类代数具有 von Neumann 代数和套代数 (或三角代数) 的特点, 是一类结构丰富的算子代数. 现在,

我们简单回顾一下 Kadison-Singer 代数的概念. 称 B(H) 的一个自反子代数 A 为 Kadison-Singer (算

子)代数,简称为 KS-代数,如果 A满足以下性质: 对于 B(H)中的任一包含了 A的自反子代数 B,若
B ∩B∗ = A∩A∗, 则有 B = A; 此时, 称 A∩A∗ 为 KS-代数 A的对角子代数. 当 KS-代数 A的对角子

代数为因子时,则称此类 KS-代数为 KS-因子. 相应地,如果 von Neumann代数M被自反格 L极小
生成, 则称 L 为M 的一个 Kadison-Singer 格, 简称 KS- 格. 容易看出, 投影格 L 是 von Neumann 代

数M的 KS-格当且仅当 L是生成 von Neumann代数M的自反格,且 AlgL是一个 KS-代数. 因此,

KS- 代数的结构完全由其对应的 KS- 格来决定. 又因为 KS- 格和它所生成的 von Neumann 代数密切

相关, 所以这类非自伴代数与 von Neumann 代数的结构紧密相联. 当 L 是一个生成了 von Neumann

代数 M 的 KS- 格时, 我们称 “L ⊂ M” 为一个Kadison-Singer 包含, 简称 KS- 包含. 下一节, 我

们将证明这一包含关系不依赖于它们在 Hilbert 空间上的表示, 此为非自伴代数新运算研究的出发点.

容易看到, 如果 L1 ⊂ M1 和 L2 ⊂ M2 是两个 KS- 包含, 则 (L1 ⊕ L2) ⊂ (M1 ⊕M2) 也是一个 KS-

包含. 人们自然会问, 这样的运算是否可以推广到张量积和自由积上. 从 von Neumann 代数张量积的

特点可以看到, 张量积后的生成元个数有可能减少, 所以一般来说, KS- 格 (从而 KS- 代数) 对张量积

没有好的性质. 对于自由积运算, 从生成元的角度来看, 如果我们能够定义格的自由积运算 L1 ∗ L2 的

话, 那么 L1 ∗ L2 在M1 ∗M2 中的极小生成性有可能保持.

3 KS- 包含的表示

本节中, 我们将证明任一 KS- 包含 L ⊂ A 不依赖于它们 在 Hilbert 空间上的表示, 即若 von
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Neumann 代数 A “作用在”Hilbert 空间 H1 和 H2 上, 则 L 在 B(H1) 里是个 KS- 格当且仅当它在

B(H2) 里是个 KS- 格. 这样的结果在文献 [14] 中出现过, 但那里的证明并不完整.

引理 3.1 假设 A是一个作用在 Hilbert空间 H 上的 von Neumann代数, L是 A中的一个投影

格. 令 P ′ 为交换子 A′ 中的非零投影. 若 P ′ 在 A′ 内的中心支撑 Cp′ 为 I, 并且 P ′L 在 B(P ′H) 中是

自反的, 则对任一非零投影 Q′ ∈ A′, 只要 P ′ - Q′, 就有 Q′L 在 B(Q′H) 中也是自反的.

证明 因为投影格的自反性在酉等价下是不变的, 所以我们可以假设 P ′ 6 Q′. 此时, 若把 P ′ 看

成是 (Q′A)′ = Q′A′Q′ ⊂ B(Q′H) 中的投影, 则我们还可以假设 Q′ = I. 在所有这些假设下, 我们只需

证明 L 在 B(H) 中自反即可.

对任意投影 E ∈ L,作分解 E = EP ′+E(I−P ′),记 E1 = EP ′, E2 = E(I−P ′). 由定义直接可得,

T1 ∈ Alg(P ′L) 当且仅当对所有的 E ∈ L, 总有 (P ′ −E1)T1E1 = 0 成立. 任意给定 F ∈ LatAlgL ⊂ A,

对所有 T ∈ AlgL, 则有 (I − F )TF = 0. 因为 P ′ 和 F 交换, 所以 (P ′ − P ′F )P ′TP ′F = 0. 对任给的

T1 ∈ Alg(P ′L), 取 T1 到 H 上的一个有界扩张 T 使得 TP ′ = P ′T , TP ′|P ′H = T1 以及 T (I − P ′) = 0.

不难验证 T ∈ AlgL, 因此 (P ′ − P ′F )PT1FP ′ = 0; 这就证明了 FP ′|P ′H ∈ LatAlgP ′L = P ′L. 又因为
CP ′ = I, 所以映射

A → P ′A : A 7→ AP ′|P ′H

是个 * 同构, 故 F 属于 L. 由 F 的任意性可得, L 是自反的.

注记 3.1 事实上, 我们可以证明一个更一般的结论: 在引理中, 若设 P ′L 自反, P ′ - Q′ 且

Cp′ = CQ′ , 则 Q′L 也是自反的.

在以下部分, 我们用
∑

i∈J ⊕Hi 表示一族 Hilbert 空间 {Hi}i∈J 的 (Hilbert 空间) 直和, 并将每

个 Hi 看成该直和空间的子空间; 用
∑

i∈J ⊕Ti 表示有界线性算子族 {Ti}i∈J 的直和, 其中 Ti ∈ B(Hi)

(i ∈ J), 且 sup{∥Ti∥ : i ∈ J} < ∞. 通过计算, 很容易验证下面的引理:

引理 3.2 设 J 和 Λ 为两个指标集, 令 H =
∑

i∈J ⊕Hi 为 Hilbert 空间族 {Hi}i∈J 的直和; 对每

个 i ∈ J , 设 {Piα : α ∈ Λ} 是 B(Hi) 中的投影族, 且使得 L = {
∑

i∈J ⊕Piα : α ∈ Λ} 构成 B(H) 的一

个子空间格. 对每个 i, 若记 Ei 为 H 到 Hi 上的正交投影, 则

AlgL = {A ∈ B(H) | (Ei − Piα)APjα = 0, ∀ α ∈ Λ, i, j ∈ J}.

对每个 i ∈ J , 以及对任意给定的 ni ∈ N ∪ {∞}, 作 Hilbert 空间的张量积 H⊗ni
i . 在上述引

理中, 如果我们用 H⊗ni
i 代替 Hi, 用 Piα ⊗ Ini 代替 Piα, 则引理的结论仍成立. 记 ex = {ni}i∈J ,

Hex =
∑

i∈J ⊕H⊗ni
i , 格 L 被推广后记为:

Lex =

{∑
i∈J

⊕(Piα ⊗ Ini
) : α ∈ Λ

}
⊂ B(Hex).

引理 3.3 在上述符号下, 子空间格 L = {
∑

i∈J ⊕Piα : α ∈ Λ} 在 B(H) 中自反当且仅当 Lex =

{
∑

i∈J ⊕(Piα ⊗ Ini) : α ∈ Λ} 在 B(Hex) 中自反.

证明 记 B(l2ni
)为 Hilbert空间 Cni 上有界线性算子的全体 (当 ni 有限时, B(l2ni

) = Mni(C)). 易
见,

∑
i∈J ⊕(I⊗B(l2ni

)) ⊆ (Lex)′. 因此,当 Qex ∈ LatAlgLex 时,存在 Qi 使得 Qex =
∑

i∈J ⊕(Qi⊗Ini).

此时, 若记 Q =
∑

i∈J ⊕Qi, 则有 Q ∈ LatAlgL.
反之, 如果设 Q ∈ LatAlgL, 则存在投影 Qi 使得 Q=

∑
i∈J ⊕Qi. 我们需要证明, Qex =

∑
i∈J ⊕

(Qi ⊗ Ini) ∈ LatAlgLex. 由引理 3.2 知, 由 Q =
∑

i∈J ⊕Qi ∈ LatAlgL 可得: 对任意 i, j ∈ J , α ∈ Λ,
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只要 A ∈ B(Hj ,Hi) 满足 (I − Piα)APjα = 0, 则

(I −Qi)AQj = 0, i, j ∈ J.

当把
∑

i∈J ⊕(Piα ⊗ Ini) 看成是 Lex 中的投影时, 引理 3.2 告诉我们 Qex =
∑

i∈J ⊕(Qi ⊗ Ini) ∈
LatAlgLex. 引理证毕.

设 A 是一个 von Neumann 代数, 我们称 A 中的非零投影 E 为 “首一的”(monic), 如果存在 A 中

的投影 E1, . . . , Ek 使得

E1 ∼ E2 ∼ · · · ∼ Ek ∼ E, E1 + E2 + · · ·+ Ek = CE ,

其中 CE 为 E 在 A 中的中心支撑. 下面的引理是文献 [10] 中的命题 8.2.1, 随后的几个引理都是该结

果的推广.

引理 3.4 有限 von Neumann 代数中任一非零投影都是该代数中首一投影的 (有限或无限) 和.

引理 3.5 设 A 是一个半有限的 von Neumann 代数, 则 A 中存在一簇两两互相等价、互相正交

的有限投影 Eα, α ∈ Λ, 使得
∑

α∈Λ Eα 属于 A 的中心 C.
证明 由 von Neumann 代数的分类理论, 我们仅需要考虑 A 是 I∞ 型或 II∞ 型的情形. 由于这

两种情形的证明方法类似, 我们不妨设 A 是 II∞ 型的 von Neumann 代数. 任取 A 中的非零有限投影

E, 设 CE 为 E 在 A 内的中心支撑 (此时, CE 一定是个无限投影). 设 {Eα : α ∈ Λ} 为一个包含 E 且

满足条件 Eα ∼ E, α ∈ Λ, 的极大正交投影簇. 令 F = CE −
∑

α∈Λ Eα, 则 E ̸- F . 若 F = 0, 则引理的

结论成立. 若 F ̸= 0,由文献 [10]中的定理 6.2.7,存在非零中心投影 P (6 CE)使得 PF ≺ PE ∼ PEα.

由此, 亦得 PF 为有限投影. 因为 A 是 II∞ 型的, 所以 A 的非零中心投影 P 一定是个无限投影. 又因

为 P −
∑

α∈Λ PEα (= PF ) 为有限投影, 所以投影
∑

α∈Λ EαP 是无限的, 进而
∑

α∈Λ EαP ∼ P . 故存

在 A 中的部分等距算子 V 使得 V V ∗ = P 和 V ∗V =
∑

α∈Λ EαP 成立. 此时, {V PEαV
∗ : α ∈ Λ} 为

A 中的一簇两两等价又两两正交的有限投影, 且其和为 A 的中心投影 P . 引理证毕.

引理 3.6 设 A 是个 III 型 von Neumann 代数, P 为 A 中的非零投影, 则 A 中存在非零投影 Q

以及非零投影的正交簇 {Qα : α ∈ Λ}, 使得 Q 6 P 和 CQ = Q+
∑

α Qα 成立, 其中 CQ 是 Q 在 A 中

的中心支撑, Qα ∼ Q, α ∈ Λ.

证明 可用 CPA 替代 A, 因此不妨设 CP = I. 因为 P 是纯无限的, 所以我们可以把 P 分解成

A中两个非零投影的和: P = P1 +P2,其中 P ∼ P1 ∼ P2. 用类似于上面引理的证明方法,在 A中取包

含了 P1 和 P2 且满足 Pα ∼ P 的极大正交的投影簇 {Pα : α ∈ Λ̃}. 如果
∑

α Pα = I, 那么取 Q = P1,

取 {Qα : α ∈ Λ} = {Pα : α ∈ Λ̃} \ {P1}. 否则, 由极大性可得,P1 ̸- (I −
∑

α Pα), 从而存在中心投影 E

使得 (I −
∑

α Pα)E ≺ P1E. 故

EP2 - EP2 + E

(
I −

∑
α

Pα

)
- E(P1 + P2) ∼ EP1 ∼ EP2.

因此, EP1 ∼ EP2 + E(I −
∑

α Pα). 令 Q = EP1, 则 Q 6 P , 且

CQ = Q+

[
E

(
I −

∑
α

Pα

)
+ EP2

]
+
∑
α

{EPα : Pα ̸= P1, P2}.

引理证毕.
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引理 3.7 设 A是个半有限的 von Neumann代数, P 为 A中的一非零投影,则 A中存在投影 Q

以及正交的非零投影簇 {Qα : α ∈ J}, 使得 Q 6 P 和 CQ = Q+
∑

α Qα 成立, 其中 CQ 是 Q 在 A 中

的中心支撑, Qα ∼ Q, α ∈ J .

证明 不妨假设 P 的中心支撑 CP 为 I. 由引理 3.5, A 中存在非零中心投影 E 可表示成一簇

两两正交且两两等价的有限投影 {Eα : α ∈ Λ} 的和. 若用 EP 替代 P , 则我们可再假设 E = I, 从而

I =
∑

α∈Λ Eα, 其中 Eα 为有限投影, Eα1 ∼ Eα2 (α1, α2 ∈ Λ). 利用此等价投影簇, 我们可构造 A 中的

矩阵单位 {Eα,β : α, β ∈ Λ} 使得 Eα,α = Eα.

如果存在某个投影 Eα 和中心投影 F 使得 FEα - FP , 则取 Q 6 FP 使得 Q ∼ FEα. 因为 FEα

有限, 所以可取酉算子 U ∈ A 使得 Q = U∗FEαU . 由
∑

β∈Λ FEβ = F 可得:

CQ = F = U∗FEαU +
∑
β ̸=α

U∗FEβU = Q+
∑
β ̸=α

U∗FEβU.

如果没有这样的中心投影 F , 那么我们可以假设存在 α ∈ Λ 使得 P ≺ Eα. 此时, P 为有限投影;

取酉算子 V ∈ A 使得 P 6 U∗EαU . 不妨设 U = I, 这样可以沿用上面的记号来代替 U∗ · U , 可有

P 6 Eα, 从而 P ∈ EαAEα. 由引理 3.4, P 包含了 EαAEα 中的一个首一投影 Q, 所以存在正交的投影

集 {Qi}16i6n 使得 Qi ∼ Q 和 EαCQ = Q+
∑

i Qi 成立. 因此

CQ =
∑
β

Eβ,αEαCQEα,β =

(
Q+

∑
i

Qi

)
+

∑
β ̸=α

Eβ,α

(
Q+

∑
i

Qi

)
Eα,β .

引理得证.

因为任意 von Neumann 代数都是半有限的和纯无限的 (即 III 型的) von Neumann 代数的直和,

所以我们有下面的推论.

推论 3.1 设 A 是个 von Neumann 代数, P 为 A 中的非零投影, 则 A 中存在 P 的非零子投影

Q 以及正交的非零投影簇 {Qα : α ∈ Λ}, 使得 CQ = Q+
∑

α Qα 成立, 其中 CQ 是 Q 在 A 中的中心

支撑, Qα ∼ Q, α ∈ Λ.

由此推论和 Zorn 引理, 我们可得下面的定理.

定理 3.1 设 A 是个 von Neumann 代数, P 为 A 中的任一非零投影, 则 A 中存在 P 的子投影

族 {Qα : α ∈ Λ} 满足如下性质:

(i) 中心支撑族 {CQα : α ∈ Λ} 两两正交, 且 P 的中心支撑 CP =
∑

α∈Λ CQα ;

(ii) 对于每个 α ∈ Λ, 都存在投影族 {Qα,i : i ∈ Jα} 使得 CQα = Qα +
∑

i∈Jα
Qα,i, 其中对每个

α ∈ Λ 和 i ∈ Jα, 有 Qα,i ∼ Qα.

接下来我们证明本节的主要定理.

定理 3.2 设 A 为作用在 Hilbert 空间 H1 上的 von Neumann 代数, φ 为 A 到 Hilbert 空间 H2

上的一个忠实正规的 * 表示. 若 L 为 A中的一个投影格, 则 L 在 H1 上自反当且仅当 φ(L) 在 H2 上

自反.

证明 我们仅证明: 当 L在 H1 上自反时, φ(L)在 H2 上也是自反的. 由 von Neumann代数的表

示理论, 存在 Hilbert 空间 K 和投影 P ′ ∈ A′⊗B(K) = (A⊗IK)′ (⊆ B(H1 ⊗K)), 以及存在 P ′(H1 ⊗K)

到 H2 上的酉算子 U 满足:

φ(A) = U(A⊗ IK)P
′|P ′(H1⊗K)U

∗, A ∈ A.
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容易验证, L 在 H1 上的自反性和 L 扩充到 H1 ⊗K 上的自反性等价. 又子空间格的自反性在酉等价

下保持不变,因此要证明 φ(L)的自反性, 我们只需证明由 P ′ 诱导的 “限制”也保持自反性, 即当把 A

看成是作用在 H = H1 ⊗K 上的 von Neumann 代数时, L (⊂ A ⊆ B(H)) 在 H 上的自反性可以诱导出
P ′L (⊂ P ′A|P ′H) 在 P ′(H) 上的自反性, 这里的 P ′ ∈ A′, 且可以设 CP ′ = I.

由定理 3.1 (注意: 这里的 A′ 相当于定理 3.1 中的 A), A′ 中存在 P ′ 的中心支撑互相正交的子

投影族 {Qα : α ∈ Λ} 使得
∑

α∈Λ CQα = I, 且对每个 Qα, A
′ 中存在投影族 {Qα,i : i ∈ Jα} 使得

CQα = Qα +
∑

i∈Jα
Qα,i, 其中对每个 i ∈ Jα, 有 Qα,i ∼ Qα.

令 Q′ =
∑

α Qα 6 P ′. 由引理 3.1 可知, Q′L (⊂ Q′A|Q′H) 的自反性可诱导 P ′L 的自反性. 因此,

我们仅证明 Q′L 的自反性. 记 Hα = CQα(H), 则 H =
∑

α∈Λ ⊕Hα. 因为 Qα,i ∼ Qα, 所以可取 A′ 中

的部分等距算子 Wα,i 使得 Wα,iW
∗
α,i = Qα, W

∗
α,iWα,i = Qα,i. 定义

Vα : Hα → QαH⊕
( ∑

i∈Jα

⊕Qα,iH
)
, ξ 7→ Qαξ ⊕

( ∑
i∈Jα

⊕Wα,iξ

)
,

则 Vα 是 Hα 到 QαH⊕ (
∑

i∈Jα
⊕Qα,iH) 上的酉算子. 令

V =
∑
α∈Λ

⊕Vα,

则 V 是 H 到
∑

α∈Λ ⊕(QαH⊕ (
∑

i∈Jα
⊕Qα,iH)) 上的酉算子.

用 V AV ∗ 和 V LV ∗ 分别替代 A 和 L, 我们不妨设 H =
∑

α∈Λ ⊕(QαH ⊕ (
∑

i∈Jα
⊕Qα,iH)). 此

时, 对任意 E ∈ L, 有 E =
∑

α∈Λ ⊕(Eα ⊕ (
∑

i∈Jα
⊕Eα,i)), Q′ =

∑
α∈Λ ⊕(I ⊕ (

∑
i∈Jα

⊕0)), 其中

Eα = QαE|QαH, Eα,i = Qα,iE|Qα,iH. 由引理 3.3, L 的自反性蕴含了 Q′L 的自反性. 定理证毕.

推论 3.2 设 L 是 von Neumann 代数 A 的一个 KS- 格, φ 为 A 在 Hilbert 空间 K 上的一个忠
实的、正规的 * 表示, 则 φ(L) 是 von Neumann 代数 φ(A) 的 KS- 格.

证明 由定理 3.2, φ(L) 是个自反格. 若它不是一个 KS- 格, 则存在 φ(L) 的自反子格 L0 使得 L0

生成 von Neumann 代数 φ(A), 进而 φ−1(L0) 生成 von Neumann 代数 A. 上面的定理蕴含了 φ−1(L0)

为 L 的是自反子格, 此与 L 是个 KS- 格矛盾. 因此, φ(L) 为 KS- 格. 推论证毕.

4 von Neumann 代数诱导的格运算

von Neumann代数理论中常见的运算有直和、张量积、半直积和自由积等. 容易验证,若设 L1 和

L2 分别是 von Neumann 代数 A1 和 A2 中的投影格, 则 (von Neumann) 代数直和 A1 ⊕ A2 自然诱导

了 L1 ⊕ L2 上的投影格结构, 并且 L1 和 L2 的自反性蕴含了 L1 ⊕ L2 的自反性; 进一步地, 它们所对

应的自反代数也具有直和关系. 但是, 这样的直和运算在研究自反代数结构时意义不是很大. 非自伴

代数的张量积虽是人们很关心的问题 (见 [1,2]), 但这方面的研究并没有很系统的结果, 其主要原因是

张量积运算常常改变了代数的特点, 比如, 三角代数或套代数的张量积不能保持三角性或套代数的特

点. 同样地, 研究非自伴算子代数的自由积也会遇到类似的问题. 下面我们将研究一种 “变形的” 约化

(reduced) 自由积.

设 A1 和 A2 为两个 von Neumann 代数, ρ1 和 ρ2 分别是它们上的忠实的正规态 (faithful normal

state). 记 Hi 是由 (Ai, ρi) 作 GNS 构造得到的 Hilbert 空间, 令 H = H1 ⊕ H2. 设 I1 和 I2 分别为

H1 和 H2 上的恒等算子, 定义 B1 = A1 ⊕ CI2, B2 = CI1 ⊕ A2. 显然, B1 和 B2 为 H 上的两个 von
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Neumann 代数. 我们再把 ρ1 和 ρ2 分别扩充到 B1 和 B2 上:

τ1(A1 + λI2) =
1

2
ρ1(A1) +

1

2
λ, A1 ∈ A1, λ ∈ C;

τ2(λI1 +A2) =
1

2
ρ2(A2) +

1

2
λ, A2 ∈ A2, λ ∈ C.

易见, τi 为 Bi 上的忠实的正规态, i = 1, 2.

定理 4.1 在上述记号下, 设 Li 是由 Ai 中的一些投影组成的格, 且 0, Ii ∈ Li, i = 1, 2. 令

A = (B1, τ1) ∗ (B2, τ2) 为 B1 和 B2 的约化自由积, 则 L1 和 L2 在 A 中生成的子空间格 (自然地) 同构

于 L1 × L2, 且格的结构由下面关系给出

(P1, P2) ∧ (Q1, Q2) = (P1 ∧Q1, P2 ∧Q2),

(P1, P2) ∨ (Q1, Q2) = (P1 ∨Q1, P2 ∨Q2), P1, Q1 ∈ L1, P2, Q2 ∈ L2.

证明 令 τ = τ1 ∗ τ2. 由自由积的定义, 对任意投影 P 属于 L1 或 L2, 我们都有 τ(P ) 6 1
2 . 注意

到, 相对于 τ , A1 和 A2 (从而 L1 和 L2) 是自由独立的, 所以我们可以定义 L1 和 L2 到 L1 × L2 中的

嵌入: 当 P ∈ L1, 令 P 7→ (P, 0); 或 P ∈ L2 时, 令 P 7→ (0, P ). 由自由投影的性质, 很容易验证在这样

的嵌入下, L1 × L2 上诱导出的格结构满足定理中的要求. 定理证毕.

定义 4.1 在上述记号下, 称 A = (B1, τ1) ∗ (B2, τ2) 为 (A1, ρ1) 和 (A2, ρ2) 的半自由积 (semi-free

product), 并记为 A = (A1, ρ1)♮(A2, ρ2) 或简记为 A = A1♮A2, 记 L1♮L2 为 L1 和 L2 在 A 中生成的子

空间格.

因为 von Neumann 代数的约化自由积依赖于正规态的选择, 所以我们定义的半自由积也依赖于

态的选取. 当考虑有限 von Neumann 代数时, 我们可以假设态为迹态 (tracial state). 在以后的文章中

我们将研究自反子空间格的半自由积的自反性. 特别地, 考虑当 L1 ⊂ A1 和 L2 ⊂ A2 为两个 KS- 包

含时, L1♮L2 ⊂ A1♮A2 是否也是一个 KS- 包含的问题.
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