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摘要 本文基于生灭过程的生灭演化机理, 将生物繁衍过程描述为有向随机图过程 – 随机分枝树, 建

立了出生率与年龄段有关的生灭分枝树演化模型. 本文研究了任一节点在不同年龄及临死时刻的出度

分布、虚出度分布和拟出度分布,并证明了拟出度过程是随机时刻终止的 Poisson过程,讨论了首生年

龄及相对出生年龄的分布, 给出了任一节点成为孤立节点的概率.

关键词 随机图 生灭过程 分枝树

MSC (2010) 主题分类 60G05, 68R10

1 引言

在 G-W 分枝过程中, 假定每个粒子独立同分布地产生后代, 并且假定所有粒子寿命都是一个单

位时间. 为更客观地描述生物人口模型, G-W 分枝模型已被拓广到许多不同的分枝模型. 李应求和胡

杨利等人 [1–3] 研究了随机环境中随机游动上的分枝系统和依赖年龄的分枝过程,依赖年龄的分枝过程

由 Bellman 和 Harris [4–6] 引入. 物理学家和数学家们为了研究随机介质相关问题提出了随机环境中

的分枝过程 [7, 8], 许多学者做了相关研究 [1–3,9–14]. 但其研究的主要问题集中于种群规模 (人口数) 和

种群最终灭绝概率等问题, 忽视了生物种群内部结构和个体之间的关系 (如年龄结构和辈分结构等),

导致其应用的局限性. 自 20 世纪 60 年代由 Erdös 和 Rényi [15] 建立随机图理论以来, 随机图 (网络)

演化理论已广泛渗透到自然科学和社会科学的不同研究领域, 涌现出不少图值过程 (或网络演化) 的

文献 [16–19]. 从网络演化的视角重新审视经典的生物繁衍模型亦成必然, 特别是受到 Capobianco 和

Frank [16] 的启发, 基于生灭过程的生灭演化机理, 本文构建了一类出生率与年龄段有关的生灭分枝树

演化模型. 本文主要研究了任一节点在不同年龄及临死时刻的出度分布、虚出度分布和拟出度分布,

并证明了拟出度过程是随机时刻终止的 Poisson 过程, 讨论了首生年龄及相对出生年龄的分布, 给出

了任一节点成为孤立节点的概率.
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2 模型描述

设一种群是由不同生物个体 (节点) 组成的网络, 该网络演化基于如下基本假设条件:

(1) 该种群中各个节点是同质且相互独立的;

(2) 常数 α > 0 表示该种群节点的死亡率;

(3) 将节点年龄按照出生率分为 M 个年龄段 [Sm−1, Sm), 1 6 m 6 M , 其中 0 = S0 < S1 < · · ·
< SM−1 < SM = +∞, 常数 βm > 0, 1 6 m 6M, 表示节点在年龄段 [Sm−1, Sm) 的出生率;

(4) 任一节点在活着的条件下, 它在未来不同时段内的繁殖行为是条件独立的;

(5) 任一节点在活着的条件下, 在未来时段内死亡和繁殖行为是条件独立的;

(6) 除了初始节点外, 一个节点属于该种群当且仅当存在唯一一个属于该种群的节点为其父节点;

(7) 在 t = 0 时刻, 该网络当且仅当有一个初始节点 (该条件并非本质的, 只是为了叙述的方便).

基于上述基本假设条件, 出生率与年龄段有关的分枝树演化模型叙述如下. 设 i 是网络中任一节

点, 在 t (> 0) 时刻其年龄为 s > 0, ∃m, 1 6 m 6 M, 使得 s ∈ [Sm−1, Sm), 对充分小的 ∆t > 0, 节点 i

在活着的条件下, 于 [t, t+∆t) 时段内死亡的条件概率为 α∆t+ o(∆t), 于 [t, t+∆t) 时段内生产 1 个

子节点的条件概率为 βm∆t+ o(∆t), 而生产多个子节点的条件概率是 o(∆t). 在该网络中, 如果 j 是 i

的子节点,则称在 i和 j 之间存在一条从始端 i指向终端 j 的有向链边. 当父、子节点都活着时,则它

们之间的链边为有向实线链边, 当父、子节点中至少有一者死亡时, 则它们之间的链边为有向虚线链

边. 死亡节点, 称为虚节点, 否则为实节点 (用虚线圆表示虚节点, 而用实线圆表示实节点).

如此, 在 t > 0 时刻, 由节点 (实节点和虚节点) 和有向链边 (实的和虚的) 构成一个有向随机图

(树) Gt(·), 而节点的繁衍过程即是一个随机图过程 {Gt(·), t > 0}. 该模型, 其出生率与年龄段有关而

死亡率与年龄段无关, 简称为出生率与年龄段有关的生灭分枝树, 记为 {Gt(α;βr, 1 6 r 6M) : t > 0}.
注 1 模型 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 的一个特款是 {Gt(α, β) : t > 0}, 其出生率不依赖于

年龄段、是一个常数的情形. 此时, 模型 {Gt(α, β) : t > 0} 是一个 Markov 随机树过程, 即取值为树

(一个孤立节点也视为一个树) 的 Markov 链; 在 t 时刻活着的节点数 Z(t) 是一个非负整值随机变量,

且 {Z(t) : t > 0} 是一个线性生灭过程. 然而, 取值为树的随机过程 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 不
是 Markov 过程; 而且在 t 时刻活着的节点数不构成一个生灭过程, 也不是 Markov 的. 但是, 通过扩

维状态空间, 可以证明扩维后的过程是个 Markov 过程, 而 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 是其边沿过
程, 即有下面存在性定理.

由模型的定义知, ∀ t > 0, 在 (0, t] 时段内出生的子节点数是有限的, 且在同一时刻不会同时出生

两个或两个以上的子节点, 所以, 初始节点 (规定它为节点 1) 以及它的所有后代节点依出生时刻的先

后顺序可以编号为 1, 2, . . . , n, . . .

∀n > 1,记

n⃗ = (1, 2, . . . , n);

f⃗(n) = (f1, f2, . . . , fn) : f1 = 0, 1 6 fk 6 k − 1, 2 6 k 6 n;

i⃗(n) = (i1, i2, . . . , in) : ik ∈ {0, 1}, 1 6 k 6 n;

b⃗(n) = (b1, b2, . . . , bn) : bi ∈ R+, 1 6 i 6 n 且 0 = b1 < b2 < · · · < bn,

(2.1)

其中, n⃗ 是节点标号向量; f⃗(n) 是节点间的邻接关系 (父子关系) 向量; f1 = 0 表示初始节点无父节点;

fk = j, 1 6 j 6 k − 1 表示节点 j 是节点 k 的父节点, 2 6 k 6 n; i⃗(n) 是节点的生死状态向量: ik = 1

表示节点 k 活着, ik = 0 表示节点 k 已死亡, 1 6 k 6 n; b⃗(n) 是节点出生时刻向量: b1 = 0 表示在 0
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时刻有一个初始节点, bj 表示第 j 个节点出生于时刻 bj , 2 6 j 6 n, b1 < b2 < · · · < bn 表示在同一时

刻没有两个或两个以上的节点出生.

记

F̄n = {f⃗(n) : f⃗(n)满足 (2.1)}, Ēn = {⃗i(n) : i⃗(n)满足 (2.1)}, B̄n = {⃗b(n) : b⃗(n)满足 (2.1)},

C3×n = (n⃗, f⃗(n), i⃗(n)), S(3)
n = {n⃗} × F̄n × Ēn,

C4×n = (n⃗, f⃗(n), i⃗(n), b⃗(n)), Sn = {n⃗} × F̄n × Ēn × B̄n, S =
∞∪
n=1

Sn.

对 ∀C4×n = (n⃗, f⃗(n), i⃗(n), b⃗(n)),记 I(C4×n) = {k : ik = 1}.

对 ∀ k ∈ I(C4×n),记

Dk(C4×n) = {C4×(n+1) = (
−−−→
n+ 1, f⃗(n+ 1), r⃗(n+ 1), b⃗(n+ 1)) :

b⃗(n+ 1) = (⃗b(n), bn+1), f⃗(n+ 1) = (f⃗(n), fn+1), fn+1 = k, rj 6 ij , 1 6 j 6 n}.

给定 C4×n = (n⃗, f⃗(n), i⃗(n), b⃗(n))及 bn6s<t,在 Sn+1 上定义函数 fn(s, t, C4×(n+1) | C4×n) : ∀C4×(n+1)

= (
−−−→
n+ 1, f⃗(n+ 1), r⃗(n+ 1), b⃗(n+ 1)),

f (k)n (s, t, C4×(n+1) | C4×n) = ĨDk(C4×n)(C4×(n+1))

( ∏
j∈I(C4×n)
j ̸=k,rj=0

∫ t

s

e−[λ(y−bj)−λ(s−bj)]αe−α(y−s)dy

)

×
( ∏
j∈I(C4×n)
j ̸=k,rj=1

e−[λ(t−bj)−λ(s−bj)]e−α(t−s)
)

× λ(bn+1 − bk)g1(t, bk, rk) · g2(t, bn+1, rn+1),

fn(s, t, C4×(n+1) | C4×n) =
∑

k∈I(C4×n)

f (k)n (s, t, C4×(n+1) | C4×n),

其中 ĨA(·) 为示性函数, λ(t) =
∑M
r=1 βr(t ∧ Sr − t ∧ Sr−1) (参见引理 3 或定理 2),

g1(t, bk, rk) =


e−α(t−s)e−[λ(t−bk)−λ(s−bk)], rk = 1,

e−[λ(bn+1−bk)−λ(s−bk)]
∫ t

bn+1

e−[λ(y−bk)−λ(bn+1−bk)]αe−α(y−s)dy, rk = 0,

g2(t, bk, rn+1) =


e−α(t−bn+1)e−λ(t−bn+1), rn+1 = 1,∫ t

bn+1

e−λ(y−bn+1)αe−α(y−bn+1)dy, rn+1 = 0,

fn(s, t, C4×(n+1) | C4×n)的直观含义是由 s时刻的状态 C4×n 转移到 t时刻的状态 C4×(n+1) 时第 n+1

个节点出生时刻的条件概率密度函数.

设 dbn+1是 (s, t]上的 Lebesgue测度,对给定的 b⃗(n),且 bn6s,则 δ{⃗b(n)}×dbn+1是 (B̄n+1,B(B̄n+1))

上的测度. 设 µn+1(·) 是 (S
(3)
n+1,B(S

(3)
n+1)) 上的计数测度. 记 νn+1(·) = µn+1 × (δ{⃗b(n)} × dbn+1)(·), 则

νn+1(·) 是 (Sn+1,B(Sn+1)) 上的测度. 令 ∀Dn+1 ∈ B(Sn+1),

Qn(s, t,Dn+1 | C4×n) =

∫
Dn+1

fn(s, t, C4×(n+1) | C4×n)νn+1(dC4×(n+1)),
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则∀ 0 6 s < t, C4×n ∈ Sn, Qn(s, t, · | C4×n) 是 (Sn+1,B(Sn+1)) 上的一个测度, 对 ∀ 0 6 s < t, 及

Dn+1 ∈ B(Sn+1), Qn(s, t,Dn+1 | ·) 是 (Sn,B(Sn)) 上的一个可测函数.

记

A2×n =

 n⃗

f⃗(n)

 , B2×n =

 i⃗(n)

b⃗(n)

 , C4×n =

 A2×n

B2×n

 .

设分枝树 Gt(α;βr, 1 6 r 6M) 中节点数为 N(t), 则 Gt(α;βr, 1 6 r 6M) 可表示为

Gt(α;βr, 1 6 r 6M) = A2×N(t).

B2×N(t) 表示 Gt(α;βr, 1 6 r 6M) 中 N(t) 个节点的出生时刻及生死状况的矩阵, 记

Xt =

 A2×N(t)

B2×N(t)

 = C4×N(t).

定理 (存在性) {Xt : t > 0} 是一个以 S 为状态空间的非时齐 Markov 过程, 其转移函数为 (2.2),

且 {Gt(α;βr, 1 6 r 6M) : t > 0} 是其边沿过程.

根据模型定义, {Xt : t > 0} 满足 Markov 性是明显的. 下面求 {Xt : t > 0} 的转移函数.

∀D ∈ B(S), 0 6 s < t, n > 1, C4×n = (n⃗, f⃗(n), i⃗(n), b⃗(n)) ∈ Sn, 下式中 Dm ∈ B(Sm),

P (X(t) ∈ D | X(s) = C4×n) =

∞∑
m=1

P (X(t) ∈ D,N(t) = m | X(s) = C4×n)

=

∞∑
m=1

P (X(t) ∈ Dm | X(s) = C4×n)

= P (X(t) ∈ Dn | X(s) = C4×n)

+
∞∑

m=n+1

P (X(t) ∈ Dm | X(s) = C4×n). (2.2)

下面分别求出上述和式中的各项. 记 D̂n = {r⃗(n) : (n⃗, f⃗(n), r⃗(n), b⃗(n)) ∈ Dn}, 那么

P (X(t) ∈ Dn | X(s) = C4×n) =
∑

r⃗(n)∈D̂n

∏
j∈I(C4×n)rj=0

∫ t

s

e−[λ(y−bj)−λ(s−bj)]αe−α(y−s)dy

×
∏

j∈I(C4×n)
rj=1

e−[λ(t−bj)−λ(s−bj)]e−α(t−s) (2.3)

记 m = n+ k, k > 1,

P (X(t) ∈ Dm | X(s) = C4×n) =P (X(t) ∈ Dn+k | X(s) = C4×n)

=

∫
Sn+1

· · ·
∫
Sn+k−1

∫
Dn+k

Qn(s, bn+1,dC4×(n+1) | C4×n) · · ·

×Qn+k−2(bn+k−2, bn+k−1,dC4×(n+k−1) | C4×(n+k−2))

×Qn+k−1(bn+k−1, t,dC4×(n+k) | C4×(n+k−1)), (2.4)
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将 (2.3) 和 (2.4) 代入 (2.2) 即得到 {Xt : t > 0} 的转移函数.

不难证 S 是可分完备距离空间 R∞ 的一个 Borel 子集, 由 Markov 过程存在性定理 [20] 即可得到

{Xt : t > 0} 存在性证明, 而 {Gt(α;βr, 1 6 r 6M) : t > 0} 是其边沿过程, 其存在性是明显的.

生灭分枝树 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 中各个节点是同质的, 本文将以任一节点 i 为代表展

开讨论.

定义 1 已知节点 i 的出生时刻为 tb, 死亡时刻为 td, 则 td − tb 称为节点 i 的寿命, 记为 Yi.

定义 2 已知节点 i 的出生时刻为 tb, 设 t > tb, 则 t− tb 称为节点 i 在 t 时刻的年龄.

考虑到子节点可能会死亡, 下面给出 “度” 的定义.

定义 3 已知节点 i 出生时刻为 tb, 设 t > tb, 在时刻 t 以节点 i 为始端的实线链边数目, 称为

节点 i 在 t 时刻的出度或在年龄 t − tb 的出度; 在时刻 t 以节点 i 为始端的虚线链边数目, 称为节

点 i 在 t 时刻的虚出度或在年龄 t− tb 的虚出度; 在时刻 t 以节点 i 为始端的链边 (包括实的和虚的)

数目, 称为节点 i 在 t 时刻的拟出度或在年龄 t − tb 的拟出度. 在时刻 t 以节点 i 为终端的实线链边

数目, 称为节点 i 在 t 时刻的入度或在年龄 t− tb 的入度; 在时刻 t 以节点 i 为终端的虚线链边数目,

称为节点 i 在 t 时刻的虚入度或在年龄 t− tb 的虚入度.

3 度分布与拟出度过程

引理 1 设 i 是分枝树 {Gt(α;βr, 1 6 r 6M) : t > 0} 中的任一节点, 则节点 i 的寿命 Yi 服从均

值为 1
α 的指数分布.

节点 i 的寿命的分布函数和概率密度函数分别记为 FYi(·) 和 fYi(·).
定理 1 设 i 是生灭分枝树 {Gt(α;βr, 1 6 r 6M) : t > 0} 中的任一节点, X1 表示节点 i 死亡时

刻的拟出度 (即死亡前生产的子节点数), 则 X1 的分布为 ∀ k > 0,

P (X1 = k) =
M∑
m=1

∫ Sm

Sm−1

∑
k1+···+km=k

m−1∏
j=1

[βj(Sj − Sj−1)]
kje−βj(Sj−Sj−1)

kj !

× [βm(t− Sm−1)]
kme−βm(t−Sm−1)

km!
αe−αtdt.

证明 不妨假设节点 i 的出生时刻为 tb = 0, 由全概率公式得 ∀ k > 0,

P (X1 = k) =

∫ +∞

0

P (X1 = k | Yi = t)fYi(t)dt =

M∑
m=1

∫ Sm

Sm−1

P (X1 = k | Yi = t)fYi(t)dt. (3.1)

当 t ∈ [Sm−1, Sm) 时, 将每个年龄段 [Sr−1, Sr), 1 6 r 6 m− 1 都等分成 n 个小区间,[
Sr−1 +

j − 1

n
(Sr − Sr−1), Sr−1 +

j

n
(Sr − Sr−1)

)
, 1 6 j 6 n,

亦将年龄段 [Sm−1, t) 等分成 n 个小区间,[
Sm−1 +

j − 1

n
(t− Sm−1), Sm−1 +

j

n
(t− Sm−1)

)
, 1 6 j 6 n.

记 ϵn(r) =
Sr−Sr−1

n , 1 6 r 6 m − 1, ϵn(t) =
t−Sm−1

n , 由分枝树的定义知, 节点 i 在小区间段 [Sr−1 +

(j − 1)ϵn(r), Sr−1 + jϵn(r)) 内生产一个子节点的概率是 βr(ϵn(r)) + o(ϵn(r)), 而生产多个节点的概率
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为 o(ϵn(r)), 1 6 j 6 n, 1 6 r 6 m − 1; 节点 i 在小区间段 [Sm−1 + (j − 1)ϵn(t), Sm−1 + jϵn(t)) 内

生产一个子节点的概率是 βm(ϵn(t)) + o(ϵn(t)), 而生产多个节点的概率为 o(ϵn(t)), 1 6 j 6 n. 所以当

t ∈ [Sm−1, Sm) 时,

P (X1 = k | Yi = t) =
∑

k1+···+km=k

m−1∏
r=1

(
n

kr

)
(βr(ϵn(r)) + o(ϵn(r)))

kr (1− βr(ϵn(r)) + o(ϵn(r)))
n−kr

×
(
n

km

)
(βm(ϵn(t)) + o(ϵn(t)))

km(1− βm(ϵn(t)) + o(ϵn(t)))
n−km .

令 n→ +∞, 并注意到 ϵn(r) → 0, ϵn(t) → 0. 于是取极限得

P (X1 = k | Yi = t) =
∑

k1+···+km=k

m−1∏
r=1

[βr(Sr − Sr−1)]
kre−βr(Sr−Sr−1)

kr!

[βm(t− Sm−1)]
kme−βm(t−Sm−1)

km!
.

将上式代入 (3.1) 即得定理的证明. 定理证毕.

推论 1 设 i是分枝树 {Gt(α;β) : t > 0}中的任一节点, X1 表示节点 i死亡时刻的拟出度,则 X1

服从参数为 β
α+β 的几何分布, 即

P (X1 = k) =

(
β

α+ β

)k
α

α+ β
, k = 0, 1, 2, . . .

推论 2 (1) 设 A 表示分枝树 {Gt(α;βr, 1 6 r 6M) : t > 0} 中的任一节点 i 在其存活期内一直

是分枝树的 “叶” (即在存活期内从未生产子节点), 则

P (A) =

M∑
m=1

m−1∏
j=1

e−βj(Sj−Sj−1)[e−(βm+α)Sm−1 − e−(βm+α)Sm ]
α

βm + α
eβmSm−1 ;

(2) {Gt(α;β) : t > 0} 中任一节点 i 在其存活期内一直是分枝树的 “叶” 的概率为 α
α+β .

定义 4 设 λ(t), t > 0 是一个单调不减的连续函数, 并且 λ(0) = 0, 若 ∃T > 0, 使得 T = inf{t0 :

λ(t) = λ(t0), t > t0} , 则称 λ(t) 为在 T 终止上升的单调不减连续函数. 特别地, 当 λ > 0, T > 0, 定义

λ(t) = λ · (t ∧ T ) , 则 λ(t) 是一个在 T 终止上升的单调不减连续函数.

定义 5 设 λ(t)是一个在时刻 T 终止上升的单调不减连续函数, {N(t) : t > 0}是一个以 λ(t)为

其强度函数的 Poisson 过程, 则称其为在 T 时刻终止的 (非时齐) Poisson 过程, 简称 T - 终止 Poisson

过程; 若 {N(t) : t > 0} 是一个以 λ(t) 为其强度函数的 Poisson 过程, 则称它为在 T 时刻终止的时齐

Poisson 过程, 简称 T - 终止时齐 Poisson 过程.

引理 2 设 λ(t)是严格单调增加的连续函数, T (ω)是 (Ω, F, P )上的随机变量, P (T (ω) > 0) = 1.

令 λ̂(t, ω) = λ(t∧ T (ω)),则对几乎所有的 ω ∈ Ω, λ̂(t, ω) = λ(t∧ T (ω))是在 T (ω)终止上升的单调不减

连续函数.

定义 6 设 λ(t) 是严格单调增加函数, T (ω) 是 (Ω, F, P ) 上的随机变量, 且 P (T (ω) > 0) = 1,

{N(t) : t > 0} 是点过程. 若在 T (ω) = T 条件下, 点过程 {N(t) : t > 0} 是以 λ(t ∧ T ) 为强度函数的
Poisson 过程, 则称点过程 {N(t) : t > 0} 是在随机时刻 T (ω) 终止的强度函数为 λ(t) 的 Poisson 过程,

简称为随机终止的 Poisson 过程.

定义 7 设 i 是 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 中的任一节点, N(t) 表示节点 i 在年龄 t 前已生

产的子节点数, 即节点 i 在年龄 t 时刻的拟出度, 称 {N(t) : t > 0} 为节点 i 的拟出度过程.
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下面将证明分枝树 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 中的任一节点的拟出度过程是随机终止的
Poisson 过程, 其随机终止时刻为节点 i 的寿命 Yi(ω).

引理 3 ∀ t > 0, 令 λ(t) =
∑M
r=1 βr(t∧ Sr − t∧ Sr−1), 则 λ(t) 是 [0,+∞) 上的严格单调增加连续

函数.

定理 2 设 i 是 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 中的任一节点, 则节点 i 的拟出度过程 {N(t) :

t > 0} 是在随机时刻 Yi 终止的、强度函数为 λ(t) 的 Poisson 过程, 其中

λ(t) =
M∑
r=1

βr(t ∧ Sr − t ∧ Sr−1), t > 0.

证明 由分枝树的定义知, 在 Yi = y > 0 的条件下, ∀ 0 6 s < t 6 y, ∀ k > 0,

P (N(t)−N(s) = k | Yi = y) =
(λ(t)− λ(s))k

k!
e−(λ(t)−λ(s)).

由引理 3 知, λ(t) 是一个严格单调增加连续函数, 而且 P (Yi > 0) = 1. 于是由定义 6 知, {N(t) :

t > 0} 是在随机时刻 Yi 终止的、强度函数为 λ(t) 的 Poisson 过程. 定理证毕.

定理 3 设 i 是 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 中的任一节点, N(t) 表示节点 i 在年龄 t 时刻的

拟出度, X1 是节点 i 在死亡时刻的拟出度, 则

(1) N(t) 分布列为 P (N(t) = k) =
∫ +∞
0

λk(t∧y)
k! e−λ(t∧y)αe−αydy, k > 0.

(2) X1 分布列为 P (X1 = k) =
∫ +∞
0

λk(y)
k! e−λ(y)αe−αydy, k > 0.

证明 (1) 由定理 2 和全概率公式得

P (N(t) = k) =

∫ +∞

0

P (N(t) = k | Yi = y)fYi(y)dy =

∫ +∞

0

λk(t∧y)
k! e−λ(t∧y)αe−αydy, k > 0.

(2) 由定理 2 及定理 3(1) 得

P (X1 = k) = lim
t→∞

∫ +∞

0

λk(t∧y)
k! e−λ(t∧y)αe−αydy =

∫ +∞

0

λk(y)
k! e−λ(y)αe−αydy, k > 0.

定理证毕.

定理 1 曾给出过 X1 的分布列, 而定理 3(2) 用更为简洁的表达式再一次给出了 X1 的分布列.

引理 4 设 i 是 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 中的任一节点, ξ(Sr−1, Sr−1 + a) 表示节点 i 在

其年龄段 [Sr−1, Sr−1 + a) (0 < a 6 Sr − Sr−1) 生产的且在 Sr−1 + a 仍活着的子节点数. 记 λr =
βr

α ,

F (a) = 1− e−αa, 则 ξ(Sr−1, Sr−1 + a) 的条件分布列为如下 Poisson 分布:

P (ξ(Sr−1, Sr−1 + a) = k | Yi > Sr−1 + a) =
(λrF (a))

k

k!
e−λrF (a), k > 0.

证明 首先记

Pk(a) = P (ξ(Sr−1, Sr−1 + a) = k | Yi > Sr−1 + a), k = 0, 1, 2, . . .

显然 Pk(0) = δk0. ∀ 0 < a 6 Sr − Sr−1, 取充分小正数 ∆t, 由分枝树定义及全概率公式得

P0(a+∆t) = (1− βr∆t+ o(∆t))P0(a) + (α∆t+ o(∆t))(1− βr∆t+ o(∆t))P1(a),

Pk(a+∆t) = (1− βr∆t+ o(∆t))(1− kα∆t+ o(∆t))Pk(a)
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+ (1− βr∆t+ o(∆t))[(k + 1)α∆t+ o(∆t)]Pk+1(a)

+ (βr∆t+ o(∆t))[1− (k − 1)α∆t+ o(∆t)]Pk−1(a), k > 1.

整理可得

P ′
0(a) = lim

∆t→0+

P0(a+∆t)− P0(a)

∆t
= −βrP0(a) + αP1(a),

P ′
k(a) = lim

∆t→0+

Pk(a+∆t)− Pk(a)

∆t
= (−βr − kα)Pk(a) + (k + 1)αPk+1(a) + βrPk−1(a), k > 1.

设 u(x, a) 是分布列 {Pk(a), k > 0} 的概率母函数, 即 u(x, a) =
∑∞
k=0 Pk(a)x

k, 因此,

∂u(x, a)

∂a
=

∞∑
k=0

P ′
k(a)x

k

= −βrP0(a) + αP1(a) +
∞∑
k=1

[(−βr − kα)Pk(a) + (k + 1)αPk+1(a) + βrPk−1(a)]x
k,

其中

∞∑
k=1

[(−βr − kα)Pk(a)]x
k = βru(x, a)− βrP0(a)− αx

∂u(x, a)

∂x
,

∞∑
k=1

[(k + 1)αPk+1(a)]x
k = α

∂u(x, a)

∂x
− αP1(a),

∞∑
k=1

[βrPk−1(a)]x
k = βrxu(x, a).

综合上述式子可整理得概率母函数满足如下方程:
∂u(x, a)

∂a
+ α(x− 1)

∂u(x, a)

∂x
= βr(x− 1)u(x, a),

u(x, 0) = 1.
(3.2)

由于非负随机变量的概率母函数唯一确定分布列,方程 (3.2)的解 u(x, a) = e−(1−x)βr

α F (a) 是以 βr

α F (a)

为参数的 Poisson 分布的概率母函数, 所以分布列 {Pk(a), k > 0} 就是以 βr

α F (a) 为参数的 Poisson 分

布. 引理证毕.

引理 5 设 i 是 {Gt(α;βr, 1 6 r 6M) : t > 0} 中的任一节点, 设 b > Sr, η(r, b) (1 6 r 6M − 1)

表示节点 i 在年龄段 [Sr−1, Sr) 生产的且在时刻 b 仍活着的子节点数, 则 η(r, b) 的条件分布列为如下

Poisson 分布:

Pk(r, b) = P (η(r, b) = k | Yi > Sr) =
λk(α, b, r)

k!
e−λ(α,b,r),

其中 k > 0, λ(α, b, r) = λrF (Sr − Sr−1)e
−α(b−Sr), λr =

βr

α .

证明 由引理 4 及分枝树模型中的独立性假设条件得

Pk(r, b) = P (η(r, b) = k | Yi > Sr)

=
∞∑
n=k

P (η(r, b) = k | ξ(Sr−1, Sr) = n, Yi > Sr)P (ξ(Sr−1, Sr) = n | Yi > Sr)
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=

∞∑
n=k

[λrF (Sr − Sr−1)]
n

n!
e−λrF (Sr−Sr−1)

(
n

k

)
(βr(e

−α(b−Sr))k(1− e−α(b−Sr))n−k

=
λk(α, b, r)

k!
e−λ(α,b,r),

其中 k > 0, λ(α, b, r) = λrF (Sr − Sr−1)e
−α(b−Sr), λr =

βr

α . 引理证毕.

引理 6 设 t > Sr 且 b > Sr, 则 P (η(r, b) = k | Yi > Sr) = P (η(r, b) = k | Yi > t), 1 6 r 6M − 1.

证明 由模型中独立性假设和指数分布的无后效性即得到引理的证明.

引理 7 设 b ∈ [Sr−1, Sr), 1 6 r 6 M , 那么在 Yi > b 的条件下, 随机事件 η(1, b), η(2, b), . . . ,

η(r − 1, b), ξ(Sr−1, b) 是条件独立的, 记号如引理 4 和 5 所示.

证明 由模型中的独立性假设即得到引理的证明.

定理 4 设 i 是 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 中任一节点, 节点 i 在年龄 b 时刻的出度记

为 η(b), 当 b ∈ [Sm−1, Sm), 1 6 m 6M , 那么在 Yi > b 的条件下, η(b) 的条件分布是参数为 Λ(α, b,m)

的 Poisson 分布, 其中

Λ(α, b,m) =

m−1∑
r=1

λ(α, b, r) + λmF (b− Sm−1).

证明 显然 η(b) =
∑m−1
r=1 η(r, b)+ξ(Sm−1, b).由引理 7知,在 Yi > b的条件下, η(1, b), η(2, b), . . . ,

η(m − 1, b), ξ(Sm−1, b) 是条件独立的. 由引理 5 和 6 知, η(r, b), 1 6 r 6 m − 1 关于 Yi > b 的条件

分布列是参数为 λ(α, b, r) 的 Poisson 分布. 由引理 4 知, ξ(Sm−1, b) 服从参数为 λmF (b − Sm−1) 的

Poisson 分布. 于是由 Poisson 分布的可加性立得, η(b) 服从参数为 Λ(α, b,m) 的 Poisson 分布, 其中

Λ(α, b,m) =
∑m−1
r=1 λ(α, b, r) + λmF (b− Sm−1). 定理证毕.

推论 3 设 i是 {Gt(α;β) : t > 0}中的任一节点,在 Yi > b条件下,在年龄 b时刻的出度 η̃(b)的

条件分布是服从参数为 λF (b) 的 Poisson 分布, 即

P (η̃(b) = k | Yi > b) =
(λF (b))k

k!
e−λF (b), k > 0,

其中 λ = β
α , F (b) = 1− e−αb.

证明 由引理 4 或定理 4 易得该推论的证明.

引理 8 在 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 中, 设 a > 0 且 b > Sr−1 + a, ζb(Sr−1, Sr−1 + a) 表

示节点 i 在年龄段 [Sr−1, Sr−1 + a) 生产的而在年龄 b 前已死亡的子节点数, 则在 Yi > b 的条件下,

ζb(Sr−1, Sr−1 + a) 条件分布列是以 λ(r, a, b, α) 为参数的 Poisson 分布, 其中

λ(r, a, b, α) = βa

[
1− e−α(b−a) − e−αb

aα

]
.

证明 设 a > 0 且 b > Sr−1 + a, η(Sr−1, Sr−1 + a) 表示节点 i 在年龄段 [Sr−1, Sr−1 + a) 生产的

子节点数, 由全概率公式有

P (ζb(Sr−1, Sr−1 + a) = k | Yi > b)

=

∞∑
n=k

P (ζb(Sr−1, Sr−1 + a) = k, η(Sr−1, Sr−1 + a) = n | Yi > b)

=
∞∑
n=k

P (ζb(Sr−1, Sr−1 + a) = k | η(Sr−1, Sr−1 + a) = n, Yi > b)P (η(Sr−1, Sr−1 + a) = n | Yi > b)
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=
∑∞

n=k

(
n

k

)(∫ a

0

e−α(b−s)

a
ds

)n−k(
1−

∫ a

0

e−α(b−s)

a
ds

)k
(βra)

n

n!
e−βra

=
[λ(r, a, b, α)]k

k!
e−λ(r,a,b,α),

其中 λ(r, a, b, α) = βa[1− e−α(b−a)−e−αb

aα ]. 引理证毕.

引理 9 设 i 是分枝树 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 中的任一节点, 当 Sm−1 6 b < Sm 时,

ζb(Sr−1, Sr), 1 6 r 6 m− 1, 及 ζb(Sm−1, b) 关于 Yi > b 是条件独立的.

证明 由分枝树模型定义中条件独立性假设条件即得到引理的证明.

定理 5 设 i是 {Gt(α;βr, 1 6 r 6M) : t > 0}中的任一节点, ∀ b > 0, ζb(0, b)表示节点 i在年龄 b

时刻的虚出度, 即在年龄段 [0, b) 内死亡的子节点数, 当 b ∈ [Sm−1, Sm), 1 6 m 6 M 时, 在 Yi > b 条

件下, ζb(0, b) 服从参数为 Λm 的 Poisson 分布, 其中

Λm =
m−1∑
r=1

λ(r, Sr − Sr−1, b, α) + λ(m, b− Sm−1, b, α).

证明 记 Pr(·) = {Pr(k) : k > 0} 表示 ζb(Sr−1, Sr) 关于 Yi > b 的条件分布列, 1 6 r 6 m − 1;

Pm(·) = {Pm(k) : k > 0} 表示 ζb(Sm−1, b) 关于 Yi > b 的条件分布列. 显然

ζb(0, b) =
m−1∑
r=1

ζb(Sr−1, Sr) + ζb(Sm−1, b),

那么有

P (ζb(0, b) = k | Yi > b) = P

(m−1∑
r=1

ζb(Sr−1, Sr) + ζb(Sm−1, b) = k | Yi > b

)
.

由引理 9 知, P (ζb(0, b) = k | Yi > b) = ∗mr=1Pr(k), 其中 ∗mr=1Pr(k) 表示分布列 Pr(.), 1 6 r 6 m 的卷

积. 又由引理 8 知, Pr(·), 1 6 r 6 m− 1 是服从参数为 λ (r, Sr − Sr−1, b, α) Poisson 分布, 而 Pm(.) 服

从参数为 λ (m, b − Sm−1, b, α) 的 Poisson 的分布, 于是由 Poisson 分布的可加性即得定理的证明. 定

理证毕.

4 首生年龄、相对出生年龄及孤立节点

定义 8 在分枝树中, 节点 i 生产第一个子节点的年龄, 称为节点 i 的首生年龄.

定理 6 设 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 的任一节点 i 的首生年龄记为 Y , 则 ∀ t > 0, Y 关于

{N(t) = 1, Yi > t} 的条件分布函数为

FY (s | N(t) = 1, Yi > t) =


0, s < 0,

λ(s)

λ(t)
, 0 6 s 6 t,

1, s > t,

其中 λ(t) =
∑M
r=1 βr(t ∧ Sr − t ∧ Sr−1), t > 0.

证明 对 0 6 s 6 t, 有

FY (s | N(t) = 1, Yi > t) = P (Y 6 s | N(t) = 1, Yi > t)
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=
P (Y 6 s,N(t) = 1, Yi > t)

P (N(t) = 1, Yi > t)
=
λ(s)

λ(t)
,

其中 λ(t) =
∑M
r=1 βr(t ∧ Sr − t ∧ Sr−1), t > 0. 定理证毕.

定义 9 在分枝树 {Gt(α;βr, 1 6 r 6M) : t > 0} 中, 设节点 j 是节点 i 的子节点, 节点 i 生产子

节点 j 时的年龄为 ξj , 则存在 r, 使得 ξj ∈ [Sr−1, Sr), 1 6 r 6 M . 记 ηj = ξj − Sr−1, 称 ηj 为节点 j

的相应于父节点年龄段的相对出生年龄, 简称为节点 j 的相对出生年龄.

定理 7 设 i 是分枝树 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 中的任一节点, ∀ 0 < a < Sr − Sr−1,

1 6 r 6 M, η(Sr−1, Sr−1 + a) 表示节点 i 在年龄段 (Sr−1, Sr−1 + a) 生产的子节点数. ∀ t > Sr−1 + a,

在 {η(Sr−1, Sr−1 + a) = n, Yi > t} 的条件下, n 个子节点的相对出生年龄 η1, η2, . . . , ηn 的顺序统计量

η(1), η(2), . . . , η(n) 关于 {η(Sr−1, Sr−1 + a) = n, Yi > t} 条件分布与 n 个区间 [0, a] 上的均匀分布的独

立随机变量的顺序统计量的分布一致, 即条件概率密度为

f(s1, s2, . . . , sn) =
n!

an
, 0 < s1 < s2 < · · · < sn < a.

证明 设 ∀ 0 < a < Sr − Sr−1, ∀ 0 < s1 < s2 < · · · < sn < sn+1 = a, 取 δj > 0, 充分地小使得

sj + δj < sj+1, j = 1, 2, . . . , n. A 表示事件: 在 [sj , sj + δj ] 中恰有一个子节点出生, 1 6 j 6 n, 而在

[0, a) 的之外的时段无节点出生. 那么

P (sj 6 η(j) 6 sj + δj , j = 1, 2, . . . , n | η(Sr−1, Sr−1 + a) = n, Yi > t)

=
P (A)

P (η(Sr−1, Sr−1 + a) = n, Yi > t)
=
n!

an
δ1δ2 · · · δn.

从而顺序统计量 η
(1)
, η

(2)
, . . . , η

(n)
关于 {η(Sr−1, Sr−1 + a) = n, Yi > t} 的条件概率密度为

f(s1, s2, . . . , sn) =
n!

an
, 0 < s1 < s2 < · · · < sn < a.

而函数 n!
an 恰好是 n 个 [0, a] 上的均匀分布的独立随机变量的顺序统计量的联合概率密度函数. 定理

证毕.

直观地,在 {η(Sr−1, Sr−1 + a) = n, Yi > t}的条件下, n个子节点的相对出生年龄 η1, η2, . . . , ηn 视

为不排顺序的随机变量时, 它们是相互独立且服从 [0, a] 上的均匀分布.

推论 4 设 i是 {Gt(α;β) : t > 0}中的任一节点, N(a)表示节点 i在年龄 a时的拟出度, ∀ t > a,

在已知 {N(a) = n, Yi > t} 的条件下, n 个子节点出生时, 其母节点 i 的年龄分别是 ξj , 1 6 j 6 n, 则

它们的顺序统计量 ξ(1), ξ(2), . . . , ξ(n) 的条件联合密度函数为

f̃(s1, s2, . . . , sn) =
n!

an
, 0 < s1 < s2 < · · · < sn < a.

定理 8 设 b > a > 0, i 是 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 中的任一节点, 节点 i 在年龄段 [0, a)

内生产的子节点在其年龄 b时刻死光的事件记为 A,则 ∃m, 1 6 m 6M,使得当 a ∈ [Sm−1, Sm), A关

于 Yi > b 的条件概率为

P (A | Yi > b) = exp{−λme−αb[eα(a−Sm−1) − 1]} exp
{
−
m−1∑
r=1

λre
−αb[eα(Sr−Sr−1) − 1]

}
.
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证明 设 Ar, 1 6 r 6 m− 1 表示节点 i 在 [Sr−1, Sr) 年龄段内生产的子节点在其年龄 b 时刻死

光的事件, Am,表示节点 i在 [Sm−1, a)年龄段内生产的子节点在其年龄 b时刻死光的事件.由模型的

独立性假设知, A1, A2, . . . , Am 关于 Yi > b 条件独立的. 于是有

P (A | Yi > b) = P
( m∩
j=1

Aj | Yi > b
)
=

m∏
j=1

P (Aj | Yi > b)

=
m∏
r=1

exp{−λre−αb[eα(Sr−Sr−1) − 1]} exp{−λme−αb[eα(a−Sm−1) − 1]}

= exp{−λme−αb[eα(a−Sm−1) − 1]} exp
{
−
m−1∑
r=1

λre
−αb[eα(Sr−Sr−1) − 1]

}
.

定理证毕.

推论 5 设 i 是 {Gt(α;β) : t > 0} 中的任一节点且 b > a > 0, i 在其年龄段 [0, a) 内出生的子节

点在其年龄 b 时刻死光的事件记为 A, 则 A 关于 Yi > b 的条件概率为

P (A | Yi > b) = exp{−λe−αb[eαa − 1]}, λ =
β

α
.

引理 10 设 i 是 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 中的任一节点, 设 a > 0, b > Sr−1 + a,

a 6 Sr − Sr−1, 1 6 r 6M , B 表示随机事件: 节点 i 在其年龄段 [Sr−1, Sr−1 + a) 内出生的子节点在其

年龄 b 时仍都是活着. 则在 Yi > b 的条件下, B 的条件概率为

P (B | Yi > b) = exp{−χ(r, α, b, a)},

其中 χ(r, α, b, a) = λre
−αb(eαb − eαa + 1), λr =

βr

α , 1 6 r 6M.

证明 设 η(Sr−1, Sr−1 + a) 表示节点 i 在其年龄段 [Sr−1, Sr−1 + a) 内生产的子节点数. 那么由

全概率公式、定理 2 和 7 得

P (B | Yi > b) =
∞∑
k=0

P (B, η(Sr−1, Sr−1 + a) = k | Yi > b)

=

∞∑
k=0

P (B | η(Sr−1, Sr−1 + a) = k, Yi > b)P (η(Sr−1, Sr−1 + a) = k | Yi > b)

=

∞∑
k=0

(∫ a

0

e−α(b−s)

a
ds

)k
(βra)

k

k!
e−βra

= exp{−λre−αb(eαb − eαa + 1)}

= e−χ(r,α,b,a),

其中 χ(r, α, b, a) = λre
−αb(eαb − eαa + 1). 引理证毕.

定理 9 设 b > a > 0, i 是 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 中的任一节点, 节点 i 在年龄段 [0, a]

内生产的子节点在其年龄 b时刻活着的事件记为 B,则 ∃m, 1 6 m 6M,使得当 a ∈ [Sm−1, Sm), B 关

于 Yi > b 的条件概率为

P (B | Yi > b) = exp{−χ(m,α, b, a− Sm−1)} exp
{
−
m−1∑
r=1

χ(r, α, b, Sr − Sr−1)

}
.
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证明 设 Br, 1 6 r 6 m− 1 表示节点 i 于其年龄段 [Sr−1, Sr) 内出生的子节点在其年龄 b 时刻

仍都活着, Bm 表示节点 i 于其年龄段 [Sm, a) 内出生的子节点在其年龄 b 时刻仍都活着. 由模型的条

件独立性假设知, B1, B2, . . . , Bm 关于 Yi > b 条件独立. 于是有

P (B | Yi > b) = P
( m∩
r=1

Br | Yi > b
)
=

m∏
r=1

P (Br | Yi > b)

= exp{−χ(m,α, b, a− Sm−1)} exp
{
−
m−1∑
r=1

χ(r, α, b, Sr − Sr−1)

}
.

记号如引理 10 所示. 定理证毕.

推论 6 设 i 是 {Gt(α;β) : t > 0} 中的任一节点, 且 b > a > 0, 节点 i 在年龄段 [0, a) 内生产的

子节点在其年龄 b 时刻活着的事件记为 B, 则 B 关于 Yi > b 的条件概率为

P (B | Yi > b) = exp{−χ(α, β, b, a)},

其中 χ(α, β, b, a) = β
αe

−αb(eαb − eαa + 1).

定理 10 设 i 是 {Gt(α;β) : t > 0} 中的任一节点, 节点 i 的出生时刻记为 tb 且 b > a > 0, i 在

其时间段 [tb, tb + a) 内出生的子节点在其年龄 b 时刻死光的事件记为 A, 则

P (A) = exp{−γ(α, β, a, b)}(1− e−αb) + eψ(α,β,b)
∫ eαa

1

e−ψ(α,β,b)t
1

t2
dt,

其中 γ(α, β, a, b) = β
αe

−α(b−a) − e−αb, ψ(α, β, b) = β
αe

−αb.

证明 设 N(a) 是节点 i 在年龄段 [0, a) 生产的子节点数, 则 N(a) = N(a ∧ Yi). 因此,

P (A) =
∞∑
k=0

P (A,N(a) = k) =
∞∑
k=0

P (A,N(a ∧ Yi) = k)

=

∞∑
k=0

∫ ∞

0

P (A,N(a ∧ s) = k)fYi(s)ds

=
∞∑
k=0

∫ ∞

0

P (N(a ∧ s) = k)P (A | N(a ∧ s) = k)fYi(s)ds

=
∞∑
k=0

∫ ∞

0

[β · (a ∧ s)]k

k!
e−β·(a∧s)

(∫ a∧s

0

1− e−α(b−t)

a ∧ s
ds

)k
fYi(s)ds

=
∞∑
k=0

∫ ∞

0

[β · (a ∧ s)]k

k!
e−β·(a∧s)

(
1− e−α(b−a∧s) − e−αb

α(a ∧ s)

)k
fYi(s)ds

=

∫ ∞

0

e−
β
α (e−α(b−a∧s) − e−αb)αe−αsds

=

∫ ∞

0

e−
β
α (e−α(b−s) − e−αb)αe−αsds+

∫ ∞

0

e−
β
α (e−α(b−a) − e−αb)αe−αsds

= exp{−γ(α, β, a, b)}(1− e−αb) + eψ(α,β,b)
∫ eαa

1

e−ψ(α,β,b)t
1

t2
dt,

其中 γ(α, β, a, b) = β
αe

−α(b−a) − e−αb, ψ(α, β, b) = β
αe

−αb. 定理证毕.
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定理 11 设 i 是 {Gt(α;β) : t > 0} 中的任一节点, 且 b > a > 0, 节点 i 在年龄段 [0, a) 内生产

的子节点在其年龄 b 时刻活着的事件记为 B, 则

P (B) = exp{−φ(α, β, a, b)}(1− e−αb) + e−ψ(α,β,b)
∫ eαa

1

eψ(α,β,b)t
(
1

t

)2+ β
α

dt,

其中 φ(α, β, a, b) = β
α [αa− e−α(b−a) + e−αb], ψ(α, β, b) = β

αe
−αb.

证明 设 N(a) 是节点 i 在即在年龄段 [0, a) 生产的子节点数, 则 N(a) = N(a ∧ Yi). 因此,

P (B) =
∞∑
k=0

P (B,N(a) = k) =
∞∑
k=0

P (A,N(a ∧ Yi) = k)

=
∞∑
k=0

∫ ∞

0

P (B,N(a ∧ s) = k)fYi(s)ds

=

∞∑
k=0

∫ ∞

0

P (N(a ∧ s) = k)P (B | N(a ∧ s) = k)fYi(s)ds

=

∞∑
k=0

∫ ∞

0

[β · (a ∧ s)]k

k!
e−β·(a∧s)

(∫ a∧s

0

e−α(b−t)

a ∧ s
ds

)k
fYi(s)ds

=

∞∑
k=0

∫ ∞

0

[β · (a ∧ s)]k

k!
e−β·(a∧s)

(
e−α(b−a∧s) − e−αb

α(a ∧ s)

)k
fYi(s)ds

= exp{−φ(α, β, a, b)}(1− e−αb) + e−ψ(α,β,b)
∫ eαa

1

eψ(α,β,b)t
(
1

t

)2+ β
α

dt,

其中 φ(α, β, a, b) = β
α [αa− e−α(b−a) + e−αb], ψ(α, β, b) = β

αe
−αb. 定理证毕.

定义 10 设 i 是 {Gt(α;βr, 1 6 r 6M) : t > 0} 中的任一节点, 若在时刻 t > 0, 实节点 i 的父节

点和所有子节点都已死光, 则称实节点 i 在时刻 t 是一孤立节点.

定理 12 设 i 是 {Gt(α;βr, 1 6 r 6M) : t > 0} 中的任一节点, 在其年龄为 b ∈ [Sm−1, Sm) 的时

刻, 它是孤立节点的概率为

pI = (1− e−αb)e−Λ(α,b,m), 1 6 m 6M,

其中 Λ(α, b,m) =
∑m−1
r=1 λ(α, b, r) + λmF (b − Sm−1), λ(α, b, r) = λrF (Sr − Sr−1)e

−α(b−Sr), λr = βr

α ,

F (t) = 1− e−αt.

证明 首先由定理 4 知, 在节点 i 的年龄为 b 的时刻, 当 b ∈ [Sm−1, Sm) 时, 节点 i 生产的子节

点死光的概率为 e−Λ(α,b,m). 然后由指数分布的无记忆性知, 节点 i 的父节点自生产了子节点 i 后, 在

时段 (tb, tb + b] 内死亡的概率为 1− e−αb. 最后由分枝树模型的各节点的独立性假设条件得

pI = (1− e−αb)e−Λ(α,b,m), 1 6 m 6M.

定理证毕.

定理 13 设 i 是 {Gt(α;βr, 1 6 r 6 M) : t > 0} 中的任一节点, 则节点 i 在其年龄为 b ∈
[Sm−1, Sm) 的未来年龄段 [b, b+ t], b+ t ∈ [Sk−1, Sk), 一直是孤立节点的概率为

p
I
(t) = (1− e−αb)e−Λ(α,b,m)e−B(m,k)e−αt, 1 6 m 6M,
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其中

B(m, k) =
k−1∑
m+1

βr(Sr − Sr−1) + βm(Sm − a) + βk(b− Sk−1).

证明 假设节点 i 寿命为 Yi, D 表示节点 i 在未来年龄段 [b, b + t] 一直是孤立节点的事件, D1

表示节点 i在其年龄为 b的时刻是孤立节点的事件, D2 表示节点 i寿命大于 b+ t的事件, D3 表示节

点 i 在年龄段 [b, b+ t] 不生产子节点的事件. 那么

P (D) = P (D1D2D3) = P (D1)P (D2 | D1)P (D3 | D1D2).

由定理 12 知, P (D1) = (1 − e−αb)e−Λ(α,b,m). 由分枝树模型的独立性假设及指数分布的无记忆性得

P (D2 | D1) = e−αt. 由定理 2 和独立性假设条件得 P (D3 | D1D2) = e−B(m,k), 其中

B(m, k) =
k−1∑
m+1

βr(Sr − Sr−1) + βm(Sm − a) + βk(b− Sk−1).

于是得

p
I
(t) = P (D) = (1− e−αb)e−Λ(α,b,m)e−B(m,k)e−αt, 1 6 m 6M.

定理证毕.

推论 7 设 i是 {Gt(α;β) : t > 0}中的任一节点, 则节点 i年龄为 b时刻是一孤立节点的概率为

pI = (1− e−αb)e−λF (b),

其中 λ = β
α , F (b) = 1− e−αb.

推论 8 设 i 是 {Gt(α;β) : t > 0} 中的任一节点, 则节点 i 年龄为 b 的未来年龄段 [b, b+ t] 一直

是一个孤立节点的概率为

p
I
= (1− e−αb)e−λF (b)e−βte−αt.
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Birth-death branching tree with age-dependent birth-rate

WANG HanXing, FU YunBin, YAN YunZhi, LU GuiLin, HU Xi & YU Na

Abstract Based on the biological reproduction mechanism, the process of biological reproduction is described

as an evolution of random directed graph–birth-death branching tree with age-dependent birth rate. The distri-

butions of out-degree, virtual out-degree and quasi-out-degree of a node at any age are studied. It is proved that

the quasi out-degree process is a Poisson process to be terminated at a random time. The distributions of the

first-production-age and the relative-birth-age of a node are studied. The probability of a node being isolated is

obtained.

Keywords random graph, birth-death processes, branching tree

MSC(2010) 60G05, 68R10

doi: 10.1360/012012-477

398


