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摘要 本文用一个直接的方法给出了奇异值函数的二阶方向导数公式. 作为应用, 利用这一公式建立

了谱范数的上图集合与核范数的上图集合的切锥和二阶切集的具体表达式,这些表达式在矩阵优化的

一阶和二阶最优条件的研究中起着重要作用.
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1 引言

令 ℜm×n 为所有 m× n 维实对称矩阵构成的线性空间. 不失一般性, 本文假设 m 6 n. 对任意给

定矩阵 X ∈ ℜm×n, 存在正交矩阵 U ∈ ℜm×m 和 V ∈ ℜn×n 使得

X = U [Σ(X) 0]V T, (1.1)

其中

Σ(X) := diag (σ1(X), σ2(X), . . . , σm(X)),

并且 σ1(X) > σ2(X) > · · · > σm(X). (1.1) 称为矩阵 X 的奇异值分解 (SVD), σi(X), i = 1, . . . ,m 称

为 X 的奇异值.

任意矩阵的奇异值可以由对称矩阵的特征值表示. 早在 1873 年, Beltrami 提出 X 的第 i 个奇异

值可以表示成 XXT (或者 XTX) 的第 i 个特征值的算术平方根. 紧随其后, Jordan 于 1874 年从另外

的角度建立了奇异值与特征值之间的关系, 证明了如下矩阵的特征值中前 m 个最大的特征值即为矩

阵 X 的所有奇异值:  0 X

XT 0

 ∈ ℜ(m+n)×(m+n).

在接下来的讨论中, Beltrami 和 Jordan 的结论都起到了至关重要的作用.

奇异值在统计计算和低秩优化中扮演着很重要的角色 [1]. 此外, 控制系统中的许多重要的结构特

性, 如鲁棒性和噪声的敏感度, 都可以由包含转移矩阵的奇异值的不等式表示 [2–5].
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众所周知, 一阶和二阶最优性条件是最优化的核心问题. 最近, Ding 等人 [6] 介绍了一系列有着广

泛应用背景的矩阵锥优化问题, 这些优化问题都与 k 范数的上图有着密切的关联. 若任意给定矩阵

X ∈ ℜm×n 满足奇异值分解 (1.1), 则 X 的前 k 个最大的奇异值之和称为矩阵 X 的 k 范数, 记作

∥X∥(k), 即

∥X∥(k) :=
k∑

i=1

σi(X).

当 k = 1 时, 矩阵的 k 范数退化为谱范数 ∥ · ∥2; 当 k = m 时, 矩阵的 k 范数退化为核范数 ∥ · ∥∗. 由
核范数上图 epi ∥ · ∥2 和谱范数的上图 epi ∥ · ∥∗ 的凸性可知, 在这些上图集合的二阶切集可以由奇异值

函数的二阶方向导数表示,而二阶切集在优化问题的二阶充分和必要条件的研究中有着至关重要的作

用, 参见文献 [7, 8].

本文给出了奇异值函数的一阶和二阶方向导数的公式. 基于这些公式, 分别给出了谱范数上图和

核范数的上图的切锥和二阶切集的表达式.

本文的结构如下: 在第 2 节, 给出关于对称矩阵特征向量扰动分析的结论和非对称矩阵的奇异值

分解中直交矩阵的扰动分析结论, 为研究奇异值的二阶方向导数打下基础. 本文关于任意奇异值函数

的一阶和二阶方向导数的结果在第 3 节给出. 第 4 节给出了 epi ∥ · ∥2 和 epi ∥ · ∥∗ 的切锥和二阶切集
计算公式.

本文使用以下符号: 任意给定 m× n 矩阵 Z 和指标集合 α ⊆ {1, 2, . . . ,m}, β ⊆ {1, 2, . . . , n}, Zαβ

表示 Z 的所有行指标在 α 中且列指标在 β 中的那些分量构成的子矩阵, Zα 表示 Z 的所有指标在

α 中的那些列构成的子矩阵. 定义 ∥ · ∥ 为 Frobenius 范数, 即 ∥Z∥ := (
∑m

i=1

∑n
j=1 |Zij |2)1/2. 同时,

Z = O(t) 意味着当 t → 0 时, ∥Z∥/|t| 是一致有界的.

2 特征向量的扰动分析

给定矩阵 X ∈ ℜm×n, 本节讨论当 X 发生形如 tH + t2

2 W (t 为变量) 的扰动时对应的特征向量的

一阶展开式. 这个展开式在研究奇异值函数的二阶方向导数时扮演着重要的角色.

2.1 对称的情形

令 Sn 为所有 n × n 实对称矩阵构成的线性空间. 任意给定 X ∈ Sn, 定义 λ1(X) > λ2(X)

> · · · > λn(X) 为 X 的实特征值. 令 Λ(X) ∈ Sn 为第 i 个对角元为λi(X) 的对角矩阵, i = 1, . . . , n, 即

Λ(X) = diag (λ(X)). 定义 On 为 ℜn×n 中所有 n× n 的正交矩阵构成的集合.

给定 X ∈ Sn, 则存在一个正交矩阵 P ∈ On 使得

X = P diag (λ(X))PT. (2.1)

记所有满足上述特征值分解 (2.1) 的矩阵 P 的全体为 On(X). 令 µ1 > µ2 > · · · > µr 为 X 的不同特

征值. 定义 {1, . . . , n} 的子集合

αk := {i | λi(X) = µk}, k = 1, . . . , r. (2.2)

任意给定 X,H,W ∈ Sn, 定义 Y (t) := X + tH + t2

2 W . 令 Y (t) 具有如下的特征值分解:

Y (t) = U(t)Ξ(t)U(t)T, U(t) ∈ On(Y (t)), (2.3)
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其中 Ξ(t) := Λ(Y (t)).

本节只考虑 X = Λ(X) 的情形, 即 X 是 Sn 中第 i 个对角元为 λi(X) 的对角矩阵, i = 1, . . . , n.

显然, 单位矩阵 I ∈ On(X). 不失一般性, 假设 P = I, 则

Pαi = Eαi = (eκi−1+1 · · · eκi) ∈ ℜn×|αi|,

其中, ej 是 ℜn 中的第 j 个单位向量, 并且κi :=
∑i

j=1 |αj |. 因此, 有 PT
αk

HPαl
= Hαkαl

.

对于每一个 i ∈ {1, . . . , n}, λi(X) 表示矩阵 X 的第 i 大的特征值, li(X) 和 si(X) 满足

λ1(X) > · · · > λi−li(X)(X) > λi−li(X)+1(X) = · · · = λi(X) = · · · = λi+si(X)(X)

> λi+si(X)+1(X) > · · · > λn(X).

在根据上下文不引起歧义的情况下, 我们将 li(X) 和 si(X) 分别简记为 li 和 si.

引理 2.1[6,命题 1和 2] 任给 H ∈ Sn, 令 U ∈ ℜm×n 为正交矩阵且满足

UT(Λ(X) +H)U = Λ(Λ(X) +H).

则任给 H → 0, 有 
Uαkαl

= O(∥H∥), k, l = 1, . . . , r, k ̸= l,

Uαkαk
UT
αkαk

= I|αk| +O(∥H∥2), k = 1, . . . , r,

dist(Uαkαk
,O|αk|) = O(∥H∥2), k = 1, . . . , r,

并且

λi(Λ(X) +H)− λi(X)− λli(Hαkαk
) = O(∥H∥2), i ∈ αk, k = 1, . . . , r.

因此, 对于任意给定的方向 H ∈ Sn, 特征值函数 λi(·) 在 X 处方向可微且 λ′
i(Λ(X);H) = λli(Hαkαk

),

i ∈ αk, k = 1, . . . , r.

引理 2.1 中的特征值函数 λ(·) 的方向导数可以在很多文献中找到, 例如 [9, 定理 7] 和 [10, 命

题 1.4].

由 (2.3) 可知,

Ξ(t) = U(t)TY (t)U(t) = U(t)T
(
X + t

(
H +

t

2
W

))
U(t). (2.4)

又由引理 2.1 有对于任意 k, l ∈ {1, . . . , r}, k ̸= l, 存在 Qk(t) ∈ O|αk| 满足

Uαkαk
(t) = Qk(t) + O(t2), Uαkαl

(t) = O(t).

结合 (2.4), 可得

Ξαk
(t) = µkI|αk| +O(t).

因此

(Ξαk
(t)− µlI|αk|)

−1 =
1

µk − µl
I|αk| +O(t), l ̸= k. (2.5)
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命题 2.1 令 Y (t) ∈ Sn 满足特征值分解 (2.3). 任给 k, l ∈ {1, . . . , r}, k ̸= l, 存在 Ql(t) ∈ O|αl|

满足

Uαkαl
(t) = t

Hαkαl
Ql(t)

µl − µk
+O(t2), (2.6)

Uαlαl
(t)TUαlαl

(t) = I|αl| − t2
r∑

j=1
j ̸=l

(Ql(t))THT
αjαl

Hαjαl
Ql(t)

(µj − µl)2
+O(t3). (2.7)

证明 由 (2.3) 可知 Y (t)U(t) = U(t)Ξ(t), 则

ET
αk

Y (t)U(t)Eαl
= ET

αk
U(t)Ξ(t)Eαl

,

即

ET
αk




µ1I|α1|

. . .

µrI|αr|

+ tH +
t2

2
W




Uα1α1(t) · · · Uα1αr (t)

...
. . .

...

Uαrα1(t) · · · Uαrαr (t)

Eαl

= ET
αk


Uα1α1(t) · · · Uα1αr (t)

...
. . .

...

Uαrα1(t) · · · Uαrαr (t)




Ξα1(t)

. . .

Ξαr (t)

Eαl
.

因此,

µkUαkαl
(t) + tET

αk
HU(t)Eαl

+
t2

2
ET

αk
WU(t)Eαl

= Uαkαl
(t)Ξαl

(t).

由 Eαk
的定义可得

ET
αk

H = [Hαkα1 · · ·Hαkαl
· · ·Hαkαr ] 且 U(t)Eαl

=


Uα1αl

(t)

...

Uαrαl
(t)

 ,

于是有

µkUαkαl
(t) + t

r∑
j=1

Hαkαj (t)Uαjαl
(t) +

t2

2
ET

αk
WU(t)Eαl

= Uαkαl
(t)Ξαl

(t).

结合引理 2.1 和 (2.5), 得到

Uαkαl
(t) =

(
t

r∑
j=1

Hαkαj (t)Uαjαl
(t) +

t2

2
ET

αk
WU(t)Eαl

)
(Ξαl

(t)− µkI|αl|)
−1

=


t[Hαkα1 · · ·Hαkαl

· · ·Hαkαr ]



O(t)

...

Ql(t) + O(t2)

...

O(t)


+

t2

2
ET

αk
WU(t)Eαl


(Ξαl

(t)− µkI|αl|)
−1
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= (tHαkαl
Ql(t) + O(t2))

(
1

µl − µk
I|αl| +O(t)

)
=

tHαkαl
Ql(t)

µl − µk
+O(t2),

公式 (2.6) 得证. 注意到 UT
αl
(t)Uαl

(t) = I|αl|, 公式 (2.7) 得证.

2.2 非对称的情形

从本节开始, 我们考虑非对称的情况. 给定 X ∈ ℜm×n, 定义 σ1(X) > σ2(X) > · · · > σm(X) 为矩

阵 X 按非增顺序排列的奇异值. 令

σ(X) := (σ1(X), σ2(X), . . . , σm(X))T ∈ ℜm 且 Σ(X) := diag (σ(X)).

令 X ∈ ℜm×n 具有如下的奇异值分解:

X = U [Σ(X) 0]V
T
, (2.8)

其中 U ∈ Om, V ∈ On. 将所有满足奇异值分解 (2.8) 的矩阵对 (U, V ) 的全体记作 Om,n(X), 即

Om,n(X) = {(U, V ) ∈ Om ×On | X = U [Σ(X) 0]V T}.

定义指标集合 α, β 和 β0:

α := {i | σi(X) > 0, 1 6 i 6 m}, β := {i |σi(X) = 0, 1 6 i 6 m}, β0 := {m+ 1, . . . , n}.

令 µ1 > µ2 > · · · > µr > µr+1 = 0 为 X 的不同奇异值. 定义如下的指标集合:

αk = {i | σi(X) = µk, 1 6 i 6 m}, k = 1, . . . , r + 1, β̂ = β ∪ β0. (2.9)

显然, α =
∪r

k=1 αk, β = αr+1.

将矩阵 U 划分为 U = [Uα1 Uα2 · · · Uαr Uαr+1 ], 其中, Uαk
∈ ℜm×|αk|, k = 1, . . . , r + 1. 类似地,

V = [V α1 V α2 · · · V αr V β̂ ], 其中, V αk
∈ ℜn×|αk|, V β̂ ∈ ℜn×|β̂|, k = 1, . . . , r.

为了符号的简便, 任给 H,W ∈ ℜm×n, 定义

H := U
T
HV , W := U

T
WV , Gt := H +

t

2
W, Gt := [G

1

t G
2

t ] = H +
t

2
W,

其中, G
1

t ∈ ℜm×m, G
2

t ∈ ℜm×(n−m). 按如下方式定义线性算子 S : ℜp×p → Sp:

S (A) :=
1

2
(A+AT), ∀A ∈ ℜp×p.

对于 k ∈ {1, . . . , r}, 假设 S (Hαkαk
) ∈ S |αk| 具有如下的奇异值分解:

(Qk)TS (Hαkαk
)Qk = diag (ξk1 , . . . , ξ

k
|αk|),

其中, Qk ∈ O|αk| 且 ξki = λi(S (Hαkαk
)), i = 1, . . . , |αk|. 令 ηk1 , . . . , η

k
Nk
为 S (Hαkαk

) 的不同的奇异

值. 定义 {1, . . . , |αk|} 的子集合

βk
j := {i | ξki = ηkj , i = 1, . . . , |αk|}, j = 1, . . . , Nk. (2.10)
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对于 i ∈ β, 令 ηr+1
1 > ηr+1

2 > · · · > ηr+1
Nr+1

> ηr+1
Nr+1+1 = 0 为 Hββ̂ 的不同奇异值, 定义

βr+1
j = {i | σi(Hββ̂) = ηr+1

j , i = 1, . . . , |β|}, j = 1, . . . , Nr+1 + 1.

令

κi :=

i∑
j=1

|αj |(κ0 := 0), κ
(k)
i :=

i∑
j=1

|βk
j |(κ

(k)
0 := 0),

为了符号的简便, 定义如下映射:

qa : {1, . . . ,m} → {1, . . . , r + 1}, qa(i) = k, 若 i ∈ αk,

l : {1, . . . ,m} → N, l(i) = i− κqa(i)−1,

qb : {1, . . . ,m} → N, qb(i) = p, 若 l(i) ∈ βqa(i)
p ,

l′ : {1, . . . ,m} → N, l′(i) = l(i)− κ
(qa(i))
qb(i)−1.

例 2.1 令 X = [Σ(X) 0] ∈ ℜ8×9, 其中, Σ(X) = diag (9, 9, 8, 8, 8, 0, 0, 0). 假设 U = I8 ∈ O8,

V = I9 ∈ O9, 则 α1 = {1, 2}, α2 = {3, 4, 5}, β = {6, 7, 8}, β̂ = {6, 7, 8, 9}. 令 H ∈ ℜ8×9 满足

S (UT
α1
HVα1) = diag (4, 4), S (UT

α2
HVα2) = diag (3, 2, 2), UT

β HVβ̂ = [Σ 0] ∈ ℜ3×4 ,且 Σ = diag (1, 1, 0),

则 β1
1 = {1, 2}, β2

1 = {1}, β2
2 = {2, 3}, β3

1 = {1, 2}, β3
2 ={3}. 若Q ∈ O3(S (UT

α2
HVα2)),则 QT

β2
1
WQβ2

1
=5,

QT
β2
2
WQβ2

2
= diag (4, 3), 存在 W ∈ S3. 对于 i = 5, 有 i ∈ α2, 则 qa(i) = 2, l(i) = 5 − κ1 = 3 ∈ β2

2 ,

qb(i) = 2 且 l′(i) = 3− κ
(2)
1 = 2. 因此, λi(X) = 8, λl(i)(S (UT

α2
HVα2)) = 2, λl′(i)(Q

T
β2
2
WQβ2

2
) = 3.

令 Y (t) = X + tGt, 则 Y (t) := U
T
Y (t)V = [Σ(X) 0] + tGt. 因为 Y (t) 与 Y (t) 具有相同的奇异

值, 故在接下来的讨论中, 我们只需考虑 Y (t). 设 (U(t), V (t)) ∈ Om,n(Y (t)), 由 [11, 定理 7.3.5] 可知,

U(t) ∈ Om(GU (t)) 且V (t) ∈ On(GV (t)), 其中, GU (t) := Y (t)Y (t)T, GV (t) := Y (t)TY (t).

对于每一个 i ∈ {1, . . . ,m} 都有 λi(GU (t)) = σ2
i (X) 和

GU (t) = Σ(X)2 + t[Σ(X)(G
1

t )
T +G

1

tΣ(X) + tG
1

t (G
1

t )
T]. (2.11)

对于 k, l ∈ {1, . . . , r}, k ̸= l, 由命题 2.1 和 G
1

t 的定义可得

Uαkαl
(t) =

t

µ2
l − µ2

k

(µkH
T

αlαk
+ µlHαkαl

)Uαlαl
(t) + O(t2). (2.12)

类似地, 对 GV (t) 运用命题 2.1 可得

Vαkαl
(t) =

t

µ2
l − µ2

k

(µkHαkαl
+ µlH

T

αlαk
)Vαlαl

(t) + O(t2). (2.13)

由引理 2.1 可知, 存在 Qβ ∈ O|β|, Q̂β̂β̂ ∈ O|β̂| 分别满足

Uββ(t) = Qββ(t) + O(t2) 和 Vβ̂β̂(t) = Q̂β̂β̂(t) + O(t2), (2.14)

于是, 任给 k 6 r 有

Uαkβ(t) = − t

µk
H

T

βαk
Qββ(t) + O(t2), (2.15)

Vαkβ̂
(t) = − t

µk
Hαkβ̂

Q̂β̂β̂(t) + O(t2). (2.16)
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3 奇异值函数的二阶方向导数

令 X 和 Y 为有限维的 Hilbert空间,称映射 G : X → Y 在 x ∈ X 处是二阶方向可微的 (参见 [12]

或者 [8]), 若 G 在 x 处是方向可微的, 并且对任意 h,w ∈ X , 下述极限存在:

lim
t↓0

G(x+ th+ 1
2 t

2w)−G(x)− tG′(x;h)
1
2 t

2
.

上述极限称为二阶方向导数, 记 G′′(x;h,w).

我们首先讨论奇异值函数在非零点处的一阶和二阶方向导数. 令 B(·) : ℜm×n → Sm+n 为如下定

义的线性算子:

B(X) :=

 0 X

XT 0

 , X ∈ ℜm×n.

定义 (m+ n)× (m+ n) 矩阵P,

P =
1√
2



I|α| 0 0 0 I↑|α|

0 I|β| 0 I↑|β| 0

I|α| 0 0 0 −I↑|α|

0 I|β| 0 −I↑|β| 0

0 0
√
2In−m 0 0


,

其中

I↑p =



0 0 . . . 0 1

0 0 . . . 1 0

...
...

. . .
...

...

0 1 . . . 0 0

1 0 . . . 0 0


∈ ℜp×p.

于是 P ∈ Om+n(B(X)), 即

P
TB(X)P =



Σα(X)

0β

0n−m

0β

−Σα(X)↑


,

其中, X := U
T
XV = [Σ(X) 0], Σα(X)↑ = diag (µrI|αr|, . . . , µ1I|α1|).

127



张宁等: 奇异值函数的二阶方向导数

令 gt := P
TB(Gt)P , 则有

P
TB(X + tGt)P =



Σα(X)

0β

0n−m

0β

−Σα(X)↑


+ tgt .

令 S(t) ∈ Om+n(P
TB(X + tGt)P ), 即

P
TB(X + tGt)P = S(t)Ξ(t)S(t)T, Ξ(t) := Λ(P

TB(X + tGt)P ). (3.1)

令β+ = {n+ 1, . . . , n+ |β|}, 定义 β = β̂ ∪ β+. 为了方便接下来的讨论, 令

S(t) = [Sα1(t) Sα2(t) · · ·Sαr (t) Sβ(t) Sα+
r
(t) Sα+

r−1
(t) · · ·Sα+

1
(t)],

其中

α+
k =

{
m+ n−

k∑
l=0

|αl|+ 1, . . . ,m+ n−
k−1∑
l=0

|αl|
}
,

α0 := 0, 显然, |α+
k | = |αk|, k = 1, . . . , r. 由引理 2.1 可知, 任意给定 k = 1, . . . , r, 存在

Qk(t) ∈ O|αk|, Qk
+(t) ∈ O|αk|, Qβ(t) ∈ O|β|

满足

Sαkαk
(t) = Qk(t) + O(t2), Sα+

k α+
k
(t) = Qk

+(t) + O(t2), Sββ(t) = Qβ(t) + O(t2).

任给 l 6 r, 由命题 2.1 知, 存在 Ql(t) ∈ O|αl| 满足

Sαkαl
(t) = t

(gt)αkαl
Ql(t)

µl − µk
+O(t2), k ̸= l, k 6 r,

Sβαl
(t) = t

(gt)βαl
Ql(t)

µl
+O(t2),

Sα+
k αl

(t) = t
(gt)α+

k αl
Ql(t)

µl + µk
+O(t2), k = r, r − 1, . . . , 1, k ̸= l,

Sαlαl
(t)TSαlαl

(t) = I|αl| − t2
r+1∑
j=1
j ̸=l

(Ql(t))T(gt)
T
αjαl

(gt)αjαl
Ql(t)

(µj − µl)2

− t2
r∑

j=1

(Ql(t))T(gt)
T
α+

j αl
(gt)α+

j αl
Ql(t)

(µj + µl)2
+O(t3).

于是, 存在 Qk(t) ∈ O|αk| 使得

Sαk
(t)T


Σα(X)

02β+n−m

−Σα(X)↑

Sαk
(t)
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=

r∑
j=1

µjSαjαk
(t)TSαjαk

(t)−
r∑

j=1

µjSα+
j αk

(t)TSα+
j αk

(t)

= µkSαkαk
(t)TSαkαk

(t) +
r∑

j=1
j ̸=k

µjSαjαk
(t)TSαjαk

(t)−
r∑

j=1

µjSα+
j αk

(t)TSα+
j αk

(t)

= µkI|αk| − µkt
2Qk(t)T

[ ∑
j ̸=k

j6r+1

(gt)
T
αjαk

(gt)αjαk

(µj − µk)2
+
∑
j6r

(gt)
T
α+

j αk
(gt)α+

j αk

(µj + µk)2

]
Qk(t)

+ t2Qk(t)T
[∑

j ̸=k
j6r

µj

(gt)
T
αjαk

(gt)αjαk

(µj − µk)2
−
∑
j6r

µj

(gt)
T
α+

j αk
(gt)α+

j αk

(µj + µk)2

]
Qk(t) + O(t3)

= µkI|αk| + t2Qk(t)T
[ ∑

j ̸=k
j6r+1

(gt)
T
αjαk

(gt)αjαk

µj − µk
−
∑
j6r

(gt)
T
α+

j αk
(gt)α+

j αk

µj + µk

]
Qk(t) + O(t3). (3.2)

同时还有

Sαkαk
(t)T(gt)αkαk

Sαkαk
(t) = Qk(t)T(gt)αkαk

Qk(t) + O(t2)

=
1

2
Qk(t)

(
Hαkαk

+H
T

αkαk
+

t

2
(Wαkαk

+W
T

αkαk
)

)
Qk(t) + O(t2), (3.3)

Sαkαk
(t)T

( ∑
j ̸=k

j6r+1

(gt)αkαjSαjαk
(t) +

∑
j6r

(gt)αkα
+
j
Sα+

j αk
(t)

)

= tQk(t)T
( ∑

j ̸=k
j6r+1

(gt)αkαj (gt)αjαk

µk − µj
+
∑
j6r

(gt)αkα
+
j
(gt)α+

j αk

µj + µk

)
Qk(t) + O(t2), (3.4)

( ∑
j ̸=k

j6r+1

Sαjαk
(t)T(gt)αjαk

+
∑
j6r

Sα+
j αk

(t)T(gt)α+
j αk

)
Sαkαk

(t)

= tQk(t)T
( ∑

j ̸=k
j6r+1

(gt)
T
αjαk

(gt)αjαk

µk − µj
+
∑
j6r

(gt)
T
αjα

+
k

(gt)α+
j αk

µj + µk

)
Qk(t) + O(t2). (3.5)

通过简单的计算可以得到

tSαk
(t)TgtSαk

(t) = tSαkαk
(t)T(gt)αkαk

Sαkαk
(t)

+ tSαkαk
(t)T

( ∑
j ̸=k

j6r+1

(gt)αkαjSαjαk
(t) +

∑
j6r

(gt)αkα
+
j
Sα+

j αk
(t)

)

+ t

( ∑
j ̸=k

j6r+1

Sαjαk
(t)T(gt)αjαk

+
∑
j6r

Sα+
j αk

(t)T(gt)α+
j αk

)
Sαkαk

(t) + O(t2). (3.6)

注意到 gt ∈ Sm+n, 即 (gt)
T
αjαk

= (gt)αkαj , j 6 r+ 1, 且 (gt)
T
α+

i αk
= (gt)αkα

+
i
, i 6 r. 因为 (3.2)–(3.6) 成
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立, 于是有

Sαk
(t)T




Σα(X)

02β+n−m

−Σα(X)↑

+ tgt

Sαk
(t)

= µkI|αk| +
t

2
Qk(t)T(Hαkαk

+H
T

αkαk
)Qk(t) +

t2

4
Qk(t)T(Wαkαk

+W
T

αkαk
)Qk(t)

+ t2Qk(t)T
[ ∑

j ̸=k
j6r+1

(gt)αkαj (gt)αjαk

µk − µj
+
∑
j6r

(gt)αkα
+
j
(gt)α+

j αk

µj + µk

]
Qk(t) + O(t3)

= µkI|αk| +
t

2
Qk(t)T(Hαkαk

+H
T

αkαk
)Qk(t) +

t2

4
Qk(t)T(Wαkαk

+W
T

αkαk
)Qk(t)

+ t2(Qk(t))T
[∑

j ̸=k
j6r

{
1

4(µk − µj)
(Hαkαj

Hαjαk
+H

T

αjαk
Hαjαk

+Hαkαj
H

T

αkαj
+H

T

αjαk
H

T

αkαj
)

+
1

4(µk + µj)
(−HαkαjHαjαk

+H
T

αjαk
Hαjαk

+HαkαjH
T

αkαj
−H

T

αjαk
H

T

αkαj
)

}
+

1

µk
(gt)αkβ

(gt)βαk
+

1

8µk
(H

T

αkαk
−Hαkαk

)(Hαkαk
−H

T

αkαk
)

]
Qk(t) + O(t3)

= µkI|αk| +
t

2
Qk(t)T(Hαkαk

+H
T

αkαk
)Qk(t) +

t2

4
Qk(t)T(Wαkαk

+W
T

αkαk
)Qk(t)

+ t2(Qk(t))T
[∑

j ̸=k
j6r

µjHαkαjHαjαk
+ µkH

T

αjαk
Hαjαk

+ µkHαkαjH
T

αkαj
+ µjH

T

αjαk
H

T

αkαj

2(µ2
k − µ2

j )

+
1

µk
(gt)αkβ

(gt)βαk
+

1

8µk
(H

T

αkαk
−Hαkαk

)(Hαkαk
−H

T

αkαk
)

]
Qk(t) + O(t3). (3.7)

对每一个 k 6 r, 定义

Vk(H,W ) =
Wαkαk

+W
T

αkαk

2
+

1

µk

(
Hαkαk

−H
T

αkαk

2

)T(Hαkαk
−H

T

αkαk

2

)
+

1

µk
(H

T

βαk
Hβαk

+HαkβH
T

αkβ
+Hαkβ0H

T

αkβ0
)

+
∑
j ̸=k
j6r

µjHαkαjHαjαk
+ µkH

T

αjαk
Hαjαk

+ µkHαkαjH
T

αkαj
+ µjH

T

αjαk
H

T

αkαj

µ2
k − µ2

j

. (3.8)

由 gt 的定义知,

(gt)αkβ
(gt)βαk

=
1

2
(H

T

βαk
Hβαk

+HαkβH
T

αkβ
+Hαkβ0H

T

αkβ0
) + O(t).

结合 (3.1) 和 (3.7) 可知,

Ξαk
(t) = µkI|αk| + t(Qk(t))TS (Hαkαk

)Qk(t) +
t2

2
(Qk(t))TVk(H,W )Qk(t) + O(t3). (3.9)

于是,

S (Hαkαk
) =

1

t
Qk(t)

(
Ξαk

(t)− µkI|αk|
)
(Qk(t))T +O(t). (3.10)
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因为对于任意 t > 0, Qk(t) 是一致有界的, 当 t ↘ 0 时, 设 {Qk(t)} 收敛到正交矩阵 Qk. 于是有

S (Hαkαk
) = Qk diag (σ′

i(X,H) : i ∈ αk)(Q
k)T

= Qk diag (ηk1I|βk
1 |, . . . , η

k
Nk

I|βk
Nk

|)(Q
k)T. (3.11)

事实上, 当 t ↘ 0, {Qk(t)} 的任意聚点 Qk 都满足 (3.11), 换而言之, Qk ∈ O|αk|(S (Hαkαk
)). 由 (3.9)

可以得到

(Qk)TQk(t)Ξαk
(t)(Qk(t))TQk − µkI|αk| − t diag (ηk1I|βk

1 |, . . . , η
k
Nk

I|βk
Nk

| )

=
t2

2
(Qk)TVk(H,W )Qk +O(t3). (3.12)

进一步, 有

Ξαk
(t) = µkI|αk| + tΛ

(
diag (ηk1I|βk

1 |, . . . , η
k
Nk

I|βk
Nk

|) +
t

2
(Qk)TVk(H,W )Qk

)
+O(t3). (3.13)

利用特征值函数的 Lipschitz 连续性质, 通过 (3.13) 可直接得到以下定理.

定理 3.1 对于任意给定的矩阵 X ∈ ℜm×n 满足奇异值分解 (2.8). 令 αk, k = 1, . . . , r+1为 (2.9)

定义的指标集合. 任给 H,W ∈ ℜm×n, 于是, 对于每个 i ∈ αk, 有

σi(Y (t)) =σi(X) + tλl(i)(S (Hαkαk
))

+
t2

2
λl′(i)((Q

k
βk
qb(i)

)TVk(H,W )Qk
βk
qb(i)

) + O(t3). (3.14)

定理 3.2 任给 H, W ∈ ℜm×n, 定义

Vββ̂(H,W ) = W ββ̂ − 2

r∑
k=1

µ−1
k Hβαk

Hαkβ̂
,

于是对于每一个 i ∈ β, σi(·) 在 X 处的一阶方向导数可以表示为

σ′
i(X;H) = σl(i)(Hββ̂). (3.15)

二阶方向导数为, 若 qb(i) ∈ {1, . . . , Nr+1},

σ′′
i (X;H,W ) = λl′(i)(S (QT

ββr+1
qb(i)

Vββ̂(H,W )Q̂β̂βr+1
qb(i)

));

若 qb(i) = Nr+1 + 1,

σ′′
i (X;H,W ) = σl′(i)(Q

T
ββr+1

qb(i)

Vββ̂(H,W )[Q̂β̂βr+1
qb(i)

Q̂β̂β0
]). (3.16)

证明 任给方向 H,W ∈ ℜm×n 和 t > 0, 令 Y (t) = X + tGt 具有如下的奇异值分解:

Y (t) = Ũ(t)[Σ(X + tGt) 0]Ṽ (t)T, (Ũ(t), Ṽ (t)) ∈ Om,n(Y (t)). (3.17)

事实上, 任给 X ∈ ℜm×n, (3.17) 可以写成

U(t)[Ξ(t) 0]V (t)T = [Σ(X) 0] + tGt,
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其中 Ξ(t) = Σ(X + tGt), U(t) = U
T
Ũ(t), V (t) = V Ṽ (t)T. 于是

[Ξβ(t) 0|β|×|β0|] = Uβ(t)
T([Σ(X) 0] + tGt)Vβ̂(t). (3.18)

通过 (2.14), (2.15) 和 (2.16) 可知,

Uβ(t)
T[Σ(X) 0]Vβ̂(t) = Uαβ(t)

TΣα(X)Vαβ̂(t)

= t2Qββ(t)
T

( r∑
k=1

µ−1
k Hβαk

Hαkβ̂

)
Q̂β̂β̂(t) + O(t3),

tUβ(t)
TGtVβ̂(t) = tQββ(t)

THββ̂Q̂β̂β̂(t) +
t2

2
Qββ(t)

TW ββ̂Q̂β̂β̂(t)

− 2t2Qββ(t)
T

( r∑
i=1

µ−1
k Hβαk

Hαkβ̂

)
Q̂β̂β̂(t) + O(t3).

于是 (3.18) 可以写成如下形式:

[Ξβ(t) 0|β|×|β0|] = tQββ(t)
THββ̂Q̂β̂β̂(t)

+
t2

2
Qββ(t)

T

[
W ββ̂ − 2

r∑
k=1

µ−1
k Hβαk

Hαkβ̂

]
Q̂β̂β̂(t) + O(t3). (3.19)

进一步, 显然有

1

t
[Ξβ(t)− Ξ(0) 0|β|×|β0|] = Qββ(t)

THββ̂Q̂β̂β̂(t) + O(t). (3.20)

假设当 t ↘ 0 时, (Qββ , Q̂β̂β̂) 是 (Qββ(t), Q̂β̂β̂(t)) 的一个聚点, 则 (Qββ , Q̂β̂β̂) ∈ O|β|×|β̂|(Hββ̂). 因此,

由 (3.20) 可知,

[ diag (σ′
β(X,H)) 0|β|×|β0|] = QT

ββHββ̂Q̂β̂β̂ ,

即 (3.15) 成立.

考虑 (3.19) 有

[Ξβ(t) 0|β|×|β0|] = [Σ(Qββ(t)[Ξβ(t) 0|β|×|β0|]Q̂β̂β̂(t)
T) 0|β|×|β0|]

=

[
Σ

(
tHββ̂ +

t2

2
Vββ̂(H,W ) + O(t3)

)
0|β|×|β0|

]
=

[
tΣ

(
Hββ̂ +

t

2
Vββ̂(H,W )

)
+O(t3) 0|β|×|β0|

]
=

[
tΣ

(
Qββ [ diag (σ

′
β(X,H)) 0|β|×|β0|]Q̂

T
β̂β̂

+
t

2
Vββ̂(H,W )

)
+O(t3) 0|β|×|β0|

]
=

[
tΣ

(
[ diag (σ′

β(X,H)) 0|β|×|β0|] +
t

2
QT

ββVββ̂(H,W )Q̂β̂β̂

)
+O(t3) 0|β|×|β0|

]
.

于是,

Ξβ(t) = tΣ

(
[ diag (σ′

β(X,H)) 0|β|×|β0|] +
t

2
QT

ββVββ̂(H,W )Q̂β̂β̂

)
+O(t3).

对于 j ∈ {1, . . . , |β|}, 我们考虑如下两个情形.
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情形 I 若 j ∈ βr+1
p , p ∈ {1, . . . , Nr+1}, 由定理 3 可知,

σj

([
diag (σ′

β(X,H)) 0|β|×|β0|

]
+

t

2
QT

ββVββ̂(H,W )Q̂β̂β̂

)
= [σ′

β(X;H)]j +
t

2
λl(j)(S (QT

ββr+1
p

Vββ̂(H,W )Q̂β̂βr+1
p

)) + O(t2).

因此, 若 p := qb(i) 6 Nr+1, 对于 i ∈ β 满足 l(i) ∈ βr+1
p , 有

σi(Y (t)) = tσl(i)(Hββ̂) +
t2

2
λl′(i)(S (QT

ββr+1
p

Vββ̂(H,W )Q̂β̂βr+1
p

)) + O(t3). (3.21)

情形 II 若 j ∈ βr+1
Nr+1+1, 由 (3.15) 可知,

σj

(
[ diag (σ′

β(X,H)) 0|β|×|β0|] +
t

2
QT

ββVββ̂(H,W )Q̂β̂β̂

)
=

t

2
σl(j)(Q

T
ββr+1

Nr+1+1

Vββ̂(H,W )[Q̂β̂βr+1
Nr+1+1

Q̂β̂β0
]) + O(t2).

因此, 对于 i ∈ β 满足 l(i) ∈ βr+1
Nr+1+1, 有

σi(Y (t)) =
t2

2
σl′(i)(Q

T
ββr+1

Nr+1+1

Vββ̂(H,W )[Q̂β̂βr+1
Nr+1+1

Q̂β̂β0
]) + O(t3). (3.22)

由 (3.21) 和 (3.22) 可知定理成立.

4 应用

在这一节,我们利用奇异值函数的一阶和二阶方向导数分别刻画出核范数上图和谱范数上图切锥

和二阶切集. 分别把 f := ∥ · ∥∗ 和 g := ∥ · ∥2 的上图定义为凸锥 K∗ 和K2, 即

K∗ := epi f = {(X; t) ∈ ℜm×n ×ℜ : f(X) 6 t}, (4.1)

K2 := epi g = {(X; t) ∈ ℜm×n ×ℜ : g(X) 6 t}. (4.2)

接下来, 我们利用定理 3.1 和 3.2 得到 K∗ 和 K2 的切锥和二阶切集的表示式. 对于 k = 1, . . . , r + 1,

i = 1, . . . , |αk|,令 αk, β
k
i , β 和 β0 为 (2.9)中相应的集合.首先回顾一下在凸分析意义下的切锥和二阶

切集中的表达式 [8]. 设 Z 为有限维的 Hilbert 空间, K 为 Z 中的凸锥. 于是, 可定义 K 在 z ∈ Z 处的
切锥 TK(z) 为

TK(z) := {d ∈ Z : ∃ tk ↓ 0 使得 dist(z + tkd,K) = o(tk)}. (4.3)

凸锥 K 在点 z 沿方向 d 的二阶切集 T 2
K(z, d) 为

T 2
K(z, d) :=

{
w ∈ Z : ∃ tk ↓ 0使得 dist

(
z + tkd+

1

2
t2kw,K

)
= o(t2k)

}
. (4.4)

不失一般性, 我们假设指标集合 αr+1 和 βr+1
Nr+1+1 是非空的. 下面我给出 TK∗ 和 T 2

K∗
的表达式.

命题 4.1 令 (X; t) ∈ K∗ 且 X 满足奇异值分解(2.8). 则

TK∗(X, t) =


ℜm×n ×ℜ, (X; t) ∈ intK∗,

K∗, (X; t) = (0; 0),

{(H; η) ∈ ℜm×n ×ℜ : Tr(Hαα) + ∥Hββ̂∥∗ 6 η}, 其他,
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其中 Hαα = U
T

αHV α, Hββ̂ = U
T

βHV β̂ .

证明 当 (X; t) ∈ intK∗ 和 (X; t) = (0; 0) 时, 由切锥的定义 (4.3) 可直接得到结论.

下面假设 (X; t) ∈ bdK∗ \ {(0; 0)}, 即 ∥X∥∗ = t ̸= 0, 因此 ∥X∥∗ > 0. 由定理 3.1 知, 对任意

H ∈ ℜm×n 有

f ′(X;H) =

m∑
i=1

σ′
i(X;H)

=
r∑

k=1

|αk|∑
i=1

λi(S (Hαkαk
)) +

|αr+1|∑
i=1

σ′
l(i)(X;H)

=

r∑
k=1

Tr (S (Hαkαk
)) +

|β|∑
i=1

σi(Hββ̂)

= Tr (Hαα) + ∥Hββ̂∥∗, (4.5)

由于 f 是 Lipschitz 连续的正常的凸函数, f↓
−(X; · ) = f ′(X; · ), 又因为 K∗ = epi f , 根据 [12, 定理 8.2]

或者 [8, 命题 2.58] 可得到

TK∗(X, t) = epi f ′(X; · ).

因此, 由 (4.5) 可知,

TK∗(X, t) = {(H; η) ∈ ℜm×n ×ℜ : f ′(X;H) 6 η}

= {(H; η) ∈ ℜm×n ×ℜ : Tr (Hαα) + ∥Hββ̂∥∗ 6 η}.

命题得证.

命题 4.2 令 (X; t) ∈ K∗ 且 X 满足奇异值分解 (2.8), 假设 (H; η) ∈ TK∗(X, t). 则有

(1) 若 (H; η) ∈ int TK∗(X, t), 有 T 2
K∗

((X; t), (H; η)) = ℜm×n ×ℜ;
(2) 若 (X; t) = (0; 0), 有 T 2

K∗
((X; t), (H; η)) = TK∗(H, η);

(3) 若 (X; t) ∈ bdK∗ \ {(0; 0)} 且 (H; η) ∈ bdTK∗(X, t), 有

T 2
K∗

((X; t), (H; η)) = {(W ; γ) ∈ ℜm×n ×ℜ : v(H,W ) ≼ γ}, (4.6)

其中

v(H,W ) =
r∑

k=1

Tr(Vk(H,W )) + Tr(QT
βα′Vββ̂(H,W )Q̂β̂α′) + ∥QT

ββ′Vββ̂(H,W )Q̂β̂β̂′∥∗,

且

α′ =

Nr+1∪
j=1

βr+1
j , β′ = βr+1

Nr+1+1, β̂′ = βr+1
Nr+1+1 ∪ β0.

证明 当 (H; η) ∈ int TK∗(X, t) 及 (X; t) = (0; 0) 时, 由二阶切集的定义可直接得到结论.

下面假设 (X; t) ∈ bdK∗\{(0; 0)}且 (H; η) ∈ bd TK∗(X, t),则有 ∥X∥∗ = t ̸= 0和 f ′(X;H) = η ̸= 0

成立. 利用 [8, 命题 3.41], 由 K∗ = epi f , f 的 Lipschitz 连续性质和二阶连续可微性质,

f↓↓
− (X;H, · ) = f ′′(X;H, ·)
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可知,

T 2
K∗

((X; t), (H; η)) = epi f ′′(X;H, · ). (4.7)

此时, 由定理 3.1 和 3.2 可知, 对任意 W ∈ ℜm×n 有

f ′′(X;H,W ) =

m∑
i=1

σ′′
i (X;H,W )

=
r∑

k=1

|αk|∑
i=1

λi(Vk(H,W )) +

|α′|∑
i

λi(S (QT
ββr+1

qb(i)

Vββ̂(H,W )Q̂β̂βr+1
qb(i)

))

+

|β′|∑
i=1

σi(Q
T
ββ′Vββ̂(H,W )Q̂β̂β̂′)

=
r∑

k=1

Tr (Vk(H,W )) + Tr (QT
βα′Vββ̂(H,W )Q̂β̂α′) + ∥QT

ββ′Vββ̂(H,W )Q̂β̂β̂′∥∗.

因此, 由 (4.7) 可得 (4.6). 命题得证.

类似于命题 4.1 和 4.2 的讨论, 我们给出 TK2 和 T 2
K2
的表达式.

命题 4.3 令 (X; t) ∈ K2 且 X 满足奇异值分解 (2.8), 则

TK2(X, t) =


ℜm×n ×ℜ, (X; t) ∈ intK2,

K2, (X; t) = (0; 0),

{(H; η) ∈ ℜm×n ×ℜ : S (U
T

α1
HV α1) ≼ ηI|α1|}, 其他,

(4.8)

其中对于任意的实对称矩阵 X 和 Y , X ≼ Y 意味着 Y −X 是半正定的.

命题 4.4 令 (X; t) ∈ K2 且 X 满足奇异值分解 (2.8), 设 (H; η) ∈ TK2(X; t), 则有

(1) 若 (H; η) ∈ int TK2(A, s), 有 T 2
K2

((X; t), (H; η)) = ℜm×n ×ℜ;
(2) 若 (X; t) = (0; 0), 有 T 2

K2
((X; t), (H; η)) = TK2(H, η);

(3) 若 (X; t) ∈ bdK2 \ {(0; 0)} 且 (H; η) ∈ bdTK2(X, t), 有

T 2
K2

((X; t), (H; η)) = {(W ; γ) ∈ ℜm×n ×ℜ : QTV1(H,W )Q ≼ γI|α1|}, (4.9)

其中矩阵 Q 的列构成 V T
α1
HTUα1 + UT

α1
HVα1 的最大特征值对应的特征向量空间的一组标准直交基.

致谢 衷心感谢审稿人给予的评价和指导意见.
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The second-order directional derivatives of singular values

ZHANG Ning, ZHANG LiWei & XIAO XianTao
Abstract This paper derives the formula for the second-order derivative of any singular value function in a

direct way. As applications, the specific expressions of the tangent cones and the second order tangent sets for

the epigraphs of spectral norm and nuclear norm are established, which play important roles in the study of the

first and the second-order optimality conditions for matrix optimization.
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