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摘要    将压电薄膜粘贴于方形薄板表面即构成实用的振动能量收集器件, 本文研究此类器件在受到宽带随机

点激励作用时以平均输出功率最大为目标的优化设计问题, 具体包括压电片布置位置和尺寸要求、最优负载电

阻等. 首先, 导出机电耦合系统关于位移和输出电压的随机偏微分-积分方程组, 通过模态分析技术消去空间项

得到关于主坐标和电压的无限维随机常微分方程组. 进而, 由线性随机振动理论建立平均输出功率的解析表达, 

优化问题据此展开. 研究表明: 宽带激励作用时, 压电片最优中心位置处于激励点及与之相应的 3 个对称点; 在

最优布置条件下, 平均输出功率随压电片尺寸增加近于单调增加, 而增速渐缓, 据此可定义最优尺寸; 在最优布

置条件下, 平均输出功率随外接电阻的变化有极值出现, 可由此断定最优负载电阻. 上述研究揭示了对称最优

布置位置的存在性及输出功率对布置位置的敏感性, 对平板型随机振动能量收集器件的优化设计有一定的指导

意义.  
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1  引言 

振动能量收集技术的发展晚于太阳能和风能等

能量收集技术, 这是由于相比于后两者, 该技术能收

集到的能量较少, 不足以产生变革性影响. 而随着集

成电路技术的进步, 电子元器件的几何尺寸和功耗

迅速下降, 上述局面得以彻底扭转[1]. 例如, 直接收

集周围环境中的振动能量, 可用于实现对大型传感

网络独立供电, 从而彻底摆脱对电池的依赖性, 而电

池的定期替换通常是繁琐的甚至需要付出极高代价

的工作. 无疑地, 直接收集部分环境振动能量从而构

建自供电电子设备, 具有极其重要的经济效益和社

会价值.  

振动能量收集技术多采用电磁感应、电容变化和

压电效应等 3 种机电转化机制[2~4]. 由于压电装置结

构简单, 且具有发热小、无电磁干扰和易于微型化等
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优点, 压电机制在振动能量收集技术中得以大量采

用[1,4,5]. 压电型振动能量收集器件的通常形式是, 将

压电片粘贴于主结构表面, 主结构在外载荷作用下

振动从而引起压电片出现正负交替应变, 压电片通

过压电效应产生电压输出, 供给能源给外界负载. 在

最初的研究工作中, 主结构为形式上最简单的一维

梁结构, 其中以悬臂梁结构为主导[6~8]. 基于梁结构

的压电型振动能量收集器件在理论分析上相对简单, 

并在应用上具有很强的适应性. 注意到, 平面结构或

近平面结构在工程和工业领域大量存在, 如运载工

具车身、机床平台台面、多层建筑外墙或隔板等, 因

此, 集成于平板的振动能量收集器件的研究具有重

要的实际应用价值[9,10].  

在机理研究方面, 压电型振动能量收集器件被

简化为一个偶联电路系统的单自由度机械振子, 其

重点在于准确预测系统在确定性或随机载荷作用下

的输出功率. 这归结为求解耦合的确定性/随机常微

分方程组, 前者相应于确定性激励情形, 而后者相应

于随机激励情形 . 这方面的研究已臻于成熟 [11~14]. 

在具体的压电型振动能量收集器件研究中, 多数工

作都是针对梁型能量收集器件进行的, 且在这些工

作中大多集中于谐和外激情形下的理论分析、数值计

算、实验研究, 以及压电片形状和尺寸的优化等[15~18], 

在随机激励作用下的优化问题成果很少[19]. 近来, 在

确定性激励作用下的板型压电振动能量收集器件方

面也已有了不少工作[9,10], 而其随机方面的研究尚属

空白. 由于环境激励的本质随机性, 为将其应用于工

程实际, 研究宽带随机载荷下以平均输出功率最大

为目标的板型能量收集器件优化设计势在必行.  

本文即以集成于薄板表面的压电型振动能量收

集器件为研究对象, 研究随机激励作用下的优化设

计问题. 首先, 应用经典板壳理论、压电力学理论及

随机振动理论, 导出关于系统位移和电压的随机偏

微分-积分方程组, 而后建立限带白噪声作用下平均

输出功率的无穷级数表达式. 在详细探讨无穷级数

收敛性的基础上, 依据此级数式讨论以平均输出功

率最大为目标的结构优化设计. 具体讨论压电片的

最优及最差布置位置, 压电片最优尺寸的存在性以

及相应于最大平均输出功率的最优负载的确定等 . 

本文的研究过程和结果对随机振动、特别是宽带随机

振动的能量收集技术具有一定的指导意义.  

2  集成于薄板的压电型随机振动能量收集
器件模型建立 

集成于薄板的压电型振动能量收集器件模型化

如图 1 所示. 以平直薄板为主结构, 其长、宽、高分

别为 a, b, h. 矩形压电片完美粘贴于平板上表面, 其

长、宽、厚分别为 lP, wP, hP. 压电片上下面分别布置

柔性电极, 而外界电阻 R 直接与上下电极相连. 建立

如图 1 所示坐标系统 O-xyz, 参考平面 z=0 取为未变

形时平板中面. 压电片中心位置坐标记为(xm, ym), 两

典型角点坐标为(x1, y1)和(x2, y2). 平板位置(x0, y0)处

施加随机的集中载荷 f(t). 

一般的正交各向异性压电材料的物理特性由如

下本构方程描述[10]:  
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式中 , , ,  x y xy 为正应力和剪应力分量 , , ,  x y xy

为正应变和剪应变分量, D3 和 E3 分别表示沿板厚方

向的电位移和电场强度, Qij 表示弹性常数, eij 和 33 S 分

别表示压电常数和介电常数. 而一般正交各向异性

材料的本构方程可通过删去式(1)中的电学相关项得

到. 本文压电片和主结构均取为各项同性材料, 于是

有 e31=e32, 且弹性常数表示为 

 11 22 12 21 662 2, ,  ,
1 1 2 1


  

    
  
E E E

Q Q Q Q Q  (2) 

式中, E 为材料弹性模量, 为泊松比. 基于经典板壳

理论的小变形假设, 板内任意一点的应变可表示为 

 

图 1  (网络版彩图)集成于薄板的压电型振动能量收集器件

模型 
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式中, w 为板中面沿 z 方向的横向位移.  

薄板的运动控制方程表述为如下偏微分形式[9]: 
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式中, Mx, My, Mxy 表示单位长度的弯矩和扭矩, ρ表示

材料密度, 而上标“S”和“P”分别表示平板和压电层

的信息, c 为平板阻尼系数. 薄板单位长度的弯矩和

扭矩通过应力定义为 
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将本构方程代入得到用横向位移表示的母板弯

矩和扭矩:  
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式中, 
 

3

212 1 



Eh

D 为平板的弯曲刚度. 压电层的弯

矩和扭矩定义为 
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其中,  H 为 Heaviside 阶跃函数. 将本构关系代入

之得到:  
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式中, P
31 ,

2
 


h h
e  3 P( )  V t E h 为压电片输出电压. 

由于压电片厚度远小于平板厚度, 上述推导中忽略

了压电层刚度的贡献[8]. 将式(6)和(8)代入式(4)可得:  
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式中,    为 Dirac delta 函数.  

外电路电学方程表示为 

 3
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d
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同样地, 将本构关系代入之得到 
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式中, P 33 .S
P P PC l w h  式(9)和(11)构成了完整的集

成于薄板的压电型振动能量收集器件的控制方程组, 

其基本变量为系统位移和输出电压, 且两组方程相

互耦合. 首要目标是结合恰当的边界条件和初始条

件 , 通过求解相应的定解问题最终给出输出功率
2P V R 的平均值.  

3  宽带激励作用下器件的随机响应分析 

以常用的四边简支板为例进行研究, 而所采用

的分析方法适用于其他任意边界条件, 只需相应地

调整振型形式即可. 四边简支板的边界条件表示为 
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结合平板无阻尼自由振动方程:  
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得到各阶振型:  
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及相应的固有频率:  
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各阶振型满足正交条件[20,21]:  
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式中, ir 为 Kronecker delta 函数, 即当 i=r 时, ir=1; 

当 i r 时, ir=0.  

通过模态展开, 式(9)的解可表示为  
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式(17)代入式(9), 并应用 Galerkin 积分方法可得: 
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式中,  

 
22

2 2

1 1
1 1

d d . 


  
  

   
 

yxy x
ir ir

ir
y x

x y

y x
hab x y

 (19) 

将式(17)代入式(11)可得: 
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无限维的方程式(18)和(20)即构成了关于主坐标

和输出电压的控制方程组. 相比于式(9)和(11), 这里

不再包含偏微分项和积分项, 而其代价则是维数无

限且包含无穷级数项.  

考虑周期激励作用下的稳态响应, 令激励 f(t)= 

ej, 主坐标响应和电压响应分别为  
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式中, 为激励频率, j 为虚数单位, Hir(), HV()分别

为模态频率响应函数和电压频率响应函数. 将式(21)

代入式(18)和(20), 并消去 ej, 可得:  
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联立之求得:  
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随机激励 f(t)用零均值限带白噪声表示, 其功率

谱密度为[22] 

   0 0

0

, ,
0, ,

 


 
   

当

当f

s
S  (26) 

式中, s0 为常值. 能量收集器件的平均输出功率均值

表示为  

      
0

0

2

0
1 d .




  



 
   

 
 V V

V
E P E H s H

R R
 (27) 

平板任意点的响应均方值亦可相应地解析出.  

4  器件优化设计 

在进行具体的器件优化设计之前, 首先讨论级

数收敛性问题, 这在控制计算精度方面是至关重要

的. 给出典型情形下的系统电压频响函数图线, 据此

判定所给出的外激励带宽宽度. 讨论给定激励作用

位置、激励带宽及压电片尺寸条件下, 压电片中心位

置的变化所引起的平均输出功率变化规律, 为之后

的优化设计奠定基础.  

如无特殊说明, 如下算例中所用到的激励参数

取值为 s0=100, 阻尼系数为 c=20, 薄板的几何和物理

参数取值为 a=0.58 m, b=0.54 m, h=1.96×10−3 m, E=70 

GPa, μ=0.2, ρ=2700 kg/m3. 压电薄膜的材料参数和几

何参数取为 E=66 GPa, S
33 =10.38×10−9 F/m, e31= 

12.54 C/m2, hP=0.267×10−3 m, 外接电阻值为 R=6 

kΩ[9].  

以  
1 1

,
 

 

i r

f i r 的求解为例简述对无穷级数的截
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断处理. 首先取 k=1, 计算下式:  

 
10( 1) 10( 1)10 10

1
1 1 1 1
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
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如果 1 0.01, 
k k

k

T T

T
 则停止计算, 取

1 1

( , )
 

 

i r

f i r  

1; kT  反之, 则取 k=k+1, 返回计算. 图 2 给出了典

型情形下, 平均输出功率的收敛性分析结果, 其中横

坐标表示无穷级数的截断项数, 而纵坐标为输出功

率均值. 由图可知, 随着求和项数的增加, 输出功率

均值趋于稳定. 取前 200 项即可取得具有足够精度的

结果. 典型情形下的输出电压频率响应函数如图 3 所

示. 对此典型结构形式, 圆频率为 6000 rad/s 时覆盖

了超过 20 个模态, 因此可认为对该结构而言, 外部

激励若覆盖 6000 rad/s 的频率成分, 则可视为典型宽

带过程.  
图 4 为给定激励位置(x0=a/3, y0=b/4)、激励带宽

(ω0=6000)及压电片尺寸(lP=0.01a, wP=0.01b, 分别取

主结构长、宽的 1%)的条件下, 平均输出功率随压电

片中心位置的变化规律. 观察发现如下几个特征: (1) 

随着压电片中心位置变化, 平均输出功率峰谷交替

出现, 但不具有周期性, 峰值和谷值相差数倍; (2) 

平均输出功率值沿着长和宽两条中心线近似对称分

布 , 平均输出功率最大的 4 个峰值点坐标分别是

(0.322a, 0.243b), (0.678a, 0.243b), (0.322a, 0.757b), 

(0.678a, 0.757b), 呈对称分布. 这极其类似于连续体

随机振动中独特的速度强化现象. 而这里的近似性 

 

图 2  (网络版彩图)无穷级数的收敛性分析 

x0=a/3, y0=b/3, xm=a/3, ym=b/3, lP=0.01a, wP=0.01b, ω0=6000 

 

图 3  (网络版彩图)输出电压频响函数 HV() 

x0=a/3, y0=b/3, xm=a/3, ym=b/3, lP=0.01a, wP=0.01b 

 

图 4  (网络版彩图)平均输出功率随压电片中心位置的变化

规律 

x0=a/3, y0=b/4, lP=0.01a, wP=0.01b, ω0=6000 

是由于压电片粘贴导致的结构不对称性引起的. 第

一个特征表征了压电片最优粘贴位置的存在性及平

均输出功率对位置的敏感性; 第二个特征提示我们

可以仅以 1/4 板为研究对象, 所得到的最优布置位置

可依据对称性映射出其他 3 个最优位置.  

4.1  压电片最优和最差布置位置 

以下正式展开对结构优化设计问题的讨论. 具

体包括压电片的最优及最差布置位置、压电片最优尺
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寸及器件最优负载电阻的确定. 图 5 所示为给定压电

片尺寸(lP=0.01a, wP=0.01b)和激励点位置的条件下, 

压电片最优中心位置(xm, ym)随激励带宽的变化关系. 

图 5(a)的激励点位置(x0=a/3, y0=b/3)处于对角线上, 

而图 5(b)的激励点位置(x0=a/3, y0=b/4)处于非对角线

上, 依此两种代表性情形可得有意义的结论. 图 5 中, 

圆点表示压电片最优水平中心位置 xm, 对应左侧纵

坐标, 而菱形点表示压电片最优竖向中心位置 ym, 对

应右侧纵坐标. 由图可知, 当激励带宽较小时, 压电

片最优中心位置随激励带宽的变化而剧烈跳动, 未

呈现出明显的规律性; 而当激励带宽较大(大于 4000)

时, 上述两种情形的压电片最优中心位置都几乎稳

定在激励作用点位置附近. 由于真实环境激励带宽

有一定的波动性, 小带宽情形下最优位置的波动性

使得其优化结果没有实际意义. 对于带宽较宽的情

形, 只需将压电片布置于激励点附近即有大的功率

输出. 又由于前述最优位置的对称性特征, 所得结论

更具意义, 在激励点不适宜布置压电片时, 可布置于

对称的其他 3 个位置上而不影响其输出功率. 相应于

前文关于压电片最优中心位置的讨论, 这里给出上

述两种典型情形下压电片最差布置位置随激励带宽

的变化关系, 如图 6 所示. 由图可知, 随着激励带宽

的变化, 最差布置位置剧烈波动, 且未表现出任何规

律性. 甚至在某些带宽下, 最差位置与激励点位置相

距很近, 也即与最优位置相距很近. 为阐明压电片位

置优化的意义, 图 7 给出了压电片布置于最优位置和

最差位置时的平均输出功率比较结果. 由图可知, 随

着激励带宽的增加, 最优平均输出功率和最差平均

输出功率相差越来越多, 在宽带情形下甚至相差数

10 倍. 这进一步说明, 优化压电片粘贴位置对提高

功率输出具有重要意义, 特别是在宽带激励下更是

如此. 

 

图 5  (网络版彩图)压电片最优位置随激励带宽的变化关系 

(a) x0=a/3, y0=b/3; (b) x0=a/3, y0=b/4 

 

图 6  (网络版彩图)不同带宽下压电片最差位置 

(a) x0=a/3, y0=b/3; (b) x0=a/3, y0=b/4 
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图 7  (网络版彩图)最优与最差平均输出功率随激励带宽的变化关系 

(a) x0=a/3, y0=b/3; (b) x0=a/3, y0=b/4 

4.2  压电片最优尺寸 

上述的位置优化是在给定压电片尺寸的前提下

进行的, 压电片尺寸取为 lP=0.01a, wP=0.01b, 即长宽

分别为母板的 1%. 本节将压电片布置于激励作用点, 

即最优位置处, 指定宽带激励(其带宽为 ω0=6000), 

讨论压电片尺寸对平均输出功率的影响, 如图 8 所示. 

由图可知, 随着压电片尺寸的增加, 输出功率整体上

呈增加趋势, 当压电片尺寸较大时出现小的波动. 当

压电片尺寸较小时, 随着尺寸增加, 平均输出功率迅

速增加; 而当压电片尺寸达到一定值时, 提高其尺寸

引起的平均输出功率增大不明显. 因此, 通过设定一

定的准则, 如输出功率达到最大输出功率的 80%, 可

以得到更有实用价值的压电片优化尺寸.  

4.3  最优负载电阻讨论 

以下讨论中 , 取压电片尺寸为 lP=0.01a, wP= 

0.01b, 压电片中心位置布置于激励作用点位置, 即

xm=x0, ym=y0, 并给定激励带宽 ω0=6000. 图 9 给出了

平均输出功率随外接电阻的变化关系. 对图示两种

情况都有如下结论: 随着负载电阻的增加, 平均输出

功率先增大后减小, 存在最优的负载电阻值使得平

均输出功率最大. 由此可知, 要使输出能量最大, 负

载电阻的选择也是一个关键性因素, 最优负载电阻

易采用本文的分析方法直接给出. 最优负载电阻的

存在性与已有文献中的结果一致[12].  

 

 

图 8  (网络版彩图)平均输出功率随压电片尺寸的变化关系 

(a) x0=xm=a/3, y0=ym=a/3; (b) x0=xm=a/3, y0=ym=a/4 
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图 9  (网络版彩图)平均输出功率随外接电阻的变化关系 

5  讨论与结论 

本文系统研究了集成于薄板的压电型宽带随机

振动能量收集器件的优化设计问题. 建立了关于主结

构位移的非线性随机偏微分方程和关于输出电压的常

微分方程, 二者相互耦合. 而后截断之得到关于主坐

标和输出电压的非线性随机常微分方程组, 通过线性

随机振动理论导出了平均输出功率的解析表达式, 据

此讨论结构优化问题. 首先论证了平均输出功率对压

电片布置位置的近似对称特征, 从而将研究局限于

1/4 板. 讨论了压电片的最优和最差布置位置随激励

带宽的变化关系, 研究表明: 对于窄带激励情形, 最

优布置位置没有规律性可言, 而对宽带激励情形, 最优

布置位置趋近于激励作用点及其3个对称位置. 压电片

布置于最优及最差位置的平均输出功率差别可达数 10

倍, 从而证实了最优位置研究的重要意义. 此外, 讨论

了压电片优化尺寸及最优负载电阻. 随着压电片尺寸

增大, 平均输出功率总体上呈现上升趋势, 可给定某一

准则确定最优尺寸; 平均输出功率显著依赖于负载电

阻值, 需恰当选择之以期得到大的平均输出功率.  

本文的优化设计方法为集成于平板的压电型宽

带振动能量收集器件的工业化应用奠定了理论基础. 

该方法可直接推广于不同约束条件的情形, 只需替

换相应的振型函数即可. 对集成于壳体的振动能量

收集器件的研究亦可按类似方法展开.  
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Optimal design of plate-based random vibration energy harvesting 
system 

TIAN YanPing & ZHANG XiLun 
School of Mechanical Engineering, Hangzhou Dianzi University, Hangzhou 310018, China 

Pasting piezoelectric thin films on a rectangular plate constitutes a practical vibration energy harvester. This manuscript investigates 
the optimal design of energy harvesters excited by wideband random point force with the objective to maximizing the mean output 
power, including the position of piezoelectric patch, the dimension and the load resistance. First, derive the stochastic partially 
differential-integral equations with respect to the displacement and output voltage, and then by eliminating the partial variables 
through modal expansion technique, the stochastic ordinary differential equation with infinite dimensions with respect to principal 
coordinates and voltage is derived. The analytical expression on the mean output power is derived through the linear random 
vibration theory, based on that the optimal design is discussed in detail. The analytical results show that as for the wideband 
excitation, the optimal positions of the piezoelectric patch include the self- and the symmetric positions of the exciting point. With 
the optimal position, the mean output power almost monotonically increases with the dimension of the piezoelectric patch and the 
increasing speed declines. The optimal dimension can be determined base on the above results. The optimal load resistance is derived 
by the existence of extreme value of the relation curve between the mean power and load resistance. This manuscript discloses the 
symmetry of the optimal position and the sensitivity of mean power on position of piezoelectric patch, and provides certain guidance 
for the design of thin plate-based vibration energy harvesters. 

piezoelectric energy harvester, wideband random vibration, thin plate, optimal design, mean output power 
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