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摘 要

本文发现
,

以往习用的平面调和 函数的两种边界积分方程不是充要的
,

其原因

是一个实际上并不能包括全部调和函数的边界积分表达式误解为能如此
.

本文改正

了这个表达式
,

并进而导出了充要的直接变量和间接变量的边界积分方程

关键词 : 调和函数的边界值问题
,

边界积分方程
,

边界元法

用边界积分方程
一
边界元方法求解弹性力学以及其他物理或工程问题

,

近年来得到了蓬勃

的发展
.

但是边界积分方程的充要性问题一直未受到足够的重视
.

文献 [ l] 首次提出了调和

函数的边界积分方程的充要条件
.

本文应用这个条件考查了两种习用的平面调和函数的边界

积分方程
,

发现它们不是充要的
,

因而并非在一切情况下都可以应用
.

文献【2] 也曾指出过
,

有

些平面调和函数的边界积分方程有时会出问题
.

但因未能找到根本原因
,

故未能从根本上加

以改进
.

本文发现
,

出间题的根本原因在于把一个在空间问题中能包括全部调和函数的边界

积分公式 (单层源公式 )
,

不加证明地移植于平面间题
.

而事实上这个移植来的公式并不能包

括全部调和函数
。

本文证明了
,

只要在上述公式后加一个常数项
,

便能达到预期的 目的
。

这一

改进还使平面调和函数的单层源具有客观性
.

我们依据这个新的平面调和函数的 一 般 表 达

式
,

建立了两种 (直接变量和间接变量各一种 )新的边界积分方程
,

它们都是充要的
。

一
、

任意平面调和函数的边界积分表示
·

考虑平面 (
二 ,

力 上有一个有限区域 口 ,
口 的边界为 B

.

平面调和函数的基本解 G

位点源所引起的场
,

满足下列方程

7
2 G 一 一成 x 一 套)

,

式中 二
,

套是 (
x , y )

,

(杏
,

动 的缩写
,

而 (互
,

z)] 是奇点的坐标
、

基本解常取为

G (二
,

省)
_ 一与

n
星左兰

」
篮鱼

2叮 a

即单

( 1
.

1 )

( 1
.

2 )

其中

尺 (二
,

考) 一 了(
二 一 查)

,
+ ( , 一 、 )

, ,

( 1
.

3 )

而 。
是可任意选定的一个距离标尺

.

所以引进距离标尺
,

是因为对数是个超越函数
,

而超越

本文 l , , l 年 2 月 4 日收到
.
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函数的自变量必须是无量纲的
.

平面 调和函数和空间调和函数这两种基本解有两个很大的区

别
.

一是可以要求后者在无穷远处等于零
,

而前者无法做到
.

二是后者可以用带量纲的坐标

计算
,

而前者必须首先无量纲化
.

不少文献 (如文献 〔3
, 4 )] 自觉或不 自觉地认为 : 口 内的调和函数 H ( x ) 总可以表示为

H (二 ) 一

{
, : 二 (` , G (一 ` ,` B。 ,

“ B 考,
’

这里 B 。
是指由 (杏

,

动点组成的边界
,

而 B 是指由 (
二 ,

力 点组成的边界 ;

( 1
.

斗)式虽然与空间调和函数的对应公式

( 1
.

呼)

产 是适当的单层密度
.

H (二 ) 一

~

卫竖乙 d凡
B ; R (二

,

套)
十分相似

,

坦正如文献 〔2] 所指出的
,

却不一定能成立
.

文献〔2] 举出了一个实例
,

点为圆心
、

( 1
.

2 )式中的
。 为半径的圆形区域时

,

( 1
.

4 )式给出

( 1
.

5 )

当口 为以原

城 0)
一

上 (
2万 J a ￡

拜 (专) 一
。
二 ` 丑。 一 0

.

( 1
.

6 )

比式表明
,

在此种情况下 ( 1
.

4 )式不包含 H ( 0) 钾 。 的调和函数
.

文献 〔21 还指出
,

某些平面调

和函数的边界积分方程有时出间题
,

与上述误解有关
.

但是他们没有指出如何有效地纠正这

一错误
.

本文指出
,

对于平面调和函数
,

( 1
.

4 )式应改正为

H (二 , 一

!
, 。 · (` , G (二

, ` ) “ B 七 + c
,

( 1 7 )

式中 c 是一个待定常数
,

而 减夸) 可限制在下列范围内

{
_

二: 。) /。 ,

一 。
.

J B
-

我们先从物理上来论证 ( 1
.

7 )
,

( 1
.

5) 式的合理性
.

( 1
.

8 )

人们常把 拌理解为单层密度
,

认为它有

物理意义
.

如果 产 真的有物理意义
,

那么它必定是客观的
,

即 H与 川司有一个一一对应的关

系
.

先来检查一下给定一个 产 是否只得到一个 H
.

在 G 中有一个可由主观随意选定的距离标

尺
a .

设想 a
取

a :

和
a : 两值

,

对应的 G 记为 G :
和 G : :

~
, ` 、

l
,

R `二
.

右)
、 。

, 一 , 闷白. . 函 , , 泛巴 , 二

- 一
】份 ,

一
` 卜~ ~ 一台

_ .

俪匕一二 , 吕二二 ; . ,

. 八 `
, 、 / 一

, 二 “ _ , ` 苏 ,

一
` 兀 口 i

( 1
.

9 )

于是 产 的客观性
,

要求用 G :

或用 G :

算出的 H 相等
,

即

!
, : 。 (。)〔G l

( X
,

。) 一 。 2

(二
,

。) 〕J 。 。 一 0
.

注意到

( 1
.

10 )

G ;
(二

,

: ) 一 G Z

( 二
,

。) 一 少
-

` 万

in 丘 ~ 常数
,

口 2

( l ! l )

从 l(
·

’ 0) 式即可导出 l(
·

s) 式
.

可见
,

只有在 (}
·

s) 式成立的前提下 ” 才具有客观性
,

才可

能具有物理意义
.

下面我们称 ( 1
.

8) 式为客观性条件
.

下面再来证明
,

任给一个 H ( x ) 后一定可以找到唯一的 试豹 使 ( 1
.

7 )
,

( 1
.

5) 式成立
.

本

文限于考虑 9 是有限的情况
,

但允许口是多联通的
.

口 的内外边界的集合记为 B
.

口 的补域

( 全平面中扣除 g 和 B 后所剩下的区域 )记为穿
。

如果口 是多联通的
,

那未 口
`

包含不相联通

的几块
。
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在口 内任给一个调和函数 H (x )后
,

可根据下列条件在 口 内确定一个调和函数 H’ (二 )
:

在 口
`

内 : v
, H

’

一 。 ,

( 1
.

1 Z a )

在 B上 : H
`

一 H ,

( 1
.

12 b )

在 co 处 H
`

一 C
,

( 1
.

12 C

)

式中 c 是待定的未知常数
。

为使公式简明
,

在边界 B 上的函数 H
,

H’ 以及它们的法向导数分别记为 月
,

牙
,
; 牙

.

万孔

命基本解 G 中的奇点 (夸
, , ) 落在口 内

.

在口内对 H和 G 两个函数应用 G er e n 公式
,

得到

心 , 一

{
,

怀
“ 一 “

器dB )
.

( 1
.

1 3 )

以坐标原点为圆心在无穷远处作一很大的圆 周 B二 在 B .
内的 口

`

区 域 中 对 H’ 和 G 应 用

G r
ee

n
公式

,

因 G 的奇点不在这个区域内
,

故有

!
。

(
“ 二̀ - 月

·

旦月
口n

在 co 处 :

H’ , c
,

翅

)
` “ 一

{
。 _

(器
“ 一 H’
黝

` ”
·

: 一
口

(:),

( 1
.

14 )

。 l
,

r 口G d G I
妙一 一 丁

一

m 一
,

万
-

一 下厂 一 一 万一
乙汀 口 口产; o r ` 汀 r

( 1
.

1 5 )

其中 (
, ,

e) 为极坐标
.

这样 ( 1
.

1 4 )式的右端化为
。

`巡
G 一 H’ 匹 、、 。 一 价。

似 、
, d。 一 c

_

。 . \ d ” d 月 / J o \ 2汀 r
/

( 1
.

’ 6 )

于是 ( 1
.

1 4 )式化为

l
,

怀
“ 一 、
黔 dB 一 .c

( 1
.

17 )

将此式的左端移到右端
,

然后将它加入到 ( 1
.

13 )式
,

得到

(H 。 一
i } (万一 虱 )G 一 (万一侧 蟹不

J : 十 。
.

少B 丈
-

一

d n J

一
)
,
(风 一 忌 ’ dG ” + `

·

( 1
.

18 )

命

拼 (二 ) 一 月
二

一 刃几
,

( 1
.

1 9 )

于是 ( 2
.

15) 式可写成为

H (` ) 一 {
, ; (` ) G ( `

,

` , d B + C
·

( ` 2。 )

注意到 G (二
,

安) 是 二 ,

夸的对称的函数
,

便可知 ( 1
.

2 0) 式与 ( 1
.

7 )式等价
.

剩下需要证明的是

由 ( 1
.

19 )式确定的 户 满足 ( 1
.

5) 式
.

这个证明很简单
,

只要注意到 ( 1
.

19 )式中的两项 分别满足

( 1
.

8 )式 :

{ 万
。
d , 一 。

,

{ 刃;
d 。 一 1

.

翅
、 。 一 。

.

, a J习 J
o . d 护

( 1
.

2 1 )
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J .曰 . .奋 . . . . . . . . .侧 . .曰 . . .

二
、

充要的间接变量边界积分方程

考虑如下的平面调和函数的典型的混合边界值问题

在口 内
:
侧甲 ~0

,

在 B :

上 :

在 B :

上 :

甲 口 中
,

鲤 ~ 币
。 ,

这里口 仍限于有限区域
,

而 B :

U B :

一 .B

根据公式 ( 2
.

7 )
, 甲可表示为

, (二 ) 一

{
, `

二 ( : ) G (二
, 。) ` B 看 + c ,

( 2
.

l a )

( 2
.

l b )

( 2
.

1。 )

( 2
.

2 )

式中 c 和 拼 是待求的未知量
.

在 ( 2
.

2 )式中命 二 趋于边界 B
.

用边界积分方程理论中惯用 的

方法可以导出

@ i姿i (兰王一械劝
+ {

.

。

%() 鱼乳兰业泣 ` B 。 , 二 、 。
,

口 n 少B去 口 n

( 2
.

3 )

式中 及是已知量
,

在光滑的边界上 段一 1 / 2
.

积分号下的记号 乓 是指扣除 G ( x
,

夸) 的奇点

(畜~ x ) 后所存下的开边界上的 C a uc h y 积分
.

根据 ( 2
.

2 )
,

( 2
.

3 )式以及 产应事前满足的条

件 ( 1
.

8 )
,

我们便可得到下列间接变量的边界积分方程

; : (套) d B
; ~ 0

,

( 2
.

4 a )

拜 (夸) G ( x
,

专) d B ; + C ~ 币( x )
,

x ( B :

( 2
.

4b )

产

I
J月

l
é

`二 ( X , +

!
,。 二 (` ,丝釜里

` B考一 ,
·

(二 ,
, X “ B : ·

( 2
.

4 c
)

这组方程正好可确定未知的 C和 释
.

所以这组方程不仅是充要的
,

并且是没有多余的
.

以往习用的
、

基于单层密度的间接变量边界积分方程是

!
, 七二 (` , G (二

, ` ,̀ B考一 , ( X ,
, X “ B ! ,

( 2
.

s a )

灸二 (二 ) + {
.

二 (若) 旦色兰州口` , 。 一 ,
.

(二 )
, 二 * , 2 .

J .七 O ”

( 2
.

s b )

方程 ( 2
.

5 b )与 ( 2
.

4。 )相同
,

但 ( 2
.

, a )比 ( 2
.

4 b )少了一个常数 c
.

由于缺了这个常数
,

旧方程组

( 2
.

约有时无解或有多解
.

文献〔21 曾就 iD
r ic hl e t 间题指出了这种可能性

.

本文就一般的混

合边界值问题
,

并从更实用的观点来证明存在这种可能性
.

为此
,

考虑如下的特殊问题
:

在 B ,

上 : 切 一 1 ; 在 B Z

上 : 币
一

0
.

( .2 6 )

对此问题旧方程组是

那 (安) G (二
,

去) d B
;
~ l ,

x 〔 B : , ( 2
.

7 a )

*二 (二 ) + (
.

; ( : 尸旦粤」夕
` , 。 一 。 , 二 。 。 : .

J B老 O招

( 2
.

7 b )

如果对于某一选定的距离标尺
a 此方程无解

,

那就已说明旧方程组不符合实际情况了
.

因此
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我们假定
,

对于这个
。
方程 ( 2

.

7) 有解
.

把此解记为 拼 ~ 几
.

现在再将距离标尺从
。
改为 b

,

并

把相应的基本解记为 0G ( x
,

妇
.

这样有

~ ~ 1
.

b
行 ~ 妙。

一 — In —
。

2汀 a
( 2

.

8 )

将此式及
严 ~ 之代人 ( 2

.

7 )式
,

得到

(
, ,

。 。 / _ _ , 、 J o Q
l 大戈刃 /甘。戈孟

一
g / “ L, 考一 丁一

J B七 ` 汀

b
, _ 。

In 一 一
1 一 沈 七 万 z ,

( 2
.

9 )

“ ( X ’ +
!
。* ` (` ,

口 G。

( x
,

套)
d B 女 ~ 0

,
x 〔 B z ,

其中 Q ~

由此可知
,

几(夸) d B如 ( 2
.

10 )
凡当

在本节的最后将证明 Q 铸 .0

一卫 In 五
2才 a

一 1
,

即 。 一 。 e 一

专 ( 2
.

1 1 )

时
, 产 ~ 又便是齐次方程

l
: ; ; ( 。)。

。

(二
, 。) J 。 女一 。 , 二 。 。 ; ,

`· (
, :

,

+

l
。。 / ; ( “广袋黔

` B 夸一 。 , X ` B Z ( 2
,

12 )

的非零解
.

齐次方程有非零解
,

对应的非齐次方程 ( 2
.

5 )无解或有不唯一的解
.

这显然不符合

实际情况
.

下面再对 N e u m an
n 问题做些补充

.

对于这类问题
,

新旧方程组分别简化为

{
, 。 · (。 )、 。 。 一 。

,

` ; ( X , + (
。 ; / (̀

溥瓷且
` B。 一 , 一

` ; (二 , +

!
。。 ; (̀ 尸旦瓷

2
直叠̀ B考 一 , 一

( 2
.

1 3 a )

x 〔 B ( 2
.

13 b )

二 〔 B ( 2
.

14 )

旧

、 、产、 J
夕

七J`U, .几j .几

不要由于两者都不含常数 C ,

并且 ( 2
.

13 b ) 与 ( 2
.

1钓 式相同而认为新旧方程组是等价的
.

方程 ( 2
.

1 4 )有解
,

但不唯一 它的解可表示为

那 ~ 拼 , 十 “ 产。 ,

( .2

式中 产 ,
是方程 ( 2

.

1 4 )的某一特解
, “
是任意常数

,

而 拼。

是齐次方程

`二。

(二 , +

{
, ; ; 。

(`尸些瓷里
` B。 一 0 , X 〔 B

( 2

钓非零解
.

将 ( 2
.

1约式代人 ( 1
.

4 )式
,

得到待求的调和函数

H (二 , 一

{
, 。 ; 户(` , G (二

,

` ,̀ B七 + ·

{
: 。 ; 。 (̀ , G ( X

, 。 ,̀ B ; ·

( 2
.

17 )

对于 N e u m an
n 问题

,

调和函数中有
,

且只有常数项不确定
,

所以 释。
应能满足下列条件

l
, : 二。 G ( X

, ` ,` “ 夸一 `
·

( 2
.

18 )
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但是不幸的是当距离标尺取得不适当时
,

方程 ( 2
.

16 )
,

( 2
.

15) 不能同时成立
.

证明步骤和前面

用过的相同
,

这里不再重 复
.

对于新方程组
,

从方程 ( 2
.

13b )同样可得到 ( 2
.

15 )式
.

但此时将 ( 2
.

巧 )式代人 ( 2
.

1 3 a
) 式

,

即

可唯一地决定
a :

。

一 {
, ; 一“ ,̀ B。

/!
。 : 一 (̀ ,` ”

。

( 2
.

1 9 )

在新方程组中
, 户总是唯一的

,

反映了 拌的客观性
.

H ( x ) 中所需的不定常数由 ( 1
.

7 )式提供
.

现在回过头来证明 Q 纷 0 〔见 ( 2
.

10) 式 〕
,

从边界条件 ( 2
.

6 )易知待求的调和函数是

甲 ( x ) ~ 1 , x 〔 口
. _

( 2
.

2 0 )

利用求得的 拼 ~ 几 ,

在口 的补域穿 内也可确定一个调和函数 甲
’

如下

甲
`

( x ) ~

这个 甲
`

在 B上与 甲 相等
,

因而有

双豹以 二
,

套) d凡
, 二 。口

.

( 2
.

2 1 )
乏B

.

1!
口

在 B 上 : 了 ~ .l ( 2
.

2 2 a )

如果 Q ~ 0 ,

那末

在 co 处 : 甲
`

” .0

但是微分方程理论告诉我们
,

不存在满足条件 ( 2
.

2 2 )的平面调和函数
,

故只能是

( 2
.

2 2 b )

Q钾 0
.

`

证毕
.

三
、

充要的直接变量边界积分方程

考虑如下的平面调和函数的超定问题 :

在口 内 : v沛 ~ 。 ,

在 B上 : 甲 ~ 币
,

旦甲 _ 二

几只一 — 甲
招 ,

口称

( 3
.

l a )

( 3
.

l b )

( 3
.

l e )

这里 中和 币
。

是在 B上给定的函数
.

文献 [ 11 已经证明了
,

超定问题 ( 3
.

1) 有解的充要条件是
:

对于所有口内的调和函数 H
,

都有

{ (
。 ,

,

一望 ,卜卜
。

J B \ 口刀 /
( 3

.

2 )

文献 「l] 中的证明显然通用于空间调和函数和平面调和函数
,

所以上述结论不用再作证明了
.

第二节中已经证明了
, 口 内的调和函数一定可以表示成 ( 1

.

劝 式的形式
.

现将 l(
.

劝和

( 2
.

3 )式 (其中的 甲 改为 H )代人 ( 3
.

2 )式
,

得到

{
, , 二 (。 ,

!
, G ( X

,

, , ,
·

(二 ) ` B` B七一 “
!
, ; ( X ,币 (二 ,` B

一 {
.

。

卿 {
_

,

闰 巫孜丛组 “
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B。 十 。
{

, J ; 一 。
J习￡ J百 O称 J刀
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.

3 )

注意到

!
, ; ( X ) , ( X ,“ B 一

!
, , 环 (。 , , (` ,` B。 ,

( 3 3 ) 式可化为
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一 、 (二 )匹: (华钊
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洒
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邓 一 。

a 月 J j J刀
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4 )

在这个方程中
,

试豹 和 c 是可变的
,

所以这个方程本质上是个变分方程
.

如果 试妇 可以完

全 自由地选择
,

那末从 ( 3
.

4 )式便可得到

佩豹 一 {
.

}袱
二

以
二 ,

劫 一 ,
x() 丝 (兰遗 )1

、 。
.

J B L 口移 J

( 3
.

5 )

这便是以往文献中习用的直接变量边界积分方程
.

但在本文中
,

试劫 不完全独立
,

而需满足

客观性条件 ( 1
.

8 )
.

条件 ( 1
.

5) 本质上是对 自变函数 试夸) 的一种约束
.

用 L o gr an ge 乘子法

解除此约束
,

从 ( 3
.

4 )式即可导出

* , (。 ) 一 仁{
,

.

(二 )。 (二
,

。) 一 , (二 ) 旦旦达
2
篮,! J。 +

。 ,

J B L a 称 」
( 3 6 )

式中
a
是 L ag

r
an g e 乘子

,

是待定常数
.

方程 ( 3
.

4 )中的 C 是可以任意选取的
,

由此即可导出

{
,
,

·

(二 ,` ” 一 。
·

( 3
.

7 )

这样导出的新的直接变量边界积分方程是 ( 3
.

6 )和 ( 3
.

7 )式的联立
.

与旧方程 ( 3
.

幻对比
,

新方程组 ( 3
.

6 )
,

( 3
,

7 )有下列优点
: 第一

,

新方程组具有客观性
,

即它

的形式不随距离标尺的改变而改变
,

而旧方程不具有客观性
.

第二
,

更重要的
,

新方程组适用

于各种情况
,

而旧方程在某些情况下有不该有的不唯一的解
.

尤其使人为难的是
,

在把方程

( 3
.

5 )离散化后
,

可能又把不唯一的解变成了唯一的解
.

这样就造成了难于觉察的虚假现象
.

为了较具体地指出旧方程 ( 3
.

5) 的间题
,

我们来考察 浅
r i hc let 问题

.

对于这类问题 巾 已

知而 申
。

待求
.

将已知量移至方程的右端
,

旧方程 ( 3
.

5 )变为

f
_ ,

_ _

、 。 / , 、 , 。 , _ _ , 、 .

r
_ / ` 、

口G `二
.
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,

_ _
.

_

} 切式x ) G (二
,

省) d B *
~ 友中( x ) 十 1

.

币(右)巴乎 j
Z d B ,

~ 已知
,

(3
.

8 )
J价 一

’

一 J左
’

一
’

口
n 、

一
,

一

第三节中已证明
,

当距离标尺取得不恰当时
,

齐次方程

}
_

,
,

(二 )。 (二
,

, ) d B
。 一 ”

J B石
( 3

.

9 )

有非零解
.

故非齐次方程 ( 3
.

5) 的解不唯一 但众所周知
,

iD
: 。。 hl e t 问题有且只有唯一解

.
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