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非线性陀螺系统的稳定准则

张 光 枢
(北京航空学院理论力学教研室 )

摘 要

本文根据 几二y。佣 的稳定性理论
,

研究了陀螺系统在非线性耗散力与非线性保

守力作用下的稳定性问题
,

得到了非线性陀螺系统的稳定准则
.

结果表明
:
线性系

统的稳定准则也同样适用于非线性系统
,

从而推广了 K T C 定理的应用范围
.

一 已 1
1

雀尸
、 J . ` J

研 究陀螺系统的稳定性
,

在当代工程技术上有重要意义
〔11

.

早在十九世纪七十年代
, T ho m s

on 和 T iat 2[J 首先谈到了耗散力对陀螺系绕稳定性的重

要意义 ; 指出了陀螺系统在有无耗散力作用时稳定性的根木区别
.

这个问题
,

涉及到天体形状

和飞行器的姿态稳定与控制等许多重要领域
.

K el vi n 的陀螺实验
,

为研究耗散力对陀螺系统

稳定性的影响提供了有力的证据
.

后来
, t leT a e B 根据 刀二 y Hc)B 的稳定性理论

,

建立了有耗散

力作用下陀螺系统的稳定准则 (即 K T c 定理 )
L3一 了l ,

从而由理论上解决了这个问题
.

这些准

则
,

一直到现在对研究陀螺系统的稳定性都有着十分重要的意义
.

六十年代以来
,

由于空间技术的发展提出了空间飞行器姿态的稳定与控制问题
,

从而使这

个力学中的经典问题与当代工程技术紧密地结合起来
〔11

.

国外许多从事力学与工程技术的工

作者也在这方面进行了大量研究
.

然而
,

迄今为止关于陀螺系统稳定性的研究基本上还是属于线性系统理论的范畴
.

K T C

定理是在线性系统的条件下证明的
,

对于非线性系统 K T C 定理是否适用并没有一个普遍解

答
.

本文根据 几朋y H oB 的稳定性理论解决了这个问题
,

得到了多自由度非线性陀螺系统的稳

定准则
,

其结果与线性系统相同
.

本文所给出的证明方法同样适用于线性系统
,

因而可以简化

线性系统理论中关于这些定理的证明
.

二
、

运动微分方程

研究 。
个自由度的陀螺系统

,

其运动微分方程可以通过 L a g r a n ge 方程来描述 :
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其中每一项均为
,
维列矢量

,

这是由
,
个二阶微分方程所构成的方程组

.

T 与 u 分别表示系

统的动能与势能
.

记 幸一 歹
,

则上述方程可用 2 ,
个一阶方程表示

:

于~ P
,

d / d T 、 d T a U
.

二
.

二

— 龟一一 l —
一

— ~ — —
.

护 户
.

七 行
,

浮t \ d歹/ d牙 啊 } ( l )

其中 歹是表示广义速度的
。 维列矢量

.

假定系统的约束稳定
,

则动能是广义速度的齐次二次

型 :

~ 1 _ ,

1 ~ 一 户 M歹 ( 2 )

其中 丽 是系统的
。 x ,

维广义质量矩阵
,

它是广义坐标的非线性函数

M 一 M (牙)
,

势能是广义坐标的非线性函数

U ~ U (牙)
.

( 3 )

F 为系统的耗散力
,

它是广义坐标与广义速度的非线性函数
,

而且当广义速度为零时耗散力必

为零 :

户~ 几歹
,

刃
,

1

F ( O
,

今) 三 0
. J

` 是系统的陀螺力
,

按定义它是广义速度的线性函数

` 一 夕歹
,

( 4 )

( 5 )

其中 g 是 n x n 维的反对称矩阵
,

它是广义坐标的函数

牙一 厅(牙)
,

夕 ~ 一 岔几

根据耗散力的性质

户
T

万钱 。
,

( 6 )

其中等号只有 万一 O 时成立
,

因此
,

万矢 0 时耗散力的功总是负值
.

根据陀螺力的性质
,

陀螺力作功恒为零
:

G T

歹二 0
.

( 7 )

对于保守力
,

若保守系统平衡位置的势能极小则平衡稳定
,

又根据平衡不稳定定理可得到

下面关于平稳稳定的充分必要条件
.

引理
.

若保守系统势能在平衡位置上可展成幂级数

U ~
。 1。

(牙) +
“
(牙)

,

( s )

则平衡稳定的充分必要条件是平衡位置上的势能极小
.

其中
“
戚孙 表示 牙的 m 次刑

,

。 ) 2
,

u( 种 表示所有高于 m 次型各项的和
.

证
.

根据 L ag
r a n ge 的平衡稳定定理

,

若平衡位置势能极小则平 衡稳定
,

于是立即证明其

充分性
.

根据 月 H yn H oB 的平衡不稳定定理
,

若由 ( 8) 式所表示的平衡位置势能极大
,

则平衡

不稳定
.

又根据 呀。 ae B 的平衡不稳定定理知 3[] ,

对于由 m 次型 U ~
“ 戚刃 ( , ) 2 ) 所表示

的势能在平衡位置处既非极小又非极大
,

则平衡位置不稳定
.

因此
,

可以推断对于 ( 8) 式所示

势能在平衡位置上具有非极小值又非极大值的情况下
,

同样是平衡不稳定的
.

因为在平衡位

置附近由 ( s) 式所示势能函数的定号性或变号性是由其最低次项
“
贰刃 决定的

,

因而证明了
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必要性
.

根据引理
,

若平衡位置稳定
,

则 u 是 歹的正定函数 ;若平衡位置不稳定
,

则 u 是 奋的负定函

数或变号函数
.

三
、

基 本 定 理

基于保守力
、

耗散力与陀螺力的上述性质
,

可以证明非线性陀螺系统下列定理
.

定理 1
.

若保守系统孤立的平衡位置稳定
,

则在耗散力与陀螺力的作用下不改变平衡的

稳定性
.

证
.

以保守系统的 H a m ilt o n 函数 (系统的机械能 )为 V 函数 :

V 一 T + U
。

根据方程 ( l) 将 V 对时间求一次导数

畜
一

会
了 + U ,

/口 T、了 _
.
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.

/口 U、 T _

~ \兀万二
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1 户十 、 二二了 I P 十 、 下万 } 户 ,

\ 口q / \

口户 / \ O q /

由于 T 是 歹的齐二次型
,

利用齐次函数定理将上式进一步整理得到
:
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一
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景
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·

于七人方程 ( l )

厂
T

尹+ 吞
T

万
.

一一
刃一dt

根据 ( 7 )式的结果
,

最后有

d V 二 , _
_

一 户 夕
.

4 t

v 函数正定
.

这是因为保守系统孤立的平衡位置稳定
.

根据引理
,

u 是 牙的正定函数
,

对

于 T 虽然同时与 互
,

歹有关
,

但只要 卢铸 。 总有 T > 0
,

而且仅 当 卢~ 百 才有 T 一 。 ,

因

此
,

T 是 歹的正定函数
,

故 V 是 牙
,

户的正定函数
.

至于 夕
,

根据上面所得结果则是 互
,

歹的华负

定函数
.

根据 几只yn oH
B 的稳定定理

,

立即证明系统的平衡是稳定的
.

应当指出
,

由于定理条件是系统受耗散力作用
,

因此
,

对于非完全耗散力 护甚至
一

也不可能

是 卢的负定函数
,

所以
,

更不可能是 互
,

歹的负定函数
,

护 只能是半负定的
.

对于完全耗散力
,

护 虽是 乡的负定函数
,

但对于 牙
,

歹而言仍是半负定的
.

因此
,

只能证明系统的运动稳定
,

但不

是渐近稳定
.

定理 2
.

若保守系统孤立的平衡位置不稳定
,

则在完全耗散力与陀螺力的作用下
,

不可能

使平衡稳定
.
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证
.

仍以保守系统的 H a mi t l on函数为 v函数
:

V~ T十 U
。

由定理 1的证明得到

V d二 , _
一

丁 一 尸
`

P
。

南

由于保守系统孤立的平衡位置不稳定
,

根据引理
, u 是 牙的负定函数或变号函数

.

丁是 歹的正

定函数
.

因此
,

v 是 奋
,

歹的变号函数
.

至于 夕 对于 牙
,

歹则是半负定的
.

但由于系统有完全

耗散性
,

利用 K p a c oB cK曲 定理可以证明系统是不稳定的
,

只要证明下面的集合 亏存在
:

亏~ {牙
,

歹1*
一。

} 一 {O}
,

( 9 )

即使 夕 ~ 0 的点集 亏除 万~ O
,

歹~ O 外
,

亏不再包含系统 ( l) 其它解的轨线
.

事实上
,

满足条件 ( 9) 式是易于证明的
.

由于系统有完全耗散性
,

夕一 o 时必有 歹一 0
.

因此
,

牙~ 云
,

或 云~ 石
,

或 云等 0
.

可以证明
,

在定理条件下 牙一 己铸 O 不存在
.

将 户一 O

代人 ( l) 式并注意到动能的表示式 ( 2) 得到

一 胆 十 户+ 云一 。
.

口厅

但是当 万一 O 时必有 户 ~ O 云~ O
,

故

口U 二

一

— ~
U .

d牙

然而由定理条件知道
,

保守系统的平衡位置是孤立的
,

即除了原点外在平衡位置附近不存在其

它位置使势能有极值
,

故必有

牙~ C 一 .0

因此
,

使 户 ~ 0 的点集 亏除 万一 O
,

歹一 O 的原点外
,

不再包含方程 ( l) 解的其它轨线
,

条件

( 9) 式满足并得到证明
,

根据 K p“ c oB cK成 的不稳定定理
【8J 立即证明系统的平衡是不稳定的

.

上述证 明方法对于线性系统 同样成立
,

因此
,

本定理结论对于非线性系统或线性系统都是

正确的
.

定理 3
.

若保守系统孤立的平衡位置稳定
,

则在完全耗散力与陀螺力的作用下可使稳定

变为渐近稳定
.

证
.

取

V 一 T 十 U ,

则

一爪尸一Vd一dt

由于保守系统孤立的平衡位置稳定
,

根据 引理
,

u 是 牙的正定函数
,

故 v 函数正定
.

至于 价
,

根

据定理 2 证明
,

由于保守系统的平衡位置是孤立的
,

耗散力是完全的
,

则条件 ( 9 ) 式满足
,

根据

K aP
c oB cK丽 的渐近稳定定理因

,

立即证明系统的平衡是渐近稳定的
.

本定理的证明方法
,

对于线性系统同样成立
.

因此
,

本定理不论对于非线性系统或线性系

统都是正确的
.

这样
,

我们将线性系统中的 K T C 定理推广到非线性系统
,

而且所给出的证明方法对于线
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性或非线性系统都有普遍意义
.

四
、

应 用

关于陀螺系统的线性理论
,

已在工程上得到广泛应用并成功地用来解释某些现象
.

然而
,

严格的线性关系是比较少的
,

大量问题是拟线性或非线性的
.

根据上面的讨论
,

我们完全可以

将线性系统理论推广到非线性系统巾去
,

因而扩大了 K T C 定理的应用范围
.

1
.

椭球体的旋转运动 由平衡稳定性理论知
,

在重力作用下椭球体只有对于短轴的平衡

位置是稳定的
,

刘
一

于中轴与长轴的平衡位置是不稳定的
.

根据线性系统理论
,

如果没有耗散力

作用
、

椭球体分别绕短轴 (最大惯量主轴 )和长轴 (最小惯量主轴 )的旋转是稳定的
,

绕中轴旋转

是不稳定的
.

如果有完全耗散力的作用
,

则不论耗散力是线性还是非线性的
,

根据定理 3
,

椭

球体只有绕短轴旋转才是稳定的
,

而且渐近稳定
.

2
.

陀螺转子形状 根据上面讨论看出
,

陀螺转子形状应设计成扁自旋体
,

其 自转轴相 当于

楠球体短轴
,

因而转子运动不但具有动力稳定性而且也具有长期稳定性
,

在任意耗散力 (线性

或」}三线性 )的作用下
,

运动仍然是稳定的
.

如果耗散力是完全的则运动是渐近稳定的
.

这个结

果与线性完全耗散力作用下所得到的结果一致
.

3
.

飞行器的姿态稳定 在完全耗散力作用下
,

不论耗散力是线性还是非线性的
,

形状为长

自旋体的飞行器不可能通过绕纵轴旋转来稳定飞行姿态
,

因为这相当于椭球体绕长轴的旋转

运动
,

根据定理 2
,

绕该轴的旋转运动必然是不稳定的
.

相反
,

对于扁自旋体飞行器
,

由于这时

自旋轴属于最大惯量 主轴
,

则在任何耗散力作用下
,

根据定理 1 ,

绕纵轴旋转必然稳定
.

如

果耗散力是完全的
,

根据定理 3
,

绕纵轴旋转必然是渐近稳定的
.

由线性系统理论 解 释 的

E x p lor er 一 1 号与 S y n c o n 号卫星的姿态稳定问题 ll[
,

也完全可以用本文的非线性系统理论说

明
.

五
、

结 论

本文证明了非线性陀螺系统的稳定准则
,

其结果与线性系统理论相同
,

因而大大推广了

K T C 定理的应用范围
.

主要结论是
:

1
.

保守系统稳定
,

则在耗散力与陀螺力的作用下系统仍然稳定
.

2
.

保守系统不稳定
,

则在完全耗散力的作用下不
一

可能通过增强陀螺力使系统稳定
.

3
.

保守系统稳定
,

则在完全耗散力与陀螺力的作用下系统渐近稳定
.

{{
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