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摘要 本文引入群胚上粗上同调群的概念, 构造了一个从群胚粗上同调群映到群胚 Roe ∗- 代数循环
上同调群的 Connes-Chern 特征映射. 作为例子, 本文构造了平坦 G- 主丛所定义的和乐 (holonomy)

群胚上的一个粗上同调类.

关键词 群胚 粗几何 循环上同调

MSC (2010) 主题分类 58H10, 58B34

1 引言

在 20 世纪 70 年代末 80 年代初, Connes 和他的合作者们, 在一系列文章 (参见文献 [1–4]) 中, 建

立了对闭流形上叶状结构的纵向指标定理的理论. 这是非交换几何的发展中一项奠基性的工作.

非紧流形上的叶状结构也是很常见的. 例如,

(1) 紧流形 M 上的 G- 主丛的全空间 P , 当 G 是非紧的时候, 是非紧的. P 上的一个平坦联络定

义了 P 上的一个叶状结构.

(2) 紧流形 M 上的一个叶状结构自然提升到 M 的覆盖空间 N 上的叶状结构. 当 N 非紧时, 我

们得到非紧流形 N 上的一个叶状结构.

(3) 紧流形 M 上的叶状结构自然提升到其所对应的 Connes 纤维丛M 上的一个叶状结构 (参见

文献 [2–5]).

从文献 [6] 开始, 我们对非紧流形 X 上叶状结构的纵向指标定理进行系统地研究. 我们的研究受

到粗几何研究 [7–10] 的启发. 考虑叶状结构所对应的和乐李群胚 G ⇒ G0. 在 X 上取定一个完备的

Riemann 度量, 由此我们可以得到群胚 G 上的一个粗结构. 一般地, 我们考虑一个局部紧群胚 G 上的

粗结构 E . 在文献 [6] 中, 我们引入了群胚 G 上的 Roe C∗- 代数 C∗
E(G), 并且在 Connes 切群胚的帮助
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下, 我们证明了 X 上的一个纵向椭圆微分算子的指标定义了代数 C∗
E(G) 的 K- 群 K0(C

∗
E(G)) 中的一

个元素. 这里继续对非紧流形上的叶状结构的纵向指标定理进行研究. 在非交换几何中, 一个 (拓扑)

代数的 K- 群和它的循环上同调群有一个自然的配对. 本文主要研究光滑子代数 C∞
E (G) 的循环上同

调群. 具体地, 我们构造代数 C∞
E (G) 上的一类循环上同调类. 在未来的工作中, 我们会用本文所定义

的循环上同调类和它们与 K- 群的配对来研究纵向椭圆微分算子的指标.

我们的工作受到本文第一作者在文献 [11] 中构造的启发. Pflaum 等在文献 [11, 命题 1.4] 中构造

了一个从群胚的上同调群到群胚代数 C∞
c (G) 的循环上同调的特征映射. 由于这里考虑群胚 G 的单

位空间 G0 可能是非紧的, 光滑 Roe ∗- 代数 C∞
E (G) 比 C∞

c (G) 要大. 特别地, C∞
E (G) 中的函数在 G

上可能没有紧支集. 所以, 我们需要对文献 [11, 命题 1.4] 中的构造进行适当的修改. 我们的修改受到

Roe [8] 给出的度量空间上的粗上同调群概念的影响. 我们在定义 2.3 中引入了群胚 G 的粗上同调群

HX•(G) 的概念, 并且在定理 2.4 中构造了一个从 HX•(G) 到代数 C∞
E (G) 的循环上同调群的特征映

射. 在第 4 节中, 作为例子, 我们考虑闭流形 M 上 G- 主丛 P 上的平坦联络所定义的叶状结构. 在流

形 M 的万有覆盖和 Rn 同胚的假设下, 我们构造了其所对应的和乐 (holonomy) 群胚 HF 上的一个粗

上同调类. 在未来的工作中我们会用这个上同调类及它的推广来研究平坦 G- 主丛上的指标定理和数

域 C 的代数 K- 群.

2 群胚的粗上同调

粗上同调的概念是由 Roe [10] 在研究度量空间的粗几何时引入的. 为了研究群胚上的粗几何, 本

节引入群胚上粗上同调的概念.

2.1 群胚上的粗结构和 Roe ∗- 代数

本小节简要回顾群胚上的粗结构以及其上的 Roe ∗-代数. 局部紧 Hausdorff群胚上的粗结构的概

念是由 Higson 等在文献 [12, 第 2 节] 中引入的.

群胚是每一个态射 (morphism)都可逆的小范畴 G ⇒ G0. 用 s, t : G → G0表示 G上的结构映射. G

上的乘法把满足 t(g1) = s(g2) 的一对态射 (g1, g2) 映到 m(g1, g2) ∈ G. 如果 G 是一个局部紧的空间,

以及 s, t : G → G0、逆映射 i : g → g−1、单位 e : G0 → G 和乘法映射 m 都是连续的, 那么称 G 是局部

紧的.

定义 2.1 局部紧群胚 G ⇒ G0 上的粗结构 (coarse structure) E 由 G 上的邻缘集 (entourage) E

组成, 满足以下性质:

(1) 每一个邻缘集 E 是 G 上的开集;

(2) E 是邻缘集当且仅当 E−1 := {g ∈ G | g−1 ∈ E} 是邻缘集;

(3) 对任意邻缘集 E 和 F , E · F := {g1g2 | g1 ∈ E, g2 ∈ F} 和 E ∪ F 都是邻缘集;

(4) 对任意邻缘集 E 和 G0 中的任意紧集 C, E ∩ s−1(C) 和 F ∩ t−1(C) 在 G 中的闭包是紧集;

(5) 所有邻缘集的并是 G.

当 G 和 G0 都是流形, 而且相关的结构映射 s、t、e、m 和 i 都是光滑映射, 以及 s 和 t 是浸入时,

称 G 是一个李群胚. 为简单起见, 本文假设所考虑的李群胚的每一个 t- 纤维, t−1(x) (x ∈ G0) 都是连

通的.
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由于 t : G → G0 是浸入的, 它的诱导映射 t∗ : TG → TG0 的核限制在 G0 上是一个向量丛. 我们

用 A 表示这个向量丛, ker(t∗ : TG → TG0) |G0 . 映射 s : G → G0 诱导了一个向量丛映射 ρ : A → TM .

本文中, 李群胚中的箭头是从左向右的. 由此, 与李群的情形类似, 李群胚上的乘法定义了 G 在 G 上

的右作用, G×G0 G → G, (h, g) 7→ hg. 不难验证, 元素 g 的作用是一个从 t−1(s(g)) 到 t−1(t(g)) 的光滑

同胚. 这个作用的商空间和群胚 G的单位空间 G0 同胚. 同时,群胚 G在 G上的右作用诱导了 G在向

量丛 ker(t∗ : TG → TG0) 上的作用. 对应的商空间 ker(t∗ : TG → TG0)/G 和 A 同胚. 在此同胚下, A

的截面和 ker(t∗ : TG → TG0) 的 G- 不变截面一一对应. ker(t∗ : TG → TG0) 上的 G- 不变截面集合上

有一个自然的李括号结构,于是,上述同胚也定义了在 A的截面集合上的李括号结构 [·, ·]A. 这个李括
号可以看成是流形 M 上切向量场之间李括号的推广. 不难验证向量丛映射 ρ : A → TM 是一个李代

数同态. 合在一起, (A, [·, ·]A, ρ) 构成了一个李代数胚.

利用 ker(t∗ : TG → TG0)/G 和 A 的同胚, 李代数胚上的一个光滑欧氏度量定义了 ker(t∗ : TG

→ TG0) 上的一个 Riemann 度量. 由此, 对任意的 x ∈ G0, 我们对李群胚的 t- 纤维 t−1(x) 定义了

一个 Riemann 度量结构. 在文献 [6, 命题 2.7] 中, 我们解释了如何从李代数胚 (A, [·, ·]A, ρ) 上的度量
定义对应的李群胚上的粗结构, 其中的例子包括完备 Riemann 流形上 (正则) 叶状结构所对应的和乐

(holonomy) 李群胚.

局部紧群胚 G 上的 Haar 系统是满足以下条件的一族测度 {µx}x∈G0 : (1) 对任意 x ∈ G0, µ
x 是 t-

纤维, 纤维 Gx (Gx = {g : t(g) = x}) 上的一个满支集的正则 Borel 测度; (2) 测度族 x 7→ µx 是连续的;

(3) 测度族 {µx}x∈G0 关于 G 的右作用不变. 称一个 Haar 系统有有限几何, 如果对于每一个邻缘集 E,

supx∈G0
µx(E ∩ Gx) 是有限的.

给定局部紧群胚 G上的粗结构 E 和有有限几何的 Haar系统 {µx},我们在文献 [6,定义 3.3]定义

了一个 Roe ∗- 代数 CE(G). 定义如下, CE(G) 由支集包含在 E 的某个邻缘集里的有界连续复值函数 f

组成:

f∗(g) := f(g−1), (f1 ∗ f2)(g) :=
∫
Gt(g)

f1(gh
−1)f2(h)dµ

t(g)(h).

在文献 [6,定义 3.9]中,我们定义了 CE(G)的 C∗-代数完备化 C∗
E(G),称为群胚 G上的 Roe C∗-代数.

由于本文的主要研究目标是 CE(G)上的循环上同调,我们在此不对 C∗
E(G)的具体定义进行回顾了. 代

数 CE(G) 中的光滑函数 f ∈ C∞(G) 构成 CE(G) 的一个 ∗- 子代数, 我们称其为 (G, E) 的光滑 Roe ∗-
代数 C∞

E (G).

2.2 度量空间的粗上同调

为了研究非紧度量空间上的指标定理, Roe 在文献 [8, 定义 2.7] 中引入了粗上同调的概念. 我们

以下作简要回顾. (M,d) 是一个度量空间.

对每一个自然数 q ∈ N, 考虑乘积空间

Mq+1 = M × · · · ×M︸ ︷︷ ︸
q+1

和其中的对角闭子流形

∆q(M) := {(x, . . . , x) : x ∈ M} ⊆ Mq+1.

在 Mq+1 上考虑由以下公式定义的度量 dq+1:

dq+1((x0, . . . , xq), (y0, . . . , yq)) := max{d(x0, y0), . . . , d(xn, yn)}.
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对每一个 R > 0, 定义集合 Pen(∆q;R) 如下:

Pen(∆q;R) := {(x0, . . . , xn) ∈ Mq+1 : dq+1((x0, . . . , xn),∆q) 6 R}.

定义 2.2 给定 q > 0, 度量空间 (M,d) 上的粗 q- 复形 CXq(M) 由 Mq+1 上满足以下条件的局

部有界 Borel 函数 φ 组成, φ : Mq+1 → R, 对任意的 R > 0, 闭包

Supp(φ) ∩ Pen(∆q;R) ⊆ Mq+1

是紧集. 定义复形 CX•(M) 上的导子 ∂ : CqX(M) → Cq+1X(M) 如下:

∂φ(x0, . . . , xq+1) :=

q+1∑
i=1

(−1)iφ(x0, . . . , x̂i, . . . , xq+1).

复形 (CX•(M), ∂) 的上同调群定义了度量空间 (M,d) 上的粗上同调群 HX•(M).

注 2.1 Roe在文献 [8,第 2章]中解释粗上同调群对度量空间之间的映射具有协变的性质. 当M

是紧的时, 粗上同调群 HXq(M) (q > 1) 是平凡的. 对于一般的空间 M , 存在一个自然的映射 c 从粗

上同调群映到紧支集的 Alexander-Spanier 上同调群,

c : HX•(M) → H•
c (M).

2.3 群胚的粗上同调

考虑群胚 G ⇒ G0 上的一个粗结构 E . 考虑空间

G(n) := {(g1, . . . , gn) : t(g1) = s(g2), . . . , t(gn−1) = s(gn)}.

对 E 中的任意邻缘集 E1, . . . , En, 定义 G(n) 上的邻缘集

E1 ◦ · · · ◦ En := {(g1, . . . , gn) ∈ G(n) : g1 ∈ E1, . . . , gn ∈ En}.

以上邻缘集 E1 ◦ · · · ◦ En 组成了集合

E(n) := {E1 ◦ · · · ◦ En : E1, . . . , En ∈ E}.

不难验证, 所有邻缘集 E1 ◦ · · · ◦ En ∈ E(n) 的并集是 G(n). 考虑映射 fn
i : G(n) → G(n−1),

fn
0 (g1, . . . , gn) = (g2, . . . , gn),

fn
1 (g1, . . . , gn) = (g1g2, . . . , gn),

...

fn
n−1(g1, . . . , gn) = (g1, . . . , gn−1gn),

fn
n (g1, . . . , gn) = (g1, . . . , gn−1).

引理 2.1 对任意邻缘集 E1, . . . , En ∈ E , 0 6 i 6 n, E1 ◦ · · · ◦ En 在 fn
i 下的像是一个邻缘集.

证明 不难计算,当 i = 0, n时, fn
0 (E1 ◦ · · · ◦En) = E2 ◦ · · · ◦En, f

n
n (E1 ◦ · · · ◦En) = E1 ◦ · · · ◦En−1;

当 0 6 i 6 n 时,

fn
i (E1 ◦ · · · ◦ En) = E1 ◦ · · · ◦ (Ei · Ei+1) ◦ · · · ◦ En.
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定义 2.1 中的性质 (3) 要求 Ei · Ei+1 是一个邻缘集, 所以, fn
i (E1 ◦ · · · ◦ En) (i = 1, . . . , n− 1) 也是一

个邻缘集.

定义 2.3 给定 k > 0, 群胚 G 上的粗 k- 复形 CXk(G) 由满足以下条件的 G(k) 上的函数 φ :

G(k) → R 组成:

(1) 函数 φ 是局部有界的实值 Borel 函数;

(2) 对任意 E1, . . . , Ek ∈ E , 支集 Supp(φ) 与 E1 ◦ · · · ◦ Ek 的交集在 G(k) 中的闭包是紧的.

不难验证, 群胚 G 上的粗 k- 复形 CXk(G) 构成一个线性空间. 下面讨论粗复形 CX•(G) 上的

导子.

引理 2.2 对任意 φ ∈ CXk(G), 定义 ∂(φ) : G(k+1) → R 如下:

∂(φ)(g0, . . . , gk) :=φ(g1, . . . , gk)− φ(g0g1, . . . , gk)) + φ(g0, g1g2, . . . , gk) + · · ·

+ (−1)kφ(g0, . . . , gk−1gk) + (−1)k+1φ(g0, . . . , gk−1).

函数 ∂(φ) 属于 CXk+1(G).

证明 我们需要证明函数 ∂(φ)满足定义 2.3中的条件 (1)和 (2). 由于映射 fk+1
i (i = 0, . . . , k+1)

是连续的, 不难得出 (fk+1
i )∗φ 是局部有界的实值 Borel 函数. 这是条件 (1). 我们注意到函数 ∂(φ) 可

以写成

(fk+1
0 )∗φ− (fk+1

1 )∗φ+ · · ·+ (−1)k+1(fk+1
k+1 )

∗φ.

所以, 为了证明条件 (2), 我们只需证明 (fk+1
i )∗φ 属于 CXk+1(G) (i = 0, . . . , k). 我们的证明分成两种

情形.

对 i = 0 或 i = k, 证明是类似的. 我们来解释 i = 0 时的证明. 支集 Supp((fk+1
0 )∗φ) 可以写成

{(g0, . . . , gk) ∈ G(k+1) : (g1, . . . , gk) ∈ Supp(φ)}.

对任意的邻缘集 E0, . . . , Ek ∈ E , 支集 Supp((fk+1
0 )∗φ) 与 E0 ◦ · · · ◦ Ek 的交可以写成

Supp((fk+1
0 )∗φ)∩E0 ◦ · · · ◦Ek = {(g0, . . . , gk) ∈ G(k+1) : g0 ∈ E0, (g1, . . . , gk) ∈ Supp(φ)∩E1 ◦ · · · ◦Ek}.

考虑如下映射 sk : G(k) → G0:

sk(g1, . . . , gk) := s(g1) ∈ G0.

支集 Supp((fk+1
0 )∗φ) 与 E0 ◦ · · · ◦ Ek 的交集是以下集合的子集:

E(φ, k + 1, 0) := E0 ∩ s−1(sk+1(Supp(φ) ∩ E1 ◦ · · · ◦ Ek))× Supp(φ) ∩E1 ◦ · · · ◦ Ek.

由假设 φ ∈ CXk(G), Supp(φ) ∩ E1 ◦ · · · ◦ Ek 在 G(k) 中的闭包是紧集. 由于映射 sk+1 : Gk+1 → G0 是

连续的, 可知像集 sk+1(Supp(φ) ∩ E1 ◦ · · · ◦ Ek) 在 G0 中的闭包也是紧集. 由邻缘集的性质知,

E0 ∩ s−1(sk+1(Supp(φ) ∩ E1 ◦ · · · ◦ Ek))

在 G 中的闭包是紧集. 由此可知集合

E(φ, k + 1, 0) = E0 ∩ s−1(sk+1(Supp(φ) ∩ E1 ◦ · · · ◦ Ek))× Supp(φ) ∩E1 ◦ · · · ◦ Ek
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在 G×G(k) 中的闭包是紧集. 因为 Supp((fk+1
0 )∗φ)∩E0 ◦· · ·◦Ek 在 G(k) 中的闭包是紧集 E(φ, k + 1, 0)

中的闭子集, 我们得出支集 Supp((fk+1
0 )∗φ)与 E0 ◦ · · · ◦Ek 的交集在 G(k+1) 中的闭包是也紧集. 于是

(fk+1
0 )∗φ 属于 CXk+1(G).

对 i = 1, . . . , k − 1, 证明也是类似的. 我们下面解释 i = 1 的情形. 此时支集 (fk
1 )

∗(φ) 可以写成

{(g0, . . . , gk) ∈ G(k+1) : (g0g1, . . . , gk) = fk+1
1 (g0, . . . , gk) ∈ Supp(φ)}.

对任意的邻缘集 E0, . . . , Ek ∈ E , 引理 2.1 证明了集合 fk+1
1 (E0 ◦ · · ·Ek) 还是一个邻缘集. 由 φ 属于

CkX(G) 的假设, 我们可以推出集合 fk+1
1 (E0 ◦ · · ·Ek) 和函数 φ 的支集 Supp(φ) 的交集在 G(k) 的闭

包是紧集. 由此, 我们推出集合 fk+1
1 (E0 ◦ · · ·Ek) 和 Supp(φ) 交集在 sk+1 下的像在 G0 中的闭包是紧

集. 进一步, 集合 E0 ◦ · · · ◦ Ek 与支集 Supp(φ ◦ fk+1
1 ) 的交集是集合

E(φ, k + 1, 1) := E0 ∩ s−1(fk+1
1 (E0 ◦ · · ·Ek) ∩ Supp(φ))× (fk+1

1 (E0 ◦ · · ·Ek) ∩ Supp(φ))

⊆ G× G(k)

的子集. 由前解释, E(φ, k+1, 1)在 G×G(k)中的闭包是一个紧集. 考虑自然嵌入, i : G(k+1) ↪→ G×G(k),

E0 ◦ · · · ◦Ek ∩Supp(φ ◦ fk+1
1 )在 G(k+1) 中的闭包在 i下的像是闭包 E(φ, k + 1, 1)中的一个闭子集. 由

于我们已知闭包 E(φ, k + 1, 1) 是紧集, 我们得出 E0 ◦ · · · ◦Ek ∩ Supp(φ ◦ fk+1
1 ) 在 G(k+1) 中的闭包在

嵌入 i 下的像是紧集. 所以, E0 ◦ · · · ◦Ek ∩ Supp(φ ◦ fk+1
1 ) 在 G(k+1) 中的闭包是紧集. 于是, (fk+1

1 )∗φ

属于 CXk+1(G).

引理 2.2 保证了我们以下的定义的合理性.

定义 2.4 群胚 (G, E) 的粗上同调 HX•(G) 由复形 CX•(G) 及其导子 ∂ : CXk(G) → CXk+1(G)

的上同调群定义.

例 2.1 文献 [6, 注 2.3] 解释了当 G0 是紧致的时, G 上只有一个唯一的粗结构 E . 这个粗结构 E
由 G 中的相对紧致的开集组成. G 上的粗复形和 G 上的 Borel 上同调复形是一致的. 所以, 当 G0 是

紧致时, HX•(G) 与 H•
Borel(G) 是同构的.

例 2.2 如果 G 是度量空间 (M,d) 的配对群胚, G(M) = M × M ⇒ G0 = M , 那么群胚 G(M)

的粗上同调复形可以与 Roe [8] 定义的 (M,d) 上的粗上同调复形同构. 于是, G(M) 的粗上同调群

HX•(G(M)) 与 (M,d) 的粗上同调群 HX•(M) 同构.

注 2.2 读者可以把本节中群胚粗上同调群的定义 2.4 与文献 [13, 定义 2.2] 和 [14, 定义 17] 中

的叶状结构的粗上同调群的定义进行比较. 两者定义的主要区别在于, 定义 2.4 利用了群胚的乘法结

构, 而文献 [13, 14] 中的构造没有考虑这个方面的性质.

2.4 循环上同调

考虑群胚 G 上的粗结构 E . 第 2.1 小节介绍了群胚 G 的光滑 Roe ∗- 代数 C∞
E (G). 下面研究子代

数 C∞
E (G) 上的多重线性泛函和循环上同调群. 为此, 首先回顾群胚 G 上的不变测度的概念, 给定一

个单位空间 G0 上的测度 ν, 测度 ν 诱导了群胚 G 上的一个测度 mµ,ν 如下 (参见文献 [15, 定义 3.1]):

对任意 G 上的有紧支集的 Borel 函数 f , 有∫
G

fdmµ,ν :=

∫
G0

dν(x)

∫
Gx

f(g)dµt(g)(g).
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如果测度 mµ,ν 在 G 上的求逆映射 i : G → G (即 i(g) = g−1) 下保持不变,

i∗(m
µ,ν) = mµ,ν ,

那么称测度 ν 是 G- 不变的. 如果 G 存在不变测度 ν, 那么称 G 是幺模群胚. 以下篇幅中假设群胚 G

是幺模的. 我们选定一个 G- 不变测度 ν. 给定 φ ∈ CXk(G), 定义代数 C∞
E (G) 上的一个 (k + 1)- 线性

泛函 ch(φ). 对任意 f0, . . . , fk ∈ C∞
E (G), 定义

chk(φ)(f0, . . . , fk) :=

∫
G0

dν(x)

∫
(g1,...,gk)∈G(k)

dµx(g1 · · · gk) · · · dµx(gk−1gk)dµ
x(gk)

× f0((g1 · · · gk)−1)f1(g1) · · · fk(gk)φ(g1, . . . , gk).

不难验证, 对每一个 φ ∈ CXk(G), 以上积分是收敛的.

为进一步研究映射 ch•的性质,我们简要回顾代数 C∞
E (G)上的循环上同调的定义.复形 Ck(C∞

E (G))

由 C∞
E (G) 上的 (k + 1)- 线性泛函组成. 定义导子 b : Ck(C∞

E (G)) → Ck+1(C∞
E (G)) 如下:

b(Ψ)(f0, . . . , fk+1) :=Ψ(f0 ∗ f1, . . . , fk+1)−Ψ(f0, f1 ∗ f2, . . . , fk+1)

+ Ψ(f0, f1, f2 ∗ f3, . . . , fk+1) + · · ·+ (−1)kΨ(f0, . . . , fk ∗ fk+1)

+ (−1)k+1Ψ(fk+1 ∗ f0, . . . , fk).

循环群 Zk+1 := Z/(k + 1)Z 作用在复形 Ck(C∞
E (G)) 上. 假设 tk+1 是 Zk+1 的生成元. 群元素 tk+1 在

Ck(C∞
E (G)) 上的作用如下:

tk+1(Ψ)(f0, . . . , fk) := Ψ(fk, f0, . . . , fk−1).

同时定义 Zk+1 在 G 的粗上同调复形 CXk(G) 上的作用如下:

tk+1(φ)(g1, . . . , gk) := φ((g1 · · · gk)−1, g1, . . . , gk−1).

读者可自行验证以上的公式定义了循环群 Zk+1 在复形 Ck(C∞
E (G))和 CXk(G)的作用. 如果 CXk(G)

和 Ck(C∞
E (G)) 中的上链满足以下不变性:

tk+1(φ) = (−1)kφ, tk+1(Ψ) = (−1)kΨ,

那么称它们是循环上链. 我们用 CXk
λ(G) 和 Ck

λ(C
∞
E (G)) 代表循环上链组成的子复形. 不难验证导

子 ∂ : CX•(G) → C•+1X(G) 和 b : C•(C∞
E (G) → C•+1(C∞

E (G) 保持循环上链组成的子复形. 称复形

CXk
λ(G)的同调群为群胚 G的循环粗上同调群,记为 HX•

λ(G). 称复形 Ck
λ(C

∞
E (G))的上同调群为代数

C∞
E (G) 的循环上同调群, 记为 H•

λ(C
∞
E (G)).

定理 2.1 假设群胚 G 是幺模的. 映射 ch : CX•(G) → C•(C∞
E (G)) 满足以下性质:

(1) chk+1(∂φ) = b(chk(φ));

(2) chk(tk+1(φ)) = tk+1(chk(φ)).

由此, 映射 ch• 诱导了一个从群胚 G 的循环粗上同调群到代数 C∞
E (G) 上的循环上同调群的映射,

ch• : HX•
λ(G) → H•

λ(C
∞
E (G)).

以下称映射 ch• 为群胚 G 粗上同调的 Connes-Chern 特征映射.
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证明 我们首先证明 (1). 对任意的 f0, . . . , fk+1 ∈ C∞
E (G), 我们计算赋值

chk+1(∂φ)(f0, . . . , fk+1).

以下计算由映射 ch• 的定义和测度族 {µx}x∈G0
的右平移不变性得到:

chk+1(∂φ)(f0, . . . , fk+1) =

∫
G0

dν(x)

∫
(g1,...,gk,gk+1)∈G(k+1)

dµx(g1 · · · gk+1) · · · dµx(gkgk+1)dµ
x(gk+1)

× f0((g1 · · · gk+1)
−1)f1(g1) · · · fk+1(gk+1)∂φ(g1, . . . , gk+1)

=

∫
G0

dν(x)

∫
(g1,...,gk,gk+1)∈G(k+1)

dµx(g1 · · · gk+1) · · · dµx(gkgk+1)dµ
x(gk+1)

× f0((g1 · · · gk+1)
−1)f1(g1) · · · fk+1(gk+1)

× (φ(g2, . . . , gk+1)− φ(g1g2, . . . , gk+1) + · · ·+ (−1)kφ(g1, . . . , gkgk+1)

+ (−1)k+1φ(g1, . . . , gk))

= chk(φ)(f0 ∗ f1, . . . , fk+1)− chk(φ)(f0, f1 ∗ f2, . . . , fk+1) + · · ·

+ (−1)k chk(φ)(f0, . . . , fk ∗ fk+1) + (−1)k+1 chk(φ)(fk+1 ∗ f0, . . . , fk)

= b(chk(φ))(f0, . . . , fk+1).

接下来证明 (2). 对任意的 f0, . . . , fk ∈ C∞
E (G), 我们计算以下赋值:

chk(tk+1(φ))(f0, . . . , fk).

由映射 ch• 的定义, 可得

chk(tk+1(φ))(f0, . . . , fk) =

∫
G0

dν(x)

∫
(g1,...,gk)∈G(k)

dµx(g1 · · · gk) · · · dµx(gk−1gk)dµ
x(gk)

× f0((g1 · · · gk)−1)f1(g1) · · · fk(gk)tk+1(φ)(g1, . . . , gk).

根据 tk+1(φ) 的定义, 可得

tk+1(φ)(g1 · · · , gk) = φ((g1 · · · gk)−1, g1, . . . , gk−1).

我们得到

chk(tk+1(φ))(f0, . . . , fk) =

∫
G0

dν(x)

∫
(g1,...,gk)∈G(k)

dµx(g1 · · · gk) · · · dµx(gk−1gk)dµ
x(gk)

× f0((g1 · · · gk)−1)f1(g1) · · · fk(gk)φ((g1 · · · gk)−1, g1, . . . , gk−1).

由于测度族 {µx}x∈G0 是右平移不变的, 我们可以把以上积分写成如下表达式:∫
G0

dν(x)

∫
(g1,...,gk)∈G(k)

dµt(g−1
k )(g1 · · · gk−1) · · · dµt(g−1

k )(gk−1)dµ
x(gk)

× f0((g1 · · · gk)−1)f1(g1) · · · fk(gk)φ((g1 · · · gk)−1, g1, . . . , gk−1). (2.1)

假设了群胚 G 是幺模的, 则有以下等式:

dν(x)dµx(gk) = dν(t(g−1
k ))dµt(g−1

k )(g−1
k ) = dν(s(gk))dµ

s(gk)(g−1
k ).
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由此我们可以把 (2.1) 中的积分写成关于 t(g−1
k ) 积分,∫

G0

dν(t(g−1
k ))

∫
(g1,...,gk)∈G(k)

dµt(g−1
k )(g1 · · · gk−1) · · · dµt(g−1

k )(gk−1)dµ
t(g−1

k )(g−1
k )

× f0((g1 · · · gk)−1)f1(g1) · · · fk(gk)φ((g1 · · · gk)−1, g1, . . . , gk−1).

我们作变换 h1 = (g1 · · · gk)−1, h2 = g1, . . . , hk = gk−1. 注意到 gk = (h1 · · ·hk)
−1. 于是,

chk(tk+1(φ))(f0, . . . , fk)

可以表达如下:

chk(tk+1(φ))(f0, . . . , fk) =

∫
G0

dν(x)

∫
(g1,...,gk)∈G(k)

dµx(hk) · · · dµx(h2 · · ·hk)dµ
x(h1 · · ·hk)

× f0(h1)f1(h2) · · · fk−1(hk)fk((h1 · · ·hk)
−1)φ(h1, h2, . . . , hk)

= tk+1(chk(φ))(f0, . . . , fk).

由此, 我们完成了定理 2.1 的证明.

3 平坦 G- 主丛

本节介绍从平坦 G- 主丛得到的一个例子.

3.1 叶状结构和群胚

考虑李群 G 及闭流形 M 上的一个平坦 G- 主丛 P . 我们用以下方式来刻画 P . 假设 M̂ 是 M 的

万有覆盖. 我们用 Γ 代表流形 M 的基本群 π1(M). 群 Γ 自由和恰当地作用在流形 M̂ 上. 这个作用

的商空间是 M . M 上的平坦 G- 主丛由和乐 (holonomy) 表示 α : Γ → G 决定. 表示 α 诱导了群 Γ 在

G 上的右平移作用. 由此, Γ 作用在乘积空间 M̂ ×G 上. 平坦 G- 主丛的全空间 P 可以表达成此作用

的商空间 (M̂ ×G)/Γ. 李群 G 在 G 上的左作用诱导了 G 在 P 上的自由和恰当的左作用. P 和此作

用组成了 M 上的 G- 主丛结构.

在乘积空间 M̂ ×G 上有一个平凡的叶状结构 F̂ 由形如 M̂ × {g} (g ∈ G) 的子流形组成. 群 Γ 的

每一个元素 γ 把子流形 M̂ × {g} 映到 M̂ × {gα(γ)}. 于是, F̂ 诱导了主丛 P 上的叶状结构. 覆盖映

射 π : M̂ → M 提升到主丛上 π : P → M 的结构映射. 它的诱导映射 dπ : TP → TMF 限制在 F 上,

dπp : Fp → Tπ(p)M 是一个同构. 流形 P 上的叶状结构 F 上关于 G 在 P 上右作用不变, 于是, F 定
义了 G- 主丛 P 上一个平坦联络 ∇.

以下考虑 G- 主丛 P 上的叶状结构 F 所定义的和乐群胚 HF . 根据定义, HF 由叶状结构 F 中
和乐等价的路径组成. 在我们的例子中, P 上叶状结构 F 中路径 l 的和乐是其所对应的 M 上的路径

π(l) 关于联络 ∇ 的和乐决定的. 假设和乐表示 α : Γ → G 是单同态. 在此假设下, 我们的群胚 HF 有

以下相对简单的结构.

考虑配对李群胚 M̂ × M̂ ⇒ M̂ 和流形 G 的乘积 M̂ × M̂ ×G ⇒ M̂ ×G,

∀ (x̂, ŷ, g) ∈ M̂ × M̂ ×G, s(x̂, ŷ, g) = (x̂, g), t(x̂, ŷ, g) = (ŷ, g).
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基本群 Γ 对角作用在 M̂ × M̂ ×G 和 M̂ ×G 上. 群胚 HF 可以如下定义:

HF := (M̂ × M̂ ×G)/Γ ⇒ HF,0 := (M̂ ×G)/Γ = P.

注意到, 当群 G 是非紧的时, 群胚 HF 的单位空间 P 是非紧的.

选取 M̂ 上的一个 Γ- 不变的 Riemann 度量 g 及其所对应的的度量体积元 Ω. 我们可以验证

s∗(Ω) ∧ t∗(Ω) 定义了配对群胚 M̂ × M̂ ⇒ M̂ 上的一个不变测度. 进一步, 在 G 上取一个右不变 Haar

测度 dg. 不难验证, s∗(Ω) ∧ t∗Ω ∧ dg 定义了 M̂ × M̂ ×G ⇒ M̂ ×G 上的不变测度. 进一步可以验证这

个测度在群 Γ的作用下也是不变的. 于是, s∗(Ω)∧ t∗Ω∧ dg 定义了群胚 HF 的不变测度.所以,我们得

出群胚 HF 是幺模的.

3.2 粗闭链

本节假设万有覆盖 M̂ 和欧氏空间 Rn 同胚. 在此条件下, 我们构造群胚 HF 上的一个粗闭链.

选取在 M̂ 上的一个有紧支集 X 的连续函数 λ. 为简单起见, 不妨假设 λΩ 在 X 上的积分是 1.

另外, 选取在 G 上一个有紧支集 L 的连续函数 χ.

对任意 x0, x1, . . . , xn ∈ M̂ ,用 ∆(x0, . . . , xn)代表 M̂ = Rn 中顶点为 x0, . . . , xn 的定向线性单纯复

形. 定义 HF 上的一个 n-上链 φ. 我们用 [x0, x1, g]代表 (x0, x1, g) ∈ M̂×M̂×G在 HF = (M̂×M̂×G)/Γ

下的像. 由于 Γ 在 M̂ × M̂ ×G 和 M̂ ×G 上的作用是自由的, 任意 (h1, . . . , hn) ∈ H
(n)
F 可以表达如下:

h1 = [x0, x1, g], h2 = [x1, x2, g], . . . , hn = [xn−1, xn, g].

定义 HF 上的 n- 上链 φ 如下:

φ(h1, . . . , hn) :=
∑
γ∈Γ

χ(gα(γ))

∫
∆(x0·γ,...,xn·γ)

λΩ.

注意到, 由于 Γ 在 M̂ 上的作用是恰当的, 以及集合 X 是预紧集, 因此只会有有限个 γ 使得集合

∆(x0 · γ, . . . , xn · γ) 和 X 的交集是非空的. 所以, 函数 φ 的定义中的求和是一个有限求和.

性质 3.1 函数 φ 是群胚 HF 上的一个循环闭粗上链.

证明 考虑乘积空间

Y := M̂ × · · · × M̂︸ ︷︷ ︸
n+1

×G

上如下定义的函数 Φ:

Φ(x0, . . . , xn, g) := χ(g)

∫
∆(x0,...,xn)

λΩ.

因为 ∆(x0, . . . , xn) 关于 (x0, . . . , xn) 是连续的, χ 和 λ 都是连续函数, 我们可以得出函数 Φ 在空间 Y

上是连续的.

群 Γ 在 M̂ 上的作用是自由且恰当的. 于是, 对于任意 M̂ = Rn 中的有界球 B, 最多只有有限个

群元素 γ1, . . . , γk 使得

(B · γi) ∩ supp(λ) ̸= ∅, i = 1, . . . , k.

由此, 如果 (x0, . . . , xn) ∈ B, 那么 Y 上的函数

Φ(x0, . . . , xn, g) :=
∑
γ∈Γ

χ(gα(γ))

∫
∆(x0·γ,...,xn·γ)

λΩ =

k∑
i=1

χ(gα(γi))

∫
∆(x0·γi,...,xn·γi)

λΩ
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对于 (x0, . . . , xn, g) 是连续的.

群 Γ 自由恰当的对角作用在流形 Y 上, 这个作用的商空间与 H
(n)
F 同胚. 不难验证函数 Φ 关于

群 Γ 在 Y 上的作用是不变的, 且 Φ 是函数 φ 在 Y 上的拉回. 因此, 我们可以得出 φ 是 H
(n)
F 上的连

续函数.

群胚 HF 的粗结构由以下的邻缘集组成:

E = {[x0, x1, g] | x0 − x1 ∈ B}.

以上 B 是 M̂ 上一个中心在原点的有界开球. 于是, H
(n)
F 上的一个邻缘集有如下的形式:

E1 ◦ · · · ◦ En := {([x0, x1, g], [x1, x2, g], . . . , [xn−1, xn, g]) | x0 − x1 ∈ B1, . . . , xn−1 − xn ∈ Bn}.

以上 B1, . . . , Bn 是 M̂ 上的 n 个中心在原点的有界开球. 由此得出, 如果 ∆(x0, . . . , xn) 与 X 的交集

非空, 那么存在一个正数 R, 满足对每一个 i = 1, . . . , n, xi 到集合 X 的距离小于 R. 由于 X 是紧集,

通过使用三角不等式, 我们可以得出存在一个可能更大的正数 R′, 对每一个 i = 1, . . . , n, xi 属于中心

在原点半径为 R′ 的球 B. 由此, 如果 Φ(x0, . . . , xn, g) ̸= 0, 那么 x0, . . . , xn ∈ B 且 g ∈ L (函数 χ 在

G 上的紧支集). 我们特别指出这里的球 B 只依赖于集合 X 和开球 B1, . . . , Bn, 而与 x0, . . . , xn 和 γ

无关.

假设 {([xi
0, x

i
1, g

i], . . . , [xi
n−1, x

i
n, g

i])}是 E1◦· · ·◦En与 supp(φ)交集的一个无限子集. 由函数 φ的

定义,我们得出存在 γi ∈ Γ使得 Φ(xi
0 ·γi, . . . , xi

n ·γi, giα(γi)) ̸= 0. 由以上的讨论知, xi
0 ·γi ∈ B, . . . , xi

n ·γi
∈ B, giα(γi) ∈ L. 因为 B和 L都是预紧的,所以, {(xi

0 ·γi, . . . , xi
n ·γi, giα(γi))}中存在收敛的子序列. 由

此得出它们在商空间 H
(n)
F 的像 {([xi

0, x
i
1, g

i], . . . , [xi
n−1, x

i
n, g

i])}也有收敛的子序列. 所以, E1 ◦ · · · ◦En

与 supp(φ) 交集是一个预紧集.

应用 Stokes 定理, 我们可以直接验证

Φ(x1, . . . , xn, g)− Φ(x0, x2, . . . , xn, g) + · · ·+ (−1)n+1Φ(x0, . . . , xn, g) = 0.

由此可以直接验证 ∂φ = 0. 通过直接计算, 我们不难验证 φ 是循环的. 所以, 我们得出 φ 是群胚 HF

上的一个循环闭粗上链.

注 3.1 我们在本节中并不要求万有覆盖 M̂ 与 Rn 等距同胚.

注 3.2 性质 3.1 引出一个很自然的问题: 粗上同调类 [φ] 是不是平凡的? 文献 [8, 例 (2.20) 和

(3.40)] 建议在一般的时候 φ 是非平凡的. 由此可以应用定理 2.1 得到代数 C∞
E (HF ) 上的一个循环上

同调类 ch(φ). 我们将在未来的文章中对这个问题从指标定理的角度对 ch(φ) 进行研究, 从而得出 [φ]

是不平凡的.

致谢 感谢 Jerry Kaminker 教授与我们的讨论. 感谢上海数学中心为我们提供良好的合作访问机会.
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Abstract We introduce the concept of coarse groupoid cohomology for a groupoid equipped with a coarse

structure. We construct a Connes-Chern character map from the coarse groupoid cohomology to the cyclic

cohomology of the smooth coarse Roe algebra of the groupoid. As an example, we construct a cyclic coarse

cocycle on the holonomy groupoid associated to a flat principal G-bundle for a Lie group G.
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