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摘要 在局部紧 iV le nk in 群 (简称 V 群 )上定义仿微分算子
、

讨论它的主要性质 ;

借助仿线性化基本定理
,

研究 G ib bs
一

B ut ez r
( 简称 G

一

)B 微分算子
,

并给出该类算子

应用的例
.

关键词 仿微分算子 仿线性化 iG bbS
一 B u t蹬 r 导数 iV len ik n 群

1 仿微分算子

我们采用文献【l] 与 2[] 中的记号
、

定义 以 及定理 和所 引参考 文 献
.

例 如 G 为 V 群
,

C戈伪 为 G上的 H 6 kl er 空间
,

等等
.

先证明非线性函数的仿线性化基本定理
.

定理 1 设 F以
,

…
,

y今 日N
~ C 是 日N 上的 C `

归今函数
,

在任一 紧子集 K C 民 N 上具有有

界 导数
.

若 uj x( )任 C
“

(伪
,

j = l
,

…
,

N 是 G上 的实值函数
,

且对
x ` G

,

F 作为 G 上 的 函数
,

若

刁F
, 、 、 、 、

_
_

_
_ _ _ _ , 」

书
丁 (u

1

x( )
,

…
,

了 (x ))
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“

(句
,

j = 1
,

…
,

N
,

则
即

, 、一 丫
一

7j

F (ul (x)
,

…
, 。

乍)) 一艺了丝 (u饥
, “

1x)) 叨(x ) + R (x ), ( l )
j二 1 刁 y

其中 R任 C汉句
.

证 设
u

x( )二 (u’ x( )
,

…
, u N

x( 》
,

则 F (ul
,

…
。
勺= oF

。
.

令 uj 二艺u( j)
, ,

j
`

” ,

N
,

与 u =

艺
。 ,

分别是 uj 与 。 的 L
一

P 型分解 121
,

又
。 一艺

。 ,是 。 的部分和
.

有

F
· u 一 “

·
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。

(Ŝ
· : u
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。

&(S
u
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·
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,

有 F
。

(Ŝ
+ l

u) 一 F
。

*(S u) 二凡
· u 、 十又

一

袱
` 。

u)
· u * ,

其中
“ · ”

是 内积
,

而
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。
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.
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、 十 n

;
+ H l * ,
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* ,
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。
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一
B t u 士r 微分算子

值 (器
(

一
)

)
, ,

一
睿(器

u(
1,

一))
,

)
-

(认
,

…
,

纵 )
.

也考虑 1簇 “ 簇N,

”户
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、
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.
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,

一
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:
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。 。 。·

:
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而后对艺 gs
,

注意到
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上帅
。 ·
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、

,
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。

咖
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上
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。。 · (亡)
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飞
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勺U{器知
,

一

加)
(t) 一

孙
将中值定理用于上述积分中的第二个因子 {… }, 由 F在 紧集上的有界性假设 以及 中 V

支集的

紧性
,

得

,,* ,饰诊…}
一

u0t,ll
。 , 。 ` ·

几鬓一阵一
乙

因此

11111* 11了 , ,
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k( + l ) m亩
p
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最后
,
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,

得



中 国 科 学 (A辑 )第 2 6卷

器
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器
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’ ,

又
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,

…
,

0勺(t 一 l) &(S
+ 1

侧一 kS u’) +.
二 +

口节

即
注

即
N (8

` ,

…
,

0今(t 一 l ) (Ŝ
+ l u “ 一 S
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)

.

这样
,

111
*

illr 麟簇“ llu 川二 。
N )毛 C

(k 十 1) m奋
夕

·

(’)

联合 ( 2) 一 ( 4) 式
,

定理得证
.

为建立 G
一

B 微分算子与 G
一

B 微分方程的理论
,

需要在 V 群上引进仿微分算子的概念
.

首先考虑象征类 邪 (注意到
,

这里的象征类是对仿微分算子而言 的
,

应 区别 于拟微分算

子的象征类 絮
占,

参看文献 z[J 中定义 A )

定义 1 (象征 气
’

) 若函数 lx(
,

:{) G x r ~ ②满足

( i ) z(
· ,

着)
任 C

p

()G
,

户任 R
+ ,

l(
x , ·

)
E C 叨

(0 二 { g 任了
`
: g 具有任意

r 阶 G
一

B 导数
, ; ) O}

,

ii( )对每个
v 任口

,

存在常数 vc
,

使当 m 任屏与昨 r 时
,

}}△; l (x
,

尝) }{e 户

( c ,

l。 }
’

<亡>
’ 一 ’

成立
,

则称 l 为象征
.

所有象征所成的函数类称为象征类
,

记为不
’ .

称 。 (亡
,

的
: r X 厂 ~ c 为仿截函数

,

若它满足

。 (亡
,

叮) = 价(亡
,

叮)
s
勿)

,

其中

(5 )

价(省
,

“ ,一

{;:

S
伪,一

{{…

l省{簇 m、 ,

l叮{
,

}之I> m 、 2

1叮I
,

l叮l簇m 、 3 ,

}打卜 m凡
,

(句

这里 N
l ,

从
任冠

,

N
, <从 与 从

,

从日屡
,

从 < 戈 是固定的整数
.

定义 2 (仿微分算子 ) 若 l任茸
”

是一个象征
,

。 (亡
,

的二价“
,

的
· s
勿)是仿截函数

,

则称由下

式定义的算子 只

二
· ) · ( ; ) 一

工
田 (; 一 。

,

。) `
·

(若一 。
,

。 ,二切, d。
,

二“ 。̀
(7 )

为具有象征 沁 气
“
的仿微分算子

.

注 1 当 l (x
,

0 二
a

(x )时
,

( 5) 式退化为仿积叹而当 ( 5) 式中仿截函数为 1 时
,

则成为拟微

分算子 31[
.

由此可将仿微分算子视为仿积与拟微分算子在某种意义下的推广
.

象征的分解定理如下
.
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一B t u于 r微分算子

定理2 设 m毛 0
,

p 任郎
,

则对于 l日了罗
,

有

l (x
,

灼一艺 。 * j x() 甲* ,
(看)

,

(8 )

其中

。 kj x( ) =

而且 lln = m lj 引
,

介
(x

,

亡, , · (骊二 “ , d氛

介
x(

,

。 ) , 0r \几
!

(̀ ,万二 (亡, d`
,

, · 0
· (9)

必杯灼寿 k() ({)
,

=j 0,

叭
\石

一 :

({) vx ()(̂ 0) = 必几、 --r
,

(0) 知*()( 0)
,

j > 0,
( 10 )

沙

It
一一

、 .艺 少曰̀了.、

苦
.

.优中

101 = m厂
’

1{1
.

级数 (8 )是绝对一致收敛的
.

o kj ` c 气句满足
: 当 k

,

j ~ 的 时
,

{I }。
k ,

cII
,

网 }是速降

的
.

进而
,

叭声 C `
(0 具有 紧支集

,

且对任意 、 6 风
十 ,

绝对值 }试夕
, ({)l 一致有 界

·

这 里 ( 9) 和

( 10 )式中的记号 {x F (k) ({)l
。 }二

。和 { U伍)}畏
。
都与文献 21[ 中含义相同

·

上述定理 2的证明较复杂
,

我们省略它
.

据此定理
,

可改写算子 只为

(。 · ) · ( ;卜
ojr,

(;一 。
,

。 )
孟田* j A

(亡一叮) 职
* j勿)

u A
伪) d叮=

全工
。 (;一

。 ) 田
` j ·

(亡一 。 ,一伪,二切, d。 一

孟o(kJJ, 几户
八

({)
·

这表明仿微分算子可化为通项是作用在 几
, j “ 上的仿积 几

、
的级数

,

其中

: , x( 卜

介
k少。 )二。 x)

·

切,。
( 1 1)

是象征为 叭
,
的拟微分算子

,

几
`了 v

(x )是由

(、
、 · ) · ( ; ) 一

工
田。 一 。

,

。) 。
* J· “ 一 ,

· 八
切 , d。

( 12 )

确定的仿积算子 11]
.

因此
,

自然地可定义仿微分算子 (级数形式 )为

只
u

(x )二艺几
` ,

几
。 , u

(x )
·

(13 )

下面的定理给出仿微分算子的一个重要性质
.

定理 3 具有象征作不
“
的仿微分算子 只是 H 6 lde

r 空间 c
“

()G 到 c
“ 一 ’

(伪 上 的有 界

线性算子
,

也是 So bo le v 空间 W s(伪到 W
S 一“

(句 上的有界线性算子
.

进而
,

如果用满足 (5 )和

(6) 式的其他 。
,

或用元尸代替 几
、 ,

则其差别只是一个 p 一 m 正则算子
·

证 据定理 2
,

知本定理对 , 蕊。成立
.

对于 m > o
,

应用 eB
s se l 位势 sA l’],

仍 s)
八

(动 f = <睿)
’

f
` ,

f 6 了
’

()G
·
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当 、6 R 时
,

才: C
p

(句 ~ C
“ 一

s( )G 是有界的
,

故对 m > 0,

只
u = 只 A

一 ’

(A
“ u

)+ R
,

这里 R 具高阶正则性
.

令
v 二 A、

,

则 当
“ 任 C气)G 时

, v 任 C
“ 一 ’

(句
.

注意 到 <七>~ 任 S孑 =C 若
一 “

对任意 p 6 郎 成

立
.

据此
,

由复合运算 只A
一“ : c 气)G 一 C气句得

只 : C叹)G ~ C
“ 一 m

()G
.

类似地有 只 : w s( )G ~ w
, 一 ,

()G
.

定理得证
.

下面引人仿微分算子的另一个象征类卿
·

定义 3 (象征类 弓
”

) 设 m 任日
,

p 〔
雳

,

若 l(
x ,

约具有分解式

l (x
,

老) = 1
.

(x
,

心) + l
二 一 1

x(
,

亡) + … + l
。 一 回 x(

,

亡)
,

( 14 )

其中 l
。 _ 。

(x
,

尝)
, n = o

,

l
,

…
,

[p l
,

满足

( i ) l
。 _ 。

(
· ,

省)任 C
“ 一 n

(G )
,

( 11) l
。 一 。

(x
, ·

)〔 C 的
( F )

,

且对每个
v 任 p

,

.1△: l一
,

x(
,

亡) l一
。 , 一 、 蕊c ,

Ik一
’

( 亡>
。

一
’ ,

亦即
,

l
。 一 。

日荞笃
” ,

我们称 l (x
,

心)任弓
“ ·

显见
,

巧
“ C 黑

“ ·

对于 作界
“
与 I ` 弓

“ ,

若 卜炸弓万
’ ,

称 l 为 l饵
”

) 的主象征
.

不难看出
,

主象 征并非唯

一 在 ( 14) 式 中
,

气(x
,

口便是 lx(
,

0 的一个主象征
.

2 非线性 G
一

B 微分方程和应用的例

本节考虑 G
一

B 偏导数和 G
一

B 微分方程
.

设 x 二 x(
l ,

…
,

戈卜 e
.

若 u (x ): nG ~ ⑥是 nG 上的函数
,

其 G
一

B 偏 导数定义 : 对于 lr
,

几
,

r3,

… 任日十 ,

” ;一 (x
1,

一
卜

工
< ;

1

>
一

上
· 、忿

1,

一
。

)、
.

(r l

一 ) d ! l d ;
1 ,

”近
r
一口“一 (x

1,

一
卜

工
< ;

1

>
r】

介
; 2 >

r Z ·

上工
·

(亡
1,

亡2 ,

一
,万

亡,

`r l

一 ,牙
; ,! 2

一” d亡l d! Z d̀
l

d̀ 2,

记 刁<『
>二

注 2

代
r ,’ … 。点

` ’ ,

Ir l二 lr +
` · `

除了个别的情形外
,

+ 几
.

文 献【l] 和 2[] 中的 以及本 文 中的定 理与性质对于乘积 群

nG = G .x
二 x G都成立

,

而对个别情形
,

如文献【2] 中的定理 2
,

只要将条件 。 一

结论对 G
”

也成立
.

设 夕= 创
,

…
,

y今
已 C N ,

F x(
,

力: G
” x C N ~ ⑧

,

称

F (x
, 。 ,

…
,

刁` 『’ u ,

… ) l
r .、 。 = O

改为 叮 一 万
l一2

( 15)
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为 G
一

B 微分方程
,

其中 :u 口 ~ C 是 x e G
”

的函数
.

对于非线性 G
一

B 微分方程
,

有如下仿线性

化定理
.

定理 ; 若
。 。 e

p + m

()G
,

, > o (或
。 。 w

· + 。

()G
, 、 一 粤> o )是非线性 。 一

B 微分方程 ( 15 )的
’

一 一 一
“ 一 ” ’ 、

一
、 一 产 ’ 一

2 一
z
一

” 一 ’

一 一 一
,

~
` 一 ’ -

一
、

一 ” ”

实解
,

且若 F (x
,

:x) 口
x RN 是 C `

(G
” x R今实函数

,

对于任意紧集 K C 风N ,

F 关于 y 的偏 导数在

G
”

x K 上有界
,

则 ( 15) 式化为如下的仿微分算子方程 :

只
u = R

,

( 16)

其中 R o c 汉伪 (或 。 w
,

(
S一

韵(助
,

而 只是仿微分算子

只二艺 T 。;
a `

·
,

l
r
}《 。 ~

不而

其象征为

`x(
,

; ) :氰斋
x(

, ·
x( )

,

一 ” ( 。 》 · (x )) ` ; >一

并且 l 任少罗(或 任夕 , 全), 而主象征是

气x(
,

灼= 艺
日F

-只, ; ;不 又心夕
「 .

oy
”

证 仅证
u 任 C +P

m

(伪
,

P > 0 的情形
.

u ,

…
,

刁( “ ) u ,

… )任 c
p

(句
.

据定理 l
,

F x(
, 。

x()
,

…
,

别
’

u} x()
, 二

) =

由假设 澎
r

> u 任 C
“ + ’ 一 r

对 lr }簇m 成立
,

这蕴含
刁F

- : , 写兮丁 t X
.

即廿 , “

.

万 T杀 ” `
r
’ 。 (x )一 R (x )三 只

。
(x )一 R (x ),

1 r l气爪 ` 少

其中

亦即
,

R ` C汉句
.

因为 u 是 ( 15) 式的实解
,

故

只
u

(x )一 R (x ) = .0

( 16 )式成立
.

进而
,

易见 a(
护

> 作为 G
一

B 微分算子
,

是一个具有象征 <亡>
r

( 1 7)

的 仿微 分 算

子
.

因此
,

T 。 ; 别心

石丁1万

,

~
,

~ _ ~
,

_ aF
, _ 、 _ , , , 、

“
, , 、

_ ~ _ _
, ,

、

一

也是一 I/’ 具有 象址 二万万 又妇
r

阴历诚分算士
.

正理得址
.

Oy
” ’

注 3 对于拟线性或半线性 G
一

B 微分方程
,

( 17) 式中的 R 可以有更好的正则性
.

例 考虑方程 (巧 )满足定理 4条件的解
u

.

若
u
是 C气句 的

,

且对 ( x0
,

乱)
,

p > m
,

。 刁F
, _ 、 _

}
“ (x0, “ J一窄

2

丽
又` ’

r

{
。 0, ;。笋 u

,

则 由下面的推理
,

可知
u 的正则性由 p 提高为 2P 一 m > .P

因为 u ` e
p

(伪 蕴含 刁<
r ’ u 任 c

p一 ,

()G
,

l; l簇m
,

故 由定理 4
,

( 15 )式被仿线性化为

lP u = 艺 T二二 日`
·

, 。 = R
,

` m 刁夕 (
『

)

_ , , 、 `

_ _
,

_
、

二
_ 、

。 日F

其中 R 任 C 呷
一

叹句
,

象址为 l x(
,

幼= 乙 花万万 又《夕
` .

lrI 《 , C夕
’ `

又因 几 x(
。 心办护0

,

可寻得仿微分算子 Q
,

,

满足

Q
,

, o

只= I + r
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(它是在一定意义下的逆算子 )
,

并且
;
在点 (为

,

乱)是 p一。 正则的
.

于是

u = Q
,

,

只一 r u 二 Q
,
·

R 一 r u 任 C Zp 一 m

()G
.

类似地
,

可得到 (1 5) 式的解
u 在 So

bo le v 空间的正则性
.

其他应用的例见另文
.

关于 G
一

B 导数和仿微分算子
,

还可参看文献【5一 10]
.
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