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摘要    指出信息量的守恒及其不可加性以及熵的可加性导致孤立系

统的熵增加. 量子纠缠态及其塌缩提供了信息量不可加性的一个例子. 
这种不可加性在相互作用信息重要的其他领域, 例如在经典统计和社会

统计中, 也是真的. 这便在极普遍的情形中证明了热力学第二定律. 它
不仅在量子统计和经典统计中, 而且在信息量守恒和不可加的其他过程

中, 是精确成立的. 
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了解热力学第二定律的理论基础是长期以来物理学要解决的一个重大问题. 从教科书[1~3]

中得知, 熵越高的宏观系统实现的可能性越大. 然而, 系统是否总是从可能性较低的状态过渡

到可能性较高的状态仍是一个未解决的问题. 玻尔兹曼的  H-定理是关于趋向平衡的一个经典

证明. 它基于一个将宏观物质当作互相碰撞的经典粒子系统的模型, 因此, 即使从经典统计物

理看也是不够普遍的. 20 世纪 40 年代末, Shannon等人[4]提出和发展了强有力的信息论, 可用

于所有统计过程的分析. 下面会看到, 用信息论的基本概念可简单地普遍证明热力学第二定

律. 在量子统计力学中, 这基于随时间演化过程中系统各部分之间的态纠缠和测量中的态塌

缩, 因此是普遍的. 孤立系统密度算符ρ (t)的时间演化遵从von Neumann方程. 它的解为 
 ρ (t) = U(t,t0)ρ (t0)U(t0,t), (1) 
其中U(t,t0)为态从时刻t0到时刻t的演化算符. 定义t时刻的信息量  
 I (t) ≡ tr [ρ (t) ln ρ (t)]. (2) 
鉴于U(t0,t)U(t,t0) = 1, 由(1)式可见 
                        I (t) = tr[U(t,t0)ρ (t0)lnρ (t0)U(t0,t)] 
                            = tr[ρ (t0)lnρ (t0)U(t0,t)U(t,t0)] 
                            = I (t0),                                           (3) 
此为量子力学中的信息量守恒[5]. 这是物理学中一条精确的守恒律. 下面以此律为基础证明热

力学第二定律. 
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为测一个系统的熵, 要将此系统分成宏观看来无穷小的诸部分, 其中第i部分的熵定义为

Si ≡ −ktr(ρ ilnρ i), ρ i是第i部分的约化密度算符. 整个系统的熵, 作为广延量, 定义为和 
 S = Σi Si = −kΣi tr(ρ ilnρ i). (4) 
当t0时刻测量系统的熵时, 会破坏系统各部分间态的纠缠(破坏各部分间的关联). 系统的态和

密度算符都因此而因子化. 在此条件下, 系统的熵为 
                        S(t0) = −kΣi tr[ρ i(t0)ln ρ i(t0)] 

= −k tr[ρ (t0)lnρ (t0)] = −k I (t0).                          (5) 
对一个孤立系统, 信息量守恒(3)式成立. 系统在t > t0时刻的信息量因此为 
 I (t) = −S(t0)/k. (6) 
在从时刻t0到t的期间, 系统不同部分间的作用使它们的态再纠缠起来. 即不同部分的态互相

关联. 若在  t 时刻测系统的熵, 就要在此时刻测系统各部分的熵, 然后将它们加起来, 这就又

一次破坏了这种纠缠. 这便是态的塌缩. 它导致关联信息的丢失. 系统诸部分各自并不孤立, 
它们各自的信息量并不守恒. 这使t时刻的熵 
 S(t) = − kΣi tr[ρ i(t)lnρ i(t)]. (7) 
一般不等于S(t0). 凭直观判断, 系统各部分信息量之和不应超过系统的信息量, 因其中不含各

部分间的关联信息, 即 
 Σi tr[ρ i(t)lnρ i(t)]≤I (t), (8) 
若果如此, 则按(6)~(8)式, 对孤立系统有 
 S(t)≥S(t0). (9) 
为证明关系式(8), 要引用一些数学不等式, 它们可在教科书[5,6]中找到. 约定  0ln0≡limξ→0ξ lnξ = 
0, 它们是下面 4 个引理. 

引理 1  对非负变量 x 有 
 x ln x ≥ x − 1, (10) 
等式对且仅对 x = 1 成立. 

引理 2  对非负数集[wi]和满足Σi xi = 1 的非负数集[xi], 有 
 Σi xiwi lnΣj xjwj ≤ Σi xiwilnwi. (11) 

引理 3  对满足 
 Σi Wi = 1  和  Σi Tij = ΣjTij = 1 (12) 
的非负数集[Wi]和[Tij]有 
 W′j ≡ Σi WiTij ≥ 0,  (对每一j) (13) 
 ΣjW′j = 1 (14) 
和 
 Σj W′j ln W′j ≤ Σi Wi ln Wi. (15) 

引理 4  对满足Σij Wij = 1 的正数[Wij], 及正数Wi = Σj Wij和W′j = Σi Wij , 有 
 Σi Wi = 1,  ΣjW′j = 1 (16) 
和 
 Σij Wij ln Wij ≥ Σi Wi ln Wi + Σj Wj ln W′j, (17) 
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末式中等号当且仅当对所有ij均可作因式分解 Wij = WiW′j时成立. 
设[L]为系统的一组完备的能同时确定的力学量. 其完备正交归一的本征态系为[|n>]. 密

度算符ρ 的[L]象表象为一矩阵, 矩阵元为ρ n,n′ = <n|ρ |n′>. 若ρ 自身也包含在完备集[L]中, 则ρ 

的[L]表象就称为自然表象. 在自然表象中, 密度矩阵是对角的: ρn,n′ = Wnδn,n′, 其中Wn是ρ 的第

n本征值, 表示发现系统处于态|n>的概率. 信息量(2)式可用一非负数集[Wn]表为 
 I = Σn Wn ln Wn. (18) 
也可考虑关于一组特定的完备力学量[L′]的信息量, 其完备正交归一的本征态系记为[|m>]. 对
系统的一个密度算符为ρ 的系综, 发现系统处于态|m>的概率为 
 W′m = Σn<m|n>Wn<n|m>. (19) 
关于力学量组[L′]的信息量的定义为 
 I [L′]≡Σm W′m ln W′m. (20) 
由于|<n|m>|2非负, 且Σn |<n|m>|2 = Σm |<n|m>|2 = 1, 按引理 3 和(18)式得 
 I[L′] ≤ I. (21) 

现在将系统分成两部分a和b. 令i = a或b, 设[Li]为i部分的一组完备力学量, |ni〉为它们的

第ni本征态, 而[|ni〉]为i部分的一组完备正交归一的态. 因此[|nanb〉]≡[|na>|nb>] 是系统的一组

完备正交归一的态. 在[La,Lb]表象中, 系统的密度算符为一矩阵, 矩阵元为 
 ρ nanb, n′an′b≡<nanb|ρ |n′a n′b>. (22) 
由(19)式知, 发现a部分处于态|na>且b部分处于态|nb>的概率为  
 Wnanb = Σn<nanb|n>Wn<n|nanb>, (23) 
归一化为 
 Σnanb Wnanb = 1. (24) 
关于力学量[La, Lb]的信息量为  
 I [La,Lb] = Σnanb Wnanb ln Wnanb ≤I. (25) 
发现a部分处于态|na>的概率和发现b部分处于态|nb>的概率分别为 
 Wna = ΣnbWnanb  和  W′nb = ΣnaWnanb  (26) 
在(24)~(26)式中求和可只对Wnanb>0 的na和nb进行. 

a部分的密度算符ρa由系统的密度算符ρ 约化而来. 在[La]表象中, 它是一个元为 
 (ρa)nan′a = Σnb ρ nanb, n′anb  = Σnb<nanb|ρ |n′a nb> (27) 
的矩阵. 可将它紧凑地写成 
 ρ a = trb ρ, (28) 
下标b表示阵迹中求和遍及对b部分量子数对角的矩阵元. 类似地, ρ b = tra ρ . 设ρ i包含在集[Li]
中, 发现i部分处于态|ni〉中的概率为它的本征值Wni , 且可由(26)式表示. 关于i部分的信息量为 
 I i= tr ρ i ln ρ i = Σni Wni ln Wni. (29) 
由引理 4 和方程(25)和(26)知 
 trρ alnρ a + trρ blnρ b ≤ trρ lnρ . (30) 
等号当且仅当系统的密度算符可分解为其各部分的密度算符的直积时成立, 即当且仅当其各

部分彼此互不关联时成立. 进一步细分系统的各部分并将(30)式一再地用于它们, 结果便是(8)
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式. 如前所述, 此结果导致(9)式, 即 
定理: 一个孤立系统熵的变化只能增加不能减少. 
这正是热力学第二定律. 此定律因而得证. 按前面所引宏观态出现的概率与熵的关系[1~3], 

这便转而证明了: 一个孤立的宏观系统总是从可能性较低的状态过渡到可能性较高的状态. 
这里的证明是普遍的. 它似乎依赖于量子力学的态纠缠和态塌缩, 实际上比这更普遍. 这

是一个信息论证明, 仅依赖于信息量的守恒(3)式和它的不可加性(30)式. 一个量的不可加性即

系统的总量一般不等于其各部分量之和的性质. 熵的广延性(4)式, 即其可加性, 在证明中也

是重要的. 信息量守恒是动力学的一种特征. 量子动力学和经典动力学都具此特征. 其他(包
括尚未发现的)动力学也可具此特征. 信息量的不可加性是纯数学的, 可用前述数学不等式从

概率的普遍关系(26)式导得. 态纠缠及其塌缩只是实现以上诸点的特殊方式. 它们也可在经典

力学或某种未知力学中实现. 热力学第二定律因此是极其普遍,几乎与动力学无关的, 只要信

息量守恒成立. 即使有一天人们发现量子力学也只是近似的, 必须由某种新力学代替, 只要新

力学还遵从信息量守恒, 热力学第二定律便依然严格成立. 此定律也是广泛适用的, 不仅适用

于热力学, 且适用于一切信息量守恒的统计科学. 考虑将它用于社会学和经济学的可能性是

有趣的.  
从证明中还可领悟到: 孤立系统熵增加仅仅由于丢失了系统各部分间的关联信息. 这提

示发展重视关联信息的统计学科, 其中相当于热力学第二定律的内容将直接表现为信息量守

恒及信息形态的转化. 
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